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FONCTIONS HARMONIQUES

PRINCIPES DE PICARD ET DE DIRICHLET

Par M. Georges BOULIGAND

—  ——

I. — INTRODUCTION.

1. La théorie des fonctions harmoniques joue en analyse un role
de premier plan. D’une part, elle englobe celle des fonctions analy-
tiques; d’autre part, elle domine en physique maint probléme. En
outre, c'est sur le terrain des fonctions harmoniques que le calcul
fonctionnel et les méthodes qui s’y rattachent ont fait leurs preaves.
La s’est révélée d’emblée la théorie de Fredholm; la. on s’est accou-
tumé, plus qu’ailleurs, a 'usage des concepls intégraux, rendus trés
maniables par les théories de H. Lebesgue; laencore, a propos de la
fonction de Greeh du probleme de Dirichlet, J. Hadamard a ren-
contré I'une des premiéres équations aux dérivées fonctionnelles; la
enfin, dans I'’étude du probléme de Dirichlet géncralisé, se présente
inévitablement l'idée du prolongement d’une fonctionnelle par conti-
nuité, qu’on trouve déja, en puissance, dans un beau Mcmoire de
S. Zaremba [ 60, {], marquant le premier pas décisif dans 1'extension
du principe de Dirichlet.

Nous exposerons ici successivement les idées générales relalives
aux fonctions harmoniques, les principes concernant leurs lois de
croissance au voisinage des singulariiés, notamment, le principe de
Picard, et enfin le principe de Dirichlet.
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II. — L’HARMONICITE.

2. Rappel de formules. — Soient, dans I'espace euclidien a n di-
mensions, n axes rectangulaires et un champ scalaire U. L’expression

U 22U

AU = EI— ...+ m
s'appelle laplacien de U : elle est invariante quant au groupe des
déplacements (d’ou son intervention constante en physique classique),

ce qui apparait bien sous la forme div grad U. On appelle fonction
harmonique, lorsqu’on n’a garde d’énoncer des conditions surabon-
dantes, une solution de AU = o, continuc ainsi que ses derivées des
decux premiers ordres dans une certaine région (région d’harmo-
nicité). L'étude de ces fonctions fait appel a la formule de Green

, ; ([V dU
) (/Q;(UA\ \AU)clw+f(U Ve )dc_.o,

déduite du théoréme flux-divergence appliqué aux champs vecto-

riels U nrad\ et Vorad U. On suppose provisoirement la continuité
de tous les éléments, v compris celle du champ des normales a la
surface T qui limite le domaine Q : §’il y a plusieurs surfaces, on fera
la méme hypothésc sur chacune d’elles et ¥ désignera 'ensemble de
ces surfaces. On entend par ]a dérivée prise suivant la normale,

dirigée vers I'intérieur de Q. Pour chaque fonction harmonique
dans Q, ayant un champ de gradients continu dans Q—+X, on a en
appliquant (1) & @ —w; ot w;, est une petite sphére de centre P :

i d 1 dUy 1
Up= — af_ - la
( 2) ’ (n-—2)5, "/‘.:. |\Ul‘l v (m)"—2> v ,\—lpn—"] oM,

ol S, est la surface dela sphére unitaire dans I'espace a n dimensions.
\ppliquons (2) a une sphére X, pour une premiére position de P
intérieure & X, et pour l'image I de la premiére ( définie par

> >
OP'=—; OP). On tire des équations obtenues laformule de Poisson
opP

(3) Uv—— fU\l dGM,
MP
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suivant laquelle les valeurs de la fonction sur la sphére la déter-
minent & 'intérieur. On a ainsi un nouveau mode de définition des
fonctions harmoniques, de nature intégrale, établissant une solidarité
entre les valeurs de la fonction en divers points du champ, montrant
Iexistence d'un développement de Taylor représentant la fonction
autour de chaque point de la région d’harmonicité. L’harmonicité
apparait ainsi comme un type de monogénéité défini dans le champ
réel, et apparenté avec 'analyticité dans le champ complexe : cette
monogénéité consiste en ce que deux fonctions harmoniques dans
une région ne peuvent coincider sur certains ensembles de points
intérieurs a cette région sans y étre identiques ().
Les formules (2) et (3) sont a modifier dans le cas de n — 2, ou
la solution élsmentaire (lerminologie de J. Hadamard, préférable a
MI_P au lieu de %,_2 . Pour le cas de
l
n=n2 et pour la notion des fonctions harmoniques conjugudces,
nous renverrons aux traités classiques.

solution fondamentale) est leg

3. Définitions diverses de I’harmonicité, — On peut s’efforcer de
faire sur U un minimum d’hypothéses. Ayant choisi des axes rectan-
gulaires, on peut supposeravec \W. Wilkosz [59] la continuité de U,

. L, . J°U
et Uexistence de dérivées secondes directes 5— de somme nulle, la

. . . 1
dérivée seconde directe de f() étant la limite de
I=2| fixe +h) + fle— D) — o f(r)].

L’harmonicité en résulte, a la faveur de résultats de S. Zaremba
{¢/. n" 13).

Cette hypothése comporte un choix d’axes arbitraire. Pour Péviter,
on utilise avec G.-C. Evans [ 10, «] des définitions généralisées du
gradient et de la divergence. Soit un champ scalairc U, sommable
sur toute surface s (douée d’un champ continu de normales), ‘un

> > >
champ vectoriel V sommable en volume. Par définition, V' =grad U,
si pour toute surface fermée séparant I'espace en deux régions et
délimitant la région interne w, on a

'3 [?/dm—a-/‘Ujdc:o,
W va

(') Voirla note du n° 18.
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> . . . > >
v élant le vecteur unitaire de la normale intérieure. Soient V.v
sommable sur chaque o, et u un nouveau champ scalaire sommable

>
en volume. Par définition, u =divV, si l'on a pareillement

> > ,
(5) /lldm+/V.vd5=0 (.
W (2

Enfin, si I'on a simultanément (4) et (3), on dira que « est le
laplacien de U. A ce point de vue, 'équation de Laplace est remplacée
par le systéme de I’équation (4) et de l'équation (»") formée en
.annulant le premier terme de (5). Soit U, \7 une solution : Evans
établit que les discontinuités de U ne sont pas essentielles et dispa-
raissent en changeant U sur un ensemble de mesure nulle, ce qui
donne une fonction harmonique. 1l y a ici encore surabondance
d’hypothéses par I'arbitraire du choix de .

On peut alors chercher un point de vue intermédiaire, consistant
a décrire, autour de chaque point P de la région considérée comme
centre, une sphére infiniment petitc et & admettre I'existence de
limites pour des expressions formées a I'aide d’intégrales étendues a
la surface de cette sphére ou a son volume, limites qui, dans le champ
des fonctions douées de dérivées continues jusqu'au sccond ordre,
coincident avec le laplacien. Le probléme se pose alors, pour chaque
définition généralisée ainsi construite, de savoir si une fonction con-
tinue et a laplacien nul est harmonique, c’est-a-dire représentable
dans une sphére par l'intégrale de Poisson ? Ce probléme sera résolu
dans des cas étendus par l'affirmative (n° 13).

4. Le théoréme de la moyenne. -~ Considérons une fonction U (P)
continue dans une certaine région, et a chaque point P de cette
région, associons une sphére 5, intérieure a cette région, ayant pour
centre P et pour rayon une fonction continue R, de P. Soit U, (P)
la nouvelle fonction qui exprime la moyenne des valeurs de la
premiére, soit sur la surface de o, soil dans le volume de cette sphére.
L’opération qui fait passer de U(P) a U, (P) s'appelle une médiation,
périphérique ou spatiale. On sait depuis Gauss que toute fonction
harmonique est invariante par médiation périphérique, quel que soit

>
(') V dans la définition (4) et « dans (5) peuvent étre arbitrairement modifiés
sur un ensemble de mesure nulle.
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d‘ailleurs R, : cela résulte de (3) pour OP =o0. S. Zaremba a
remarqué que I'invariance par médiation périphérique des fonctions
harmoniques, étant satisfaite quel que soit Ry, entraine leur inva-
riance par médiation spatiale [60, {|. Enfin, H. Lebesgue [27, f] a
noté que cette invariance subsiste par une médiation générale dont
les deux précédentes sont des cas particuliers, et qui fait correspondre

a U(P) quelconque

r=R

[ [/U(M)dsu] do(r)
UI(P)="I':0 _

r=R

S, r1=lde (1)

iz
dans le numératear, lintégrale entre crochets s’étend a la sphéve de
centre P et de rayon r; on voit apparaitre le processus d’intégration
de Stieltjes, fréquent dans cette théorie en raison de son aptitude a
exprimer le mode de composition linéaire le plus général.

L’invariance par médiation des fonctions harmoniques entraine :

1° L’impossibilit¢ d’extrema stricts ou larges en des points inté-
rieurs a la région d’harmonicité. Empruntons a cette région un
domaine fermé quelconque. La borne supérieure (b. s.) et la borne
inférieure (b. i.) de la fonction dans ce domaine coincident respec-
tivement avec sa b. s. et sa b. i. sur la frontiére de ce domaine. C’est ce
qu’on exprime en disant que toute fonction harmonique est mono-
tone ().

2° Une affirmation fondamentale d'unicité : soit le domaine
ouvert Q, de frontiére I, et soit donnée sur £ une fonction continue
S(Q); il ne peut exister plus d’une fonction U(P) continue
dans @ + =, harmonique dans Q. et qui se réduise a f(Q) sur ¥. Le
principe de Dirichlet aw sens classique est composé de cette affir-
mation d’unicité et de l'affirmation de V'existence de U(P), pour
toute f(Q), dans des cas étendus. Cztic seconde partie sera étudiée
ultérieurcment. Quant a l'affirmation d’unicité, c’est une consé-
quence immédiate de la monotonic,

5. Les propriétés d'invariance par médiation admettent des réci-
proques. D’abord une fonction sommable en volume dans une

(') Notons en outre quc les bornes sont exclusivem:nt atteintes sur la frontiére,
sauf si la fonclion est constante.
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certaine région, et invariante par médiation spatiale, pour toute
valeur du rayon moindre qu’une certaine limite R,, est nécessai-
rement harmonique. En effet, elle est d'abord continue en tant que
médiante spatiale d'une foction sommable. Soit a l'intéricur de notre
région une sphére T assez petite pour qu’en aucun point P intérieur
a ¥, R, ne soit inférieur a la plus courte distance de P a la sphére.
La fonction proposée el I'intégrale de Poisson, formée avec ses
valeurs sur X, différent d’une fonction continue dans la sphére et sur
sa surface, s'annulant sur cette derniére, et invariante par médiation,
donc monotone : cette fonction est par suite nulle, et ainsi la fonction
proposée coiucide bien avec U'intégrale de Poisson [2%4]. En second
lieu, si 'on suppose la sommabilité, non seulement en volume, mais
sur toute sphére utile, on rameéne au cas précédent celui de I'inva-
riance par médiation périphérique (pour toute valeur durayon << Ry).
Enfin, on a cherché des réciproques faisant intervenir une seule valeur
du rayon pour chaque point P : nous y reviendrons lors de I'étude
du principe de Dirichlet.

L'ordre d’idées qui précéde suggére de nouvelles définitions du
laplacien, notamment la suivante, qui est du type périphérique :

AUp = lim --”—f(U,\.— Up)dsy  avec  r=MP.
P IMFL Sn

Cette définition et les définitions correspondantes (issues de la
médiation spatiale ou de la médiation générale) rentrent précisément
dans la catégorie signalée a la fin du numéro précédent et soulevant
ce probléme : une fonction continue etdont le laplacien, ainsi défini,
est nul, est-elle harmonique ? (n° 13).

III. — POTENTIELS USUELS. PROBLEMES AUX LIMITES.

6. Décomposition en potentiels d’une fonction arbitraire. — Repre-
nons les hypothéses et les notations du n° 2, relatives a Qet a I, et
désignons par U une fonction continue ainsi qne ses dérivées des
deux premiers ordres dans @ 4 . On tire de (1) la formule

_ 1 AUy (lUM
Ul'__(”—Z)S"LQME"""' dov+ [ G s dow

T
—f LT (—-u— 3 )dﬂl]-
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qui donne U comme somme d’un potentiel de volume, d’un potentiel
de’simple couche et d’un potentiel de double couche.

7. Formule de Poisson. — Ces deux derniers élant harmoniques
dans Q, le laplacien de potentiel de volumé est donc AU. Plus géné-
ralement, si la densité cubique oy est continue a la Lipchitz (pour
ses conditions plus larges, voir Petrini [33, ¢|) on démontre que le
potentiel de volume correspondant, soit o, a pour lapla-
cien — (n—2)S,5 : c'est la formule de Poisson. Ellc est véritiée,
moyennant la seule continuité de 5, si 'on prend le laplacien géné-
ralisé au sens du n* 8, dernier alinéa. ou encore, si on le définit avec
S. Zaremba et . Wilkosz (¢f. n° 3) par une somme de dérivées
directes évaluées suivant n directions rectangulaires. Pour aller plus
loin, G.-C. Evans remarque [10, a] qu'elle peut éire remplacée par
Pidentité”

(6) /‘(ﬁodc'z (n—2)8,2dw,

v dy Jo

ou X est arbitraire, aux hypothéses prés du n® 2 : le second membre
est une fonctionnelle additive et a variation bornéc F(X). Soit géné-
ralement une F(X), additive et a variation bornée, et telle que sous
les hypothéses du n® 2, on ait I'identité

(7) F(3)=/(2) + = f(2),

Jfie) représentant une fonction additive d'ensemble, soit la somme

algébrique des masses d'une répartition donnée située sur e. Consi-
dérons I'équation fonctionnelle

> >

(8) /gradcp.w/o:F(.‘:),

ou le gradient est défini suivant (4). De méme que ’équation (6) a
pour solution particuliére le potentiel de volume de densité p, Evans

montre que (8) est vérifiée par le potentiel des masses précédentes,
soit

. ! . 1
(9) ¢(P)= ("—_T)—S;géJrgn_l—l_)-”—_‘_,rlf(e).

Ces résultats sont intuitifs si 'on remarque que (8) exprime le
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théoréme de Gauss (flux de force en fonction de la masse totale
intérieure & % ou sur X). La présence de points ou de lignes angu-
leuses nécessilerait des termes complémentaires au second membre
de (8). Notons la généralité du résultat d’Evans, indépendant des
aspects trés variés que peut affecter une répartition de masses : le
succés est da & I'emploi de I'intégrale de Stieltjcs.

8. Discontinuité de la dérivée normale d’un potentiel de simple
couche. — Un potentiel de simple couche V, relatif a une surface =
douée d’un champ continudenormales, et de densité superficiellep con-
tinue, est continu au passage de la couche, mais son gradient é¢prouve

une discontinuité quiaffecte sculement la composante normale. Soity
le vecteur unité de la normale a  (que nous dirigerons vers l'inté-
rieur de Q, si X fait partie de la frontiére de Q). La discontinuité

éprouvée par le gradient lorsqu’on franchit £ en un point ou la
. . . .}
densité est p, de maniére a entrer dans la région contenant v a pour

>
valeur géométrique — (2 — 2) S,gv. Appelons région positive cette
région el région négative celle qui se trouve de 'autre coté de 2. On

peut donc écrire
P,':l_Q don ),
MP

(10) (%>+—<g—>_=—(n——2)sn9 ou <Vp=b/};

N

et 'on a en outre
dv dv cosy
(ll) (d‘l >++<d‘l)__2(n_2)/9“—ﬁ dG'M,

Q étant le point de passage, et ¢ l'angle de 30 et de la demi-
droite QM. Nous renvoyons pour la démonstration aux traités
classiques, en signalant seulement que si o est sommable sur ¥ (et
non plus continu), I'ordre d'idées présenté au n° 7 fournit une géné-
ralisation de (10).

9. Discontinuité d’un potentiel de double couche. — Reprenons sur X
et sur o les hypothéses du début du n° 8, et considérons le potentiel

de double couche
. {
Wp = [ oM ([— ——_l,,_., day.
RN TE
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Ce potentiel est discontinu au passage de la couche, et 'on a,
moyennanl le méme principe de notations,

(12)  (Wa)g— (W-)g=(n—2) Snsq,

£
(13) (Wi+(Wo)yg=12(n—12) me_—oi?—{dﬂl avec ¢ = \vm, MQ/,
MQ

Ces relations doivent étre modifiées lorsque 2 présente des pointes
et des arétes [47].

10. Solution desprobldmes ayx limites par les équations intégrales.
— Laissant de cdté les problémes mixtes, nous nous bornerons aux
problémes de Dirichlet et de Neumann. Dans le probléme de Dirichlet,
on cherchc une fonction harmonique dans un domaine, continue
dans ce domaine et sur sa frontiére, et se réduisant sur cette derniére
a une distribution continue de valeurs données. Le probleme de
Neumann est un probléme analogue oa I'on remplace la donnée des
valeurs a la fronti¢re par celle des valeurs de la dérivée normale. Si
le domaine estlarégion extérieure aune ou plusieurs su rfaces fermées,
on imposera en outre & la solution la condition de tendre vers zéro a
I'infini (excepté si n = 2).

Supposons essentiellement que la frontiére du domaine Q soit une
surface X, douée d'un champ continu de normales, ayant en chaque
point deux courbures principales finies. On démontre qu’il existe
une double couche, étendue sur X, dont le potentiel fournit lasolu-
tion du probléme de Dirichlet intérieur au domaine (et cela, pour
chaque distribution continue f(Q) sur X) ('). La densité p est en
effet astreinte a vérifier I'équation de Fredholm :

1
(14) éSuPQ-'-f\:ml%—oé,i_?dﬂmf(Q)-

La discussion est facilitée lorsque 2 sépare I'espace en deux régions.
L’équation générale

15 P [k @ ay =L KL Q=— 22k

—n—1
n

(1) Le recours au potentiel de double couche est naturel si I'on remarque avec
P. Lévy [2), a] qu'il fournit immédiatement la solution lorsque X est un plan indé-
fini et @ 'une des régions suivant lesquelles ce plan subdivise I’espace.
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se réduit & la précédente pour A =+ 1 et a ’équation analogue du
probléme extérieur pour A =—1. Og peat daillears passer par
itération & une équation a noyau borné (voir IIL, Chap. 33) grice a
I'hypothése des courbures principales bornées. Donc, la solulion de
(15) est une fonction méromorphe de A : on montre que tous ses poles
sont réels et simples, qu’aucun d’eux n’est comprisentre —1 et -1,
enfin que de ces deux valeurs, la premiére seule fournit un pole.
D’ailleurs, méme sans hypothése de connexion relative a I, il est
évident que A= 1 ne peut étre un pole, sinon la théorie de Fredholm
ferait prévoir des cas ou l'unicité de la solution du probléme de
Dirichlet intérieur se trouverait compromise. Donc le probléme de
Dirichlet intérieur a, moyennant les hypothéses faites sur £ (et sans
que X soit nécessairement connexe), une solution et une seule.

Reprenons notre hypothése de connexion. Puisque .= —1 est
un pole, il n’y a pas toujours de potentiel de double couche dont les
valeurs limites sur X, prises extérieurement a X, soient égales a f(Q).
Pour que ce potentiel existe, il faut et il suffit qu’en désignant par
7(Q) la densité d'une simple couche en équilibre électrique sur X,
on ait

(16) /:f(Q)'c(Q>(I':Q=o,

moyennant quoi g est déterminé a une constante additive prés, sans
influence sur le potentiel extérieur. Si (16) n’a pas lieu, on détermine
une constante C telle que

S —c1u(Q drg=o.

Le probléme de Dirichlet extérieur a une solution, quiest la somme
du potentiel dela doublecouche, qui correspondaux valeurs f(Q)—GC,
et du potentiel d’une simple couche en équilibre, dont la masse totale
est choisie de maniére que G soit le potentiel d’équilibre.

11. Pour le probléme de Neumann, on exprime la solution par
un potentiel de simple couche. L’adjointe de (13) correspond préci-
sément, pour A\ = —1, au probléme de Neumann intérieur; pour A=1,
au probléme de Neumann extéricur. Les poles de cette adjointe somt
ceux de (15): donc, le probléme extérieur a une solution et une
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seule. Par contre, le probléme intérieur exige la condition que la
valeur moyenne de la dérivée normale sur 2 soit nulle, moyennant
quoi, il y a une solution, délinie & une constante additive preés.
L'équation adjointe de (15) sans second membre admet alors préci-
sément pour solution la densité ©(Q) (définie & un facteur constant
prés) d'une couche en équilibre électrique sur la surface.

12. Fonction de Green. — Nous ne nous occuperons dorénavant
que du probléme de Dirichlet. dont la vésolubilité dans des conditions
aswez larges est maintenant un fait acquis. Il est clair que la solution
est une fonction de la surface X qui porte les données, en méme temps
qu'une fonctionnelle linéaire de ces valeurs. On adopte ainsi, avec
J. Hadamard (1V, 6)| 16, b], le point de vue fécond de 'analyse fonc-
tionnelle.

La solution du probléme de Dirichlet se trouvant définie dans un
cerlain champ, nous aurons a I'étendre a des champs fonctionnels
plus généraux. Cela nous meénera a la conception du principe de
Dirichlet généralisé. Pour atteindre ce but, nous aurons a réaliser
quelque chose d'analoguc a ce qui se fait en théorie des fonctions,
(uand on veut étendre au champ de toutes les valeurs réclles possibles
unc fonction continue définie d'abord seulement dans le champ des
valeurs rationnelles.

Bien avant qu’on sut exprimer, avec . Riesz, toute fonctionnelle
linéaire par une intégrale de Sticltjes, on avait songé & exprimer la
solution du probléeme de Dirichlet, cn fonction des valeurs f(Q)
données sur X, sous la forme

Q
dG} dsy,
tg

I
(7) Uﬂ”—ar::s;f_‘f‘Q’(
ott GY est la fonction de Grecn du domaine @ limité par X : le point
P (pole) étant regardé comme fixe, G} se définit ainsi : c’est une
fonction de M continue dans Q@ -+ 3 et s’annulant sur 2 et telle

1

qucﬁq GY soit harmonique dans Q; la formule (17) a été

écrite explicitement [équation (31)] dans le cas de la sphére.

Le calcul de G} est un cas particulier du probléme de Dirichlet.
Donc G} existe dans des conditions assez larges, limitées d’ailleurs
jusqu’a nouvel ordre, disons-le en passant, par des difficultés acces-



12 GEORGES BOULIGAND."

soires (vaincues dans certains cas par T. Carleman [7]) introduites
dans la question par I'usage des équations intégrales. La formule (17)
met d’ailleurs en jeu l'existence de la dérivée normale de G. Nous
aurons a y revenir. Notons seulement pour l'instant la possibilité
d’appliquer les mémes considérations au probléme intérieur, pour
lequel G devra en plus s'évanouir a l'infini.

La fonction de Green est sy métrique par rapport aux points dont
elle dépend : pour établir G{= Gy, il suffit I’appliquer la formule
de Green dans @ — 5, — 5, \01‘1 s, ¢t o sont deux sphéres de centre
A et B) aux fonctions GY et G}i. En outre G exprime la température
en M, lorsque Q est rempli d'une substance homogéne, conductrice
de la chaleur, qu'on maintient a zéro les points de la frontiére el
quon place en A une source qui, dans I'espace infini rempli de la

1
méme substance, donnerait en M la température —— . Ceci rend
AM

intuitives les inégalités o << G < 5> ct plus généralement le fait

1
——

que GY croit, lorsque, A et B vestant fixes, on dilate de toutes parts le
domaine Q. Avec plus de précision, on peut évaluer, pour une défor-
mation inlinitésimale de Q, la variation ¢prouvée par G&. Elle est
donnée par la formulc de M. Hadamard (IV, b) :

I //(JQ (/b"

B —
(18) 3i=— (n—=2)8,, S (I/Q (/;,

(; 80 ) day,
ou 6Q est le déplacement infinitésimal subi par un point Q de X. On
déduit (18) de (17) en remarquant que 3GY est une fonction harmo-

B
nique du point B, prenant en Q la valeur — “%‘(766) L’équa-
tion (18) est une éyuation aur déricées fonctionnelles qu'on peul
utiliser pour calculer la fonction de Green d’un domaine déduit par
déformation continue d'un autre domaine, dont on a déja la fonction
de Green (par exemple d’une sphére). Nous renverrons aux beaux
travaux de Paul Lévy pour cette question (VII) [23, 0, ¢, d] et

pour I'étude de Pallure de la fonction de Green lorsque les deux
points dont elle dépend sont voisins d’un méme point de % [25, e].

13. Probléme de Dirichlet pour AU — . — Soit gy une fonction
continue donnée. Il existe une fonction L et une seule, continue
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dans @ + X, nulle sur £ et admettant en chaque point de @ un lapla-
cien généralisé (au sens du n° B, dernier alinéa) égal a p. Elle est
donnée par

I
(10) Up=_w__mfg,vpucgdwu.

La solution de I'équation AU = », prenant sur £ des valeurs données,
s’obtient en ajoutant au second membre de (19) la solution du pro-
bléme de Dirvichlet harmonique.

A cela se rattache unec méthode de S. Zaremba pour établir I'har-
monicité d'une fonction continue dont certain laplacien généralisé
est nul. Il suffit que la définition du laplacien assure Pexactitude du
résultat suivant : la fonction p ¢tant continue, lelaplacien d'un poten-
tiel d’une distribution dontla densité de volume est o est précisément
proportionnel a p. Par exemple, c'est ce qui a lieu pour les défini-
tions envisagées au n° 5, dernier alinéa, pour les définitions déduites
de celles d’Evans (n° 3) en prenant pour = une sphére de centre fixe
et pour la définition utilisant les dérivées secondes directes suivant
n directions rectangulaires.

Soit alors « une fonction continue a laplacien nul, au sens con-
venu. Prenons une sphére quelconque intérieure a la région de vali-
dité de nos hypothéscs. Soit ¢ I'intégrale de Poisson formée avec les
valeurs de u sur cette sphére. Soit enfin w ce gne devient le second
membre de (19) pour cette sphére et pour g = 1. Chacune des fonc-
tions & — ¢ 4= £ el ¢ — u + (* ¢ a un laplacien (au sens convenu)
égal a ¢, en désignant par ¢ une constante. On en déduit aisément
(notamment pour les délinitions citées) qu'elles ne peuvent avoir de
maximum dans la sphére. Quel que soit ¢, elles y sont doncZo. Cela
cxige u — ¢ =o. (c. Q. ¥.p.)

14. Difficultés dues aux dérivées normales. — La formule (17)
souléve la question de savoir si la fonction de Green admct bien, le
long de ¥, une dérivée normale : avec précision, y a-t-il continuité,
sur Q'+ X (Q' désignant un voisinage de I, prélevé sur Q), de la pro-

jection de g;;d G, sur la normale abaissée de chaque point de Q"4 £. La
méme difficulté se présente dans la recherche de la courbe en équi-
libre sur une surface (probléeme de Robin[48]), lorsqu'on suppose
obtenue au préalable, par quelque méthode, la solution du probléme
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de Dirichlet extérieur; c’est-a-dire le potentiel correspondant aI'équi-
libre : la véritable inconnue, la densité électrostatique, se présente
alors justement comme la dérivée normale extérieurc de ce potentiel,
a un facteur prés de proportionnalité. Aussi a-t on consacré, surtout
avant les travaux de Fredholm et de ses disciples, d'importants
mémoires a l'existence des dérivées normales : signalons ceux de
Liapounoff |26 |, Zaremba [60, g], Korn [21, b] et, plus récemment,
ceux de O. D. Kellogg pour le cas du plan [19, b, ¢, d]. Une ten-
dance générale consiste a déduire I'existence et la continuité du gra-
dient de la solution du probléme de Dirichlet dans Q43 d'hypo-
théses locales vérifiées en chaque point de T (continuité a la Lipchitz
du champ des normales & I) jointes a l'existence, dans un certain
voisinage bilatéral de X, d’une fonction continue ainsi que ses déri-
vées des deux' premiers ordres (sans plus) et prenant les valeurs
données sur ¥. Cette derniére hypothése est d’embléc satisfaite pour
la fonction de Green et pour le potentiel d’équilibre électrique.
Moyennant les hypothéses qui assurent la validité de la théorie de
Fredholm, les difficultés précédentes n'existent plus : nous avons
montré que la solution t (Q) du probléme électrostatique peut s’ob-
tenir comme solution d'une équation intégrale homogene; pareille-
ment, on peut former, avec J. Iadamard [cours du Collége de
lmncu (1913-1914)|, une équation intégrale, délinissant oGp On

d: YQ
éerit

P10 . 1 1 dGY
-ﬁ/l—2 (n—‘z)s,,bsl—\mn £} d"Q

et I'on remarque que si P est flixe, le second terme du second
membre est un potentiel de simple couche. De (10) et (11), on tive,
M venant sur Z, I'équation intégrale en question :
1 EIE'}.I _ _(L I o @ cos(vm, MQ)
2 (lvu - dvy <m"_2> S,,_ S d‘IQ WQ”_I

. . G s
Ajoutons que la présence dans (17) de (d_; masquc une propriété

importante de la solution du probléme de Dirichlet regardée comme
fonction de la surface ¥, a savoir sa continuité d’ordre zéro (c’est-a-
dire fondée sur un voisinage concernant seulement les points corres-
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pondants de Z et de la surface variée, et non les plans tangents en
ces points ). Nous verron, plus tard que cette continuité a lieu dans
des conditions beaucoup plus larges. Pour l'instant, indiquons
seulement (qu'on obvie a I'inconvénient signalé en substituant a (17)
cette formule

(20) U(P)=)!i:|2(T_:);—Ts—nk/s;e—)ﬁf(M)G(l\l,P)d(oM

dont le¢ second membre est une intégrale singuliére, étendue au
domaine Q lui-méme et non plus & sa frontiére ('). Par f (M), nous
entendons une fonction continue dans Q + X, et prenant sur T les
valeurs données, par 7 la plus courte distance de M a X [3, /].

IV. — CONSIDERATIONS PHYSIQUES.
PREMIERE IDEE DES PRINCIPES CONCERNANT LES SINGULARITES.

15. Interprétation des formules (1) et (20). — Ces formules
donnent la température d’équilibre du domaine Q, empli d’un milieu
conducteur de la chaleur, homogéne et isotrope, lorsqu’on maintient
les points périphériques aux températuves f (Q), continiment
réparties sur . Dans (17), la température interne apparait comme
la résultante des cffets de sources périphériques, dont chacune est
£tablie en un point Q d’un élément 5, de X, et donnerait isolément
la température (_n_:l_z—»ST,/ Q) %%1’ 3. La fonction ‘2%3’ exprime la
température internc due a une source placée en Q, quand les autres
points de X sont au zéro : ¢’est donc une fonction harmonique et posi-
tivé dans Q, s'annulant en tout point de X, sauf en Q, point au voisi-
nage duquel elle croit indéfiniment, avee une rapidité comparable a

1 R . . . . . , R
pQat dans chaque direction issue de Q, et par suite emportant

sur celle de la solution élémentaire, ce qu’on inlerpréte en remar-

quant qu'unc source périphérique, pour établir dans Q une tempéra-

ture non nulle, doit lutter, d’'une maniére plus immédiate qu'une
) 1 {

(') Dans ce genre de questions, il y a intérél & substituer autant que possible aux
‘intégrales de frontiére des intégrales étendues au domaine lui-méme : c’est ce qu’a
fait M. Gevrey [15] dans une méthode qu'il a fait connaitre pour le calcul des fonc-
d1ons de Green.
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source interne, contre Ueffet réfrigérant de la frontiére portée au
zéro : elle a donc besoin d’une puissance ( manifestée par la rapidité
de croissance de la température en son voisinage) plus grande.
Lorsque P tend vers un point Q de la frontiére, I'intégrale (17) atteint
la limite £ (Q), en tant qu'intégrale singuliére a noyau positif, cons-
tamment égale & 1 dans Q pour f=1.

Dans (20), on utilise unc distribution de sources internes, de puis-
sances comparables a celle de la source unitaire, c’est-i-dire celle
qui dans I’espace entier empli du méme milieu donnerait justement
en chaque point une température égale ala solution élémentaire.
Dans les éléments de volume dwy et dewy,, on dispose des sources dont
les puissances sont entre elles comme 23 £ (M) 8wy ete=?% f/(M') Swy :
I'importance d'une source s'accroit lorsqu’on s’approche de la fron-
tiére, et ce caractére s'accentue lorsque A croit. Quand % tend
vers -, tout est reporté a la périphérie,

16. Apercus généraux sur les principes. — Les considérations de
ce genre donnent un fil conducteur pour I'étude des principes géné-
raux sur les singularités des fonctions harmoniques.

1° Lorsqu’on aura résolu le probléme de Dirichlet pour un
domaine Q avec une distribution continue de valeurs f(Q) sur sa
frontiére, méme si cette frontiére consiste en surfaces ¥ soumises aux
hypothéses faites jusqu’ici, ses points seront cn général des points
singuliers de la solution, pour laquelle T est une coupure. Au voisi-
nage de X, la fonction reste bornée, et méme continue dans les cas
étudiés jusqu’a présent. Ceci nous achemine vers la conception du
principe de Dirichlet comme une loi intégrale relative a des singula-
rités bornées sur la frontiére d’un domaine ouvert. Signalons encore
un théoréme de Schwarz : si une certaine portion de X est réguliére-
ment analytique, et s'il en est de méme des valeurs f (Q) sur cette
portion, celle ci cesse d'étre une coupure pour la solution du pro-
bléeme de Dirichlet.

2° On connait des fonctions harmoniques dans un certain domaine,
sauf pourles points d'un ensemble intéricur E, qui tendent vers + =
lorsqu’on tend de quelque maniére vers un point de E, par exemple,
dans I'espace a n dimensions, le potentiel V d’unc distribution de
masses positives, de densité sommable, sur une multiplicité soumise
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en chaque point a des conditions locales de régularité, et de 'un des
ordres o, 1, 2, ..., n— 2 (') ; prenons les surfaces V = const. : la
région extérieure a 'une d’elles formée pav les points tels que V(P)<C
s'étend lorsqu’on fail croitre C, et seuls les points de E n’appar-
tiennent & cette région pour aucune valeur de C. Celte remarque
donne un grand prix a I'étude du cas général ou une fonction V est
harmonique dans un domaine D, sauf aux points d’un ensemble inté-
rieur E (dont chaque point est un point frontiére de la région d’har-
monicité) sur lequel la fonction est infinie et positive. Peut-on le
réaliser, conformément aux suggestions du probléme de I'équilibre
calorifique, par une associalion de sources émissives, distribuées
sur E, la température, ou mieux sa partie singuliére, s'exprimant au
moyen de solutions élémentaires composées additivement (au sens
arithmétique du mot, c’est-a-dire avec des coefficients positifs ), sui-
vant le processus linéaire le plus général ?

3° Prenant la résultante du 1° et du 2°, on peut chercher une
fonction harmonique dans un domaine, prenant des valeurs données.
sur la frontiére, sauf en certains points (de Q ou deX) on elle devient
infinie et positive. Prenons d’abord un scul point A intéricur a Q: si
une fonction est harmonique dans @ — A et s’annule sur 3, si elle
reste en outre positive, elle est déterminée & un facteur constant
pres, clle est précisément de la forme CG (A, P) en désignant par C
une constante positive. Ce théoréme, donné depuis fort longtemps

par Emile Picard dans son cours de la Sorbonne(ﬁ la forme prées,
I'auteur montrant, enl'absence de condition d’annulation sur 3, que la
partie singuliére est W) (7), fournit la réponse affirmative a la

question du n° 2 lorsque E est réduit au point A. — Prenons main—

(') Pour une répartition continue de masses sur une multiplicité d'ordre n— 2,
le potentiel au voisinage de celle-ci est infini logarithmique ; c’est-a-dire de la
forme p, log %, ou 3 est la plus petite distance du point potentié & la multiplieité et
ou p, est proportionnelle & la densité au pied de la normale. Pour une multiplicité

. . . 1
d'ordre n — &, on a de méme unc partie principale de la forme Pt Le cas d’une

ligne potentiante dans I’espace & trois dimensions a été étudié, dans I'hypothése de
données analytiques par A. Tonolo |53 ]et pleinement élucidé parJ. Hadamard [ 16, c].

(%) On peut noter qu’il y a deux formes d'é¢aoncé du principe de Picard, la forme
locale de l’auteur, et la forme intégrale que nous proposons ici. Pour la premiére,.
voyez [3, e, /1.

i
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tenant le point A sur T, et soit une fonction harmonique dans Q,
continue dans Q@+ ¥ — A, sannulant sur ¥ — A, et qui reste en
outre positive. Dans des conditions assez larges, elle esl encore, nous
le verrons, dsterminée a un facteur constunt prés. Clest cette
aflirmation, dont la validité est soumise & des restrictions, que nous
appellerons principe de Picard. Lafonction précédente, détermince
A un facteur constant prés, représente la répartition relative des tem-

pératures qu’est susceplible de produire une source placée en A,
P

. . dGy .

lorsque ¥ — A est au zéro. Elle est donc proportionnelle a ;l—v—i‘ sl
\

cette dérivée existe, c’est-d-dire a la quantité employée dans (17)

pour exprimer la solution du probléme de Dirichlet. Cela montre
déja une dépendance entre le principe de Dirichlet et le principe de
Picard.

4° Les conditions aux limites restant les mémes, on pourra se repré-
senter les singularités au voisinage desquelles la fonction, devenant
infinie, prend des valeurs de signes quelconques (au moins dans des
cas étendus), comme provenant de la présence simultanée au point A
de sources émissives et de sources absorbantes : mais alors, bour
qu'il subsiste un effet non nul a I'antagonisme de ces sources, il fau-
dra que la puissance de chacune d’elles dépasse celle de la source
unitaire, autrement dit, dans les régions ou la fonction est positive
(par exemple), c’est-a~dire ont domine I'effet des sources émissives,
on obtiendra des croissances dépassant en rapidité celle de la distri-
bution que donnerait une sourcc émissive unique placée en A. En
méme temps, suivant la complexité plus ou moins grande du systéme
de sources mises en présence, on prévoit qu'on peut s’attendre a
trouver des solutions, s’étageant par ordres progressifs de croissance
(séparation de croissunces): comme le principe de Picard, le prin-
cipe de la séparation des croissances est a validité limitée.

5° Revenant aux singularités positives, on apercoit des cas éten-
dus ou une liaison existe entre les caractéres dimensionnels de I'en-
semble singulier, moyennant certaine régularit¢ de répartition sur
cet ensemble, et les caractéres de la croissance : elle apparait dans
les énoncés de la note (') du 2° (ce numéro).

Ces apercus n'ont qu'une valeur intuitive. lls nous feront cepen-
dant mieux comprendre I'enchainement des résultats partiels que
nous pourrons ultérieurement établir d’'une maniére rigoureuse.
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V. — FAMILLES DE FONCTIONS HARMONIQUES.

17. Généralités sur les familles de fonctions continues. — Une
notion essentielle est celle d’égale continuité. En I'imposant a une
famille de fonctions continues dans un domaine fermé et bornées
dans leur ensemble, on peut affirmer que cette famille est compacte
(Fréchet) ou normale (Montel), ¢’est-a-dire que de toute suite infinie
prélevée sur la famille, on peut extraire une suite qui converge uni-
formément vers une fonction continue (Ascoli). D’ailleurs, si une
suite de fonctions également continues converge vers une fonction.
limite, il faut que cette fonction soit continue et que la convergence
soit uniforme.

Soit maintenant une famille de fonctions, dont chacune est conti-
nue et bornée, mais non plus bornées dans leur ensemble. Si les
fonctions obtenues en divisant chacune des précédentes par la borne
supérieure de sa valeur absolue sont également continues, nous dirons
que les premieres possedent U'égale continuité relative [5, n]. Si
Pon a une suite partout non décroissante de fonctions, dont chacune
est bornée, et possédant I'égale continuité relative il n’y a que deux
cas possibles, ou bien la suite tend vers oo dans tout le domaine,
ou bien elle converge en un point et alors il existe une fonction con-
tinue limite vers laquelle les fonctions de la suite tendent uniformé-
ment.

18. Cas des fonctions harmoniques. — Osgood [32] et P. Mon-
tel [28,a| ont noté que des fonctions harmoniques dans un domaine
ouvert D et inférieures en valeur absolue a un certain nombre I
sont également continues dans tout D fermé intérieur a D. Cela
résulte immédiatement de la formule (3). On en tire en outre, dans
les mémes conditions, 1’égale continuité relative de fonctions harmo-
niques positives dans D. D’ou les théorémes suivants :

1° Si une suite de fonctions harmoniques dans D et bornées dans
leur ensemble convergé dans D vers une fonction limite, la conver-
gence estuniforme dans tout D' intérieur & D; si D" est pris sphé-
rique, chaque fonction de la suite y équivaut & son intégrale de Pois-
son, et en vertu de la convergence uniforme, la fonction limite est
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aussi donnée par son intégrale de Poisson dans toute sphére intérieure
a D : elle est donc harmonique.

2° Une suite de fonctions harmoniques dans D, bornées dans leur
cnsemble, converge dans D vers une fonction harmonique, pourvu
qu’elle converge en une infinité de points de D ayant un point O
ulira-limite intérieur & D, ce qui veut dire qu'a l'intérieur d'un
cone droit de sommet O, tout aulre cone droit de sommet O contient
des points de convergence. La démonstralion s’appuie sur cc qu'on
point ultra-limite de l'ensemble sur lequel une fonction harmo-
nique U s’annule est nécessairement singulier pour la fonction U ('),
et emprunte le raisonnement qui établit le théoréme de Vitali-Porter,
affirmant la convergence dans D d’une suite de fonctions holo-
morphes également bornées, lorsqu’elle est supposée sur un cnsemble
ayaut un point limite intérieur a D.

3° Une suite non décroissante de fonctions harmoniques dans D,
qui converge en un point de D, tend vers une fonction harmonique
dans D. Cest le théoréeme de Harnack.

Dans tous ces énoncés, la convergence (uniforme dans tout D') a
lieu non seulement pour les fonctions de la suite vers la fonction
harmonique limite, mais encore pour les dérivées de tout ordre des
premiéres vers les dérivées correspondantes de la fonction limite.
Car, on peut limiter les dérivées d’une fonction harmonique sur unc
sphére a 'aide des valeurs prises par la fonction sur celle sphére. Si
ces valeurs tendent vers zéro, il en est de méme des dérivées.

19. Lemme et critére de S. Zaremba. — 1° Si U est harmonique,
dans D ouvert, sa valeur en un point P de D satisfait a I'inégalité

[U(P)] £+ {"\ [U"dm

ot R est la plus courte distance de P a la frontiere de D. Cela

(') On peul encore dire que deux fonciions harmoniques dans un domaine nc
peuvent prendre les mémes valeurs sur un cnsemble de points admettant un point
altra-limite & I'intérieur de ce domaine sans coincider dans la totalité du domaine.
Cet énoncé met en évilence la monogénéité harmonique ct peut dailleurs <'¢labliv
sans emprunt 3 la théorie des fonclions analytiques. Nous avons introduit la notion
de poinc ultra limite dans un enscignement donné & P'Universit¢ de Cracovie sur ces
«uestions (octobre-décembre 1925).
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résulte de la formule d’invariance par médiation spatiale (dont on
majore l'intégrale en I'¢tendant a D) et de linégalit¢ classique de
Schwarz.

2° Soit, dans D ouvert, une séric de fonctions harmoniques
U +Us+ . 4+Up + ... elle converge uniformément dans tout
D’ intérieur a D, pourvu qu’a tout ¢ positif, on puisse faire corres-
pondre un entier m tel que 72 m entraine quel que soit p

f[U,H - Ujpaben ot Uppltdo <.
“'p
Plus bri¢vement, la convergence en moyenne dans D entraine la
convergence pure et simple. On peut noter que la convergence en
moyenne d’une suite dc fonctions de carré sommable vers une fonc-
tion de carré¢ sommable entraine la convergence pure et simple de la
suite des médiantes spatiales vers la médiante de la fonction ». Le
résultat de S. Zaremba (60, £) est un cas particulier de ce théoréme.

VI. — TRANSFORMATION DU LAPLACIEN.
LLQUATIONS SOLIDAIRES DE 1'EQUATION DE LAPLACE.

20. Forme générale du laplacien. — Passons des coordonnées
cartésiennes z,, &y, . .., £, a des coordonnées quelconquesyy, . . ., ¥a,
définies par des relations au moins localement réversibles

=Sz oy o) (i=1,2, ..., n).

[’¢élément linéaire s'exprimera par une forme quadratique

dx}—+...+ dxr} =2 g¥ dy; dyr
ik
dont les coefficients sont fonctions des 3. Soit g le déterminant des
g%, appelous gy le quotient par g du mineur de g* dans ce déter-
minant. Le laplacien cst donné par

n
N0 [ =(. U o JU
= B [F (e s )|

=1

et celte expression est valable non seulement pour I'espace euclidien .

a n dimensions, mais encore pour des multiplicités a n dimensions
tracées dans un espacc euclidien d’'un nombre de dimensions supé-
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rieur & n. On peut en effet, pour de telles variétés considérer des
champs scalaires et des champs vectoriels tangents, et généraliser les
notions de gradient et de divergence, qui obéissent aux relations
intégrales rencontrées a leur endroit en géométrie euclidienne (ces
relations sont indépendantes dela métrique de la variété). Les calculs
ainsi effectués dépendent exclusivement de I'élément linéaire de la
variété, qu'on peut considérer tn absiracto, sans souci d’un espace
euclidien la contenant (point de vue de Riemann). On peut donc,
avec Beltrami, définir un paramétre différentiel du second ordre, qui
se réduit au laplacien dans P'espace cuclidien et qui se calcule au
moyen de (21). Ce laplacien plus général est encore la divergence
du gradient.

Dans le cas particulier ou les multiplicités y, = a, sont les trajec-
toires orthogonales des lignes y, = a,, .. ., JY'n =ay, on peut écrire

dst =~ dy? + ds",

ds'? désignant un élément linéaire dy,y ooy c'ly,, dont les coefficients
dépendent, non seulement de jyy, ..., y,, mais aussi de 1. Dési-
gnons par des lettres accentuées les opérateurs relatifs a as’2 qui, a
cela prés, seront représentés par les mémes notations que les opéra-
teurs analogues relatifs & ds. Nous aurons, en cherchant le flux sor-

—
tant de grad U, a travers le volume compris entre deux multiplicités
Y1 = «, trésrapprochées, et intéricur a un tube de trajectoires ortho-
gonales

—_ ey
(22) U= Ldiv (7 gradv) + L 2 <\/g ﬂ)-

e Nl s
Plus particuliérement, siles y, = a,, ... y)'n=u, sont des géodé-
siques orthogonales aux multiplicités paralléles ), = @,, on a vY=1
et
o d [/ -, 09U\
23 AU=A’U+—_—-( .
(23) A dy.)

Par exemple, dans I'espace euclidien, en coordonnées sphériques,
ona .
ds?= dr?+ r? de2,

ds* étant I'élément linéaire de la sphére unitaire. Soient, pour cette
spheére, 5, le parameétre de Beltrami et " la valeur de g', en vertu de
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I’homogénéité

AU= 25, (E= e,

et comme ¥’ est indépendant de r, il vient finalement

, __Si] n—1 dU 0ty
(24) AU = "’+—r—57'-+-7r?

Dans le cas de n = 2, 'expression (21) montre que si I'on passe
d'un élément linéaire ds? & un élément linéaire % ds? (surfaces se
correspondant avec conservation des angles), AU se transforme en
AU : . Donc aux fonctions harmoniques correspondent des fonctions
harmoniques. Pour I'étude de la représentation conforme, nous
renverrons au fascicule correspondant du Mémorial (P. Montel),
aux «uvres de Schwarz (NII) et aux importants travaux de P. Mon-
tel |28,d ], G. Lery |22 ter|et H. Villat [55,a, b].

Signalons aussi que l'attention des géométres s’est portée sur les
cas ou I'équation AU = o, écrite sous la forme (22), admet des solu-
tions de la forme Y, « ()5, ..., 1), en désignant par Y, une fonc-
tion de ),y seul. Ce point de vue a donné naissance a I'étude détaillée
de classes intéressantes de fonctions harmoniques :

1° Fonctions qui en coordonnées cylindriques r, 9, s(casden = 3)
sont de la forme e*- o (7)cos mh ; on est ainsi conduit aux fonctions
de Bessel;

2° IFonctions sphériques, c'est-i-dire polynomes harmoniques
homogénes [dela forme 7Y (p) ou p désigne un point de la sphére
unitaire | ;

3° Fonctions de Lamé, obtenues en prenant pour surfaces de
coordonnées des quadriques homofocales.

Ces questions seront étudiées dans des fascicules spéciaux. Le
fascicule \ du Mémorial (P. Humbert) donne la théorie des fonctions
de Lamé et de Mathieu.

91. Equations solidaires de I’équation de Laplace. — Les consi-
dérations qui précédent montrent qu'il est impossible de séparer
I'équation des potentiels de certaines équations du lype elliptique,
vérifiées par la fonction u ()=, ..., )7») dans la recherche de solu-
tions de la forme Y, « (lorsquelles existent). Mais il y a plus et 'on est
amené a faire intervenir dans la théorie des fonctions harmoniques
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certaines équations intégro-différentielles. Reprenons par exemple
les multiplicités 3, = @, orthogonales aux lignes yy=a,, ..., y.=an,.
Prenons un tube de ces lignes et une fonction harmonique dans ce
tube (ou au moins dans une portion telle que a) <y, < a}) s'annu-
lant sur la paroi latérale du tube. D’aprés (22) I'équation de
Laplace s’écrit encore
— > 1 Jd " dU
div'(yygrad'U) + \/—El (m<\ g_? E) = 0.

Le premier terme est un opérateur idenlique & son adjoint. Soit
Gu(y 1) la fonction de Green correspondante, positive et symétrique
en M et P, pour une section Q' de notre tube (les notations M, P
désignent deux trajectoires particuliéres des multiplicités 31, = const. ;
en fixant »,, nous avons une section déterminée). Cette fonction de
Green représente la température d’équilibre d’un conducteur réparti
dans la multiplicité )-, a l'intériear de la section précédente, sa
conductibilité en chaque point étant proportionnelle a \/']_', lorsque la
périphérie est portée au zéro et que P est le siege d’'une source uni-
taire. Dans ces conditions, il est clair que la fonction U considérée
vérifie I'équatign intégro-différentielle

I T 1 o9, /g JU , .
@ U =r5—s; S,I-TL [ﬁ 071(\/_ dy:)],.g‘{;(y‘)dg !
i & i

dont la liaison intime avec I'équation de Laplace entraine immédia-
tement cette conséquence : il y a une solution unique de (25) se
réduisant pour ), =« et )", = a a deux fonctions données up et uy.
Nous verrons le role important d’équations de cette forme ou d'équa-
tions analogues dans I'étude du principe de Picard [dans le cas de
n =3, la quantité (n — 3) S,_, doit étre remplacée par 2x].

VII. — CAs DE SIMPLIFICATION DFS EQUATIONS INTEGRO-DIFFERENTIELLES
SOLIDAIRES DE AU = 0. DOMAINES CONIQUES OU CYLINDRIQUES.

22. Cas des domaines cylindriques. — Revenons a l'espace eucli-
dien, supposons que les surfaces )y = const. soient des plans paralléles.
Un tube de trajectoires orthogonales est donc ici un domaine cylin-
drique. I’équation (25) prend la forme

1 Uy | ,
(26) UPV'>=(71”3,—5,:.L 7 Yndow,
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la section droitc Q' et G} étant maintenant indépendantes de y,. Il en
résulte que cette équation apparait comme la limite d’un systéme
différentiel linéaire & coefficients constants.

23. Considérations sur certains systémes différentiels linéaires. —
Le systéme en question est de la forme

d’u, d?uy
+

(27) wi=an g

(=112, ..., N),

ou les coefficients a4 sont positifs ct forment un tableau symétrique
par rapport a sa diagonale principale. Ce systéme définit, dans I'es-
pace a N dimensions, en fonction du temps y, les mouvements du
point (u,. ..., uy) de masse unité, dans un champ de forces dérivant
d’un champ scalaire du second degré f, dont les surfaces de niveau
J = c sont des ellipsoides ayant pour centre commun l'origine. Parmi
les directions principales communes a ces surfaces, qui sont aussi les
trajectoires rectilignes du probléme de dynamique, il y en a une et
une seule A, traversant la région ou tous les «, sont > o. Sur chacune
de ces trajectoires, 'abscisse du mobile a la forme Je® + pe—2r,
el Ay est la trajectoire rectiligne pour laquelle la constante positive .
est la plus petite. D’autre part, tout mouvement intégral de «(27)
s'oblient en composant, par addition géométrique les mouvements sur
les trajectoires rectilignes. Supposons quc le mobile s'éloigne indé-
finiment, de maniére que wy, ..., uy restent tous posistifs : on peut
alors affirmer ue A, est direction asymptotique de la trajec-
toire et que la distance du mobile & I'origine est de I'ordre de e®r.
Cette double affirmation constitue /e principe de Picard (') pour le
systéme (27). En outre, si 'on classe les directions principales sui-
vant les o croissants, et si 'on impose & la distance du mobile & I'ori-
gine de demeurer inférieure & une expression de la forme Kebfy,
avec a; < f < iy, On voit que la trajectoire admettra une direction
asymptotique qui sera 'une des i premiéres directions principales, et
en général celle qui correspond a la plus grande o; des constantes «
inférieures & 3. Remarquons enfin que chaque o est I'inverse de la

(*) 1 s’agit ici du principe de Picard sous la forme méme de l'auteur, qui en cas
de solution infiniment grande et positive fait connaitre la forme d’un systéme d'infi-
niment grands respectivement ¢équivalents aux infiniment grands dont Pensemble
constitue celte solution. Notre raisonnement suppose tous les a distincts.



26 GEORGES BOULIGAND.

longueur de l'axe correspondant de Dellipsoide f==1, et qu'unm
accroissement de chaque a@; entraine une dilatation d’ensemble de
cet €llipsoide : il entraine par la méme l'allongcment du grand axe,
donc une diminution de ,.

2%. Parallélisme entre I'équation (26) et le systéme précédent. —
Les propriétés de I'équation (26) sont celles du systéme (27), a la
substitution prés du dénombrable au fini : chaque direction princi-
pale est remplacée par une fonction fondamentale de I'équation inté-
grale

a? , '
(28) <Pl'=m£l,‘?m{l§dwm;

les ¢ forment une suite orthogonale qu'on peut rendre normale. A la
premiére constante caractéristique &> correspond une fonction fonda-
mentale o}’ partout positive (a Pexclusion des autres) : elle rem-
place A;. Toute fonction harmonique dans le cylindre et s’annulant
sur sa surface |c’est-a-dire toute solution de (26)] est développable en
série

©

(29) Fu(yn) =20‘”<}'n)%"
=1
absolument et uniformément convergente [5, a] ou les ¢ sont des

combinaisons linéaires de e*>'1 et e=%21 (). On a donc, en appelant A
et 7. deux conslantes,

(30) f Fio(y1)9i0 duwp = hetdi+ Ne-21,
Q

Soit Fp(y4) >0 pour 3y>a,; on a x>o. En outre [3, n], les
fonctions Fp () forment une famille (a un paramétre y,) de fonc-
tions du point P détenant dans Q' I'dgale continuité relative (*). 11

(') On peut en effet prouver que des fonctlions harmoniques et positives dans un
cylindre droit, continues sur sa surface el s’y annulant latéralement, possédent I'vgale
continuité relative dans chaque nouveau cylindre ayant pour bases deux sections
droites internes du premier. Cela posé. soit { &, | une=<uite de valeurs de y, en pro-
gression arithmétique. Dans les cylindresT, limités par les plans 3, =R, et ¥, = h 4y,
considérons les fonctions Fp(y,). En faisant coincider les T', avec un méme cylindre
droit T, nous avons une famille de fonctions harmoniques positives dans T, annu-
lant latéralement, donc possédant I’égale conlinuité relative dans le cylindre partiel

v de T provenant dans T, du cylindre v, limité par les plans 3, = Any; €L ¥, = Anyy.
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) . . .
s‘ensuit qu’en chaque point P, le produit e~%121Fy(y,) demeure au-
dessous d’une limite finie ('). Mais on a, en vertu de (29),

(31) . [u [Fp(paltd =3 [e0 ()],

=1

et d’aprés ce qui précede, la croissance du premier membre ne peut
I'emporter sur celle de e#121. 11 taut done que pour i>2, tous les
¢i()) manquent de terme en et*’1. On a par suite, en vertu des
hypothéses qui précédent,

(32) Fp(}'):)\eo‘i)iq){}.”—l—e,

¢ tendant uniformément vers zéro quand ) croit indéfiniment : on a
ainsi, sous forme localc, c’est-a-dire pour les y, positifs et trés grands,
le principe des singularités positives de Picard. Notons qu’en dilatant
Q', on diminue o, et par suite la puissance a donner a une source &
Pinfini vers les y, positifs pour lui permettre de lutter efficacement
contre le pouvoir réfrigérant de la fronti¢re portée au zéro.

La légitimité du développement (29) en série de fonctions fonda-
mentales a été établie pour la premiére fois par S. Zaremba [60, a"|;
elle a été généralisée par Hilbert et Schmidt, au point de vue de la
théorie des équations intégrales (voir II, Chap. 11, Sect. 1V).

25. Distinction des singularités. — Nous appellerons polaires celles
pour lesquelles les coefficients ¢ du développement ( 29), présentant
effectivement dcs termes en ¢t%01, sont en nombre fini, essenticlles,
les autres. Pour que F.(y,) présente une singularité polaire, il
Jaut et il suffit que la famille & un paramétre y, de fonc-
tions Fp(y)) du point P posséde Uégale continuité relative
dans Q'. Le seul point délicat cst de montrer que cetle condition
suffit : or, si elle est remplie, nous pouvons extraire de I'ensemble des
valeurs de y, une certaine suite de valeurs telle que la suite corres-

(') Sinon e~%1{y,) pourrait dépasser tout nombre donné. Donc Iintégrale
dans Q' de pp!"Fp(y,): () pourrait acquérir des valeurs arbitrairement petites,
et de méme, celle de Fp(y7,): 1 (y,), alors que cette fonction atteint nécessairement
dans Q' la valeur 1 : ce qui est en contradiction avec P’égale continuité des Fp:p.

[ Nous désignons ici par p.(y,) le maximum, pour y,, de F(y,)].
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pondante, ayant pour terme général
e (y)oh + () o4+ ..+ A (y)ef + ...

Vel P+ 1e )R+ ..o+ [eh (y)] + ...

tende uniformément vers une fonction limite ¥p, continue dans Q’,
s’annulant sur la frontiére de ce domaine, et telle que

(33) /L‘{i",dw':l.

o
Alors, cette fonction ¢, sera elle-méme représentable(') par un déve-
loppement procédant suivant les fonctions fondamentales ¢}, déve-
loppement dont les coeflicients seront les limites des suites telles que

ety )
VIieW(y )P+ ...+ [ (y)pP+ ...

Cela posé, si a partir d’une certaine valeur de I'indice, tous les ¢ ne
sont pas nuls, la rapidité de croissance du dénominateur 'emportera
sur celle de chaque numérateur, et tous les coefficients de p seront
nuls; or (33) exige que la somme des carrés de ces coefficients soit
égale a 1. D’ou une contradiction qui établit en définitive le résultat
annoncé.

26. Séparation des croissances. — Supposons que lon ait
2; < B < aiyy et que la fonction harmonique Fp(y,) vérifie unc iné-
galité du type : I'p(y)) < Kebri, on K désigne une constante posi-
tive (2). Alors, une singularité essentielle est impossible. En effet,
en vertu de (30), la somme des éléments négatifs de I'intégrale figu-
rant au premier membre prise en valeur absolue ne peut dépasser en
croissance ¢ : d’ou la méme propriété pour la somme des éléments
positifs et pour celle des éléments négatifs de U'intégrale de Iy (), ),
etaus-ide 'intégrale de I'; (37 ) 9, ce qui exige évidemment la dispa-
rition des infiniment grands dans les ¢'*', a partir de lavaleur & = i4-1.
On aura donc une singularité polaire, avec une parlie singualiére
réduite aux { premiers termes.

(*) En toute généralité, ce développement ne converge qu'en moyenne vers lafonc-
tion ¢p, mais cela n’introduit aucune difficulté.

(2) Il convient de noter, dans cette condition, 'absence de symboles de valcur
absolue.
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Nous avons supposé les «; distincts. Mais ’éventualité que certains
(]
d’entre eux s’égalisent laisse subsister, a des détails prés de forme, les

raisonnements précédents et leurs conclusions. D’ailleurs «, est tou-
jours distinct de a,.

27. Cas des domaines coniques. — La théorie s’étend a un domaine

conique [ 5, f] sans modification essentielle, car par le changement
de variables

-2
(34) r=ep, U=e.T?V
on obtient I'équation
s (n—a) ave
35 BVt y 2
( ) 2 4 092 ’

en désignant alors par g (m, p) la fonction de Green du domaine w,

section sphérique unitaire de notre domaine conique, relativement a
I'équation

—9\2

2V (n—2y

i V=o,

on obtient I'équation intégro-différentielle

36 I 0?2V,
(36) Vole) = riys [ et £ (mop)dus
- w

qui appartient au type précédemment étudié. On retrouve donc exac-
tement les mémes propriétés que dans le cas précédent :

1° Principe de Picard. — L’expression asymptotique des fonctions,
harmoniques et positives dans le céne, s'annulant sur sa surface,
quoique non bornées aux environs du sommet, est de la forme
Cr—%¢,(p) + ¢, en désignant par g, (p) la premiére fonction fonda-
mentale relative a g(m, p). L'exposant «, caractéristique de la
croissance de la température produite a U'intérieur du céne par une
source émissive placée en son sommet, lorsque la surface est au zéro,
s'accroit si 'on contracte la section droite sphérique.

2° Distinction des singularités polaires par Uégale continuité
relative des empreintes de la fonction sur les sections droites sphé-
riques successives.

3> Principe de la séparation des croissances. — Lorsque la sec-
tion droite est la totalité de la sphére (alors, plus de condition
- d’annulation), on retrouve les théorémes sur les fonctions harmo-.

2
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nigues uniformes autour d’un point singulier isolé. Les fonctions
fondamentales relatives & (36) sont ici les fonctions sphériques et le
développement procédant suivant ces fonclions est l'analogue du
développement de Laurent pour une fonction analytique uniforme
dans les mémes conditions. Ce fait, anciennement connu, a permis
par exemple a P. Appell de faire une théorie systématique des fone-
tions harmoniques uniformes et méromorphes, d’étendre a ces fonc-
tions le développement de Mittag-Leffler, et d’étudier notamment
celles qui sont périodiques, pour un certain réseau de parallélipi-
pédes [3, a, b, ¢]. De leur coté, P. Noaillon [31, «, b] et W. Stozek
[51] ont indiqué des résultats partiels, relatifs au principe de la sépa-
ration des croissances, donnée ici sous sa forme générale.

28. Fonctions de Green des domaines cylindriques ou coniques. —
Le méme ordre d’idées conduit a exprimer la fonction de Green d’un
cylindre indéfini par une intégrale de Fourier qui, dans le cas de
trois dimensions, s'écrit
(37) G(M,P):-}r " g(m,p;A2)coshy di,

— >
y désignant la projection de MP sur les génératrices, m, p les projec-
tions de M, P sur une section droite; g est la fonction de Green de
cette section pour l'équation A'U = A*U. Pour diverses généralisa-
tions, nous renvoyons a notre theése [3, a].

De méme, en posant OP = r ¢t OM =35, la fonction de Green d’un
domaine conique indéfini (bien déterminé par sa section droite sphé-
rique unitaire ¢) sera

‘—fﬂ (m -‘m)cos<x|oo">-dx
TE‘/E s g ’P: bs )

ou g(m,p;2?) est la fonction de Green de o pour I’équation

I
83V = (-+x2)v.
4
VIII. — GENERALISATION DES PRINCIPES RELATIFS AUX SINGULARITES.

CAS EXCEPTIONNELS.

29. Cas d’extension réguliére. — Soit un domaine de l’espace
a n dimensions, dont la frontiére admet, sauf peut-étre en un point O
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(ou subsiste un cone des tangentes), un champ continu de normales.
Soit une fonction harmonique dans ce domaine et s’annulant sur la
frontiére, bien que non bornée aux environs de O. Le changement de
variables (34) montre qu’elle satisfait al'équation (36) oa le domaine w
el par suite g(m,p) dépendent maintenant de 5. Il faut encore
étudier les solutions de cette équation lorsque p tend vers +oo. On
a un probléme limite de I'étude d’un systéme linéaire a coefficients
positifs, qui au lieu d’étre constants comme au n° 23, sont maintenant
fonctions de la variable indépendante (qui est ici g, a la place de y):
en considérant cette variable comme le temps, on est amené i une
étude asymptotique de mouvements, dans un champ linéaire dépen-
dant du temps, mais tendant, lorsque le temps croit indéfiniment,
vers un champ limite bien déterminé. La quadrique indicatrice (')
de ce champ limite est un ellipsoide : les directions A; de ses axes sont
précisément les directions asymplotiques des trajectoires, tandis que

1 . . o oge, .
les longueurs p des axes témoignent de la rapidité de croissance de
i

la distance du mobile a 'origine, en fonction du temps; si petit soite,
elle gst intermédiaire entre celle de ¢/%—%)¢ et celle de ef*+<'?, ce qu’on
peut exprimer en disant que o, esl un erposant caractéristique
[IX, t. IlI, chap. XIV] relatif a la direction asymptotique ;. Sidonc
les o, sont distincts, le principe de Picard s’applique encore au sys-
téme différentiel en question, ainsi que le principe de la séparation
des croissances : en se plagcant au point de vue qualitatif, on peut
dire que ce systéme a mémes propriétés asymptotiques que (27).

Ces considérations permettent de prévoir les propriétés des solu-
tions de I’équation intégro-différentielle : au point de vue qualitatif,
elles auront mémes propriétés asymptotiques que les solutions de
I’équation correspondante des domaines coniques, c’est-a-dire qu’on
pourra justifier [3, f] :

1° Le principe de Picard;

2° L’existence d'un systéme fondamental de solutions S,, orthogona-
lement wsymptotiques au moyen desquelles se développe la partie
singuliére de toute solution non bornée; la singularité pourra étre
essentielle, ou exceptionnellement, polaire (si sa partie non bornée

(') D'aprés les notations du n° 23, cette quadrique est celle qui définit 1'équa-
tion f=1.
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est formée d’un nombre fini des solutions S,,), ce qu’'on reconnaitra
en s’assurant de I'égale continuité relative;
3° Le principe de la séparation des croissances.

Le domaine conique qui intervient ici est naturellement celui que
délimite le cone des tangentes. Aux A; se substituent les fonctions
fondamentales de la section droite : a chacune d’elles, correspond
une S,, qui, dans une section infiniment voisine de O, tend a lui
devenir proportionnelle, tandis que la croissance de la fonction V
correspondante suivant le rayon vecteur est intermédiaire entre
e%—p et e@+)p, o? désignant la constante caractéristique du noyau
limite g (m, p) laquelle répond a la fonction fondamentale considérée.

30. Cas exceptionnels. — Nous bornant a ces indications sur ce
sujet, auquel sera consacré ailleurs un travail plus étendu, signalons
Iexistence de cas exceptionnels ou le princpe de Picard et le principe
de la séparation des croissances (d’ailleurs solidaires) tombent en
défaut. Soit le domaine compris entre deux sphéres tangentes inté-
rieurement en un point O (2 =3). Une fonction harmonique et posi-
tive dans ce domaine, s’annulant sur ces sphéres, mais non bornée
aux environs de O, n’y est nullement déterminée a un facteur constant
prés. Car, en prenant O comme pole d’inversion, on obtientle domaine
compris entre deux plans paralléles, par exemple définis par z = o
et z == (moyennant axes et unité convenables). On démontre que
toute fonction harmonique et positive dans ce domaine et s'annulant
sur deux plans extrémes a une expression de la forme

27
f ey ¢0s 0+2z sin adf(a),
[

f (@) étant quelque fonction non décroissante. Si I'on revient, par la
transformation de Lord Kelvin, aux deux sphéres tangentes, on a bien
le résultat annoncé [5, f].

Ce résultat tient a une fusion de croissances, qu'on met claire-
ment en évidence par cet autre exemple, trés voisin : on part d’un
prisme a section droite rectangulaire de cotés a, b, on prend'le
domaine infini délimité par ce prisme et une section droite de base;
le principe de Picard s’y applique, dans le champ des fonctions har-
moniques s’annulant sur la base et sur les faces, mais non bornées a
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Pinfini. Les constantes caractéristiques

— ﬂ’(-;i:j -+ g) (h, k entiers)
provenant d’'une méme valeur de % se fondent en une seule lorsque &
tend vers + o, c’est-a-dire lorsque, laissant fixes trois faces, on
éloigne indéfiniment la quatriéme. On s’explique ainsi la mise en
défaut, pour le domaine limite, du principe de Picard et du principe
de la séparation des croissanees. En supposant a ==, I'expression
générale des solutions positives est ici

T

2
sinxf sh(ycosa) sh(zsina) df(a).
)

Une étude plus compléte de ces exemples fait ressortir Ianalogie
qui existe entre les caractéres comparés de croissance des solutions
que T'on y rencontre et les caractéres analogues présentés par les
fonctions harmoniques dans un domaine, exception faite pour les
points d’un segment de droite intérieur & ce domaine, segment sur
lequel la fonction considérée peut devenir infinie. Ces deux ordres
de question présentent d’ailleurs un caractére commun : chacun d’eux
traduit les propriétés d’une équation intégro-différentielle, solidaire
de AU = o, laquelle emprunte un domuine d’intégralion variable
dont l'une des dimensions devient infiniment petite par rapport
aux autres (en nombre réduit a 'unité, dans le cas actuel n=23).
Pour chaque probléme, il y a ainsi une infinité d’équations intégro-
différentielles qui le traduisent, et qui correspondent aux divers choix
possibles des multiplicités y, = const. sur lesquelles on étudie les
empreintes successives de la fonction harmonique; mais, dans de
larges conditions, il est clair que la perte relative d’une dimension
par le champ d’extension est indépendante du choix particulier des
1= const. Il y a donc la une circonstance invariante, jouant dans la
théorie générale (encore mal connue) des équations intégro différen-
tielles solidaires de AU =0, un role essentiel : aussile rapprochement
qui vient d’étre fait dépasse-t-il en portée une simple analogie (*).

(') Pareillement, dans ’étude des fonctions harmoniques uniformes autour d’un
point singulier isolé, peut-on étudier les empreintes de la fonction sur des surfaces
fermées tendanl vers le point. Dans de larges condilions, I'égale continuité relative,
caractéristique des singularités polaires, aura lieu indépendamment des surfaces choi-
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IX. — PriNCIPE DE DIRICHLET.

31. Le prolongement fonctionnel. — Ainsi que nous I'avons dit
au n° 12, la méthode des équations intégrales devient insuffisante dés
qu'il s’agit d’étudier le probléme de Dirichlet pour des domaines dont
la frontiére est affranchie d'un certain nombre de conditions, qui sont
au fond de pure commodité. Ces équations introduisent des difficultés
accessoires qui masquent le véritable aspect de la question.

Pour étudier le principe de Dirichlet, il y a avantage a adopter le
point de vue de I'analyse fonctionnelle. Soit un domaine ouvert Q,
tout entier a distance finic. Soit X la frontiére de Q, laquelle est un
ensemble fermé et comprenant, pour le moins, un continu externe.
Sur X est donnée une fonction continue f(Q). La solution du pro-
bléme de Dirichlet dépend alors & la fois de la frontiére X et de la
fonction f(Q). Cette solution est définie dans des cas déja généraux
et il s'agit de I'étendre a tous les cas possibles, au moyen d’un pro-
longement fonctionnel par continuité.

32. La méthode des réseaux de Philipp’s et Wiener. — Il y a
tout avantage a rendre la théorie autonome et notamment a la libérer
de propositions sur les équations intégrales, sousvent citées, rarement
bien connues. Pour cela on peut, avec Philipp’s et Wiener [36], etala
suite des recherchesanaloguesdeJ. Le Roux dans le cas du plan (22 b4s),
utiliser la méthode des réseaux cubiques qui substitue  'équation de
Laplace I’équation aux différences finies des fonctions préharmo-
niques, c’est-a-dire des fonctions, exclusivement définies aux nceuds
du réseau, et dont la valeur en chaque neeud, en vertu de I’équation
précédente, est la moyenne arithmétique des valeurs en chacun des
six neeuds (cas de n = 3) les plus proches. Soit A un domaine poly-
cubique, c’est-a-dire fourni par juxtaposition de cubes du réseau.
Le préprobléme de Dirichlet consiste & trouver une fonction pré-
harmonique, définie aux nceeuds intérieurs de A. connaissant ses
valeurs aux neceuds périphériques. C'est un probléme linéaire ayant

"autant d’équations quc d'inconnues et dont le déterminant ne peut
s'annuler (fait solidaire de la monotonie sur le réseau). Il a donc tou-
jours une solution et une seule.

sies. Nous touchons donc la a une propriété qualitative commune a toutes les équa~
tions intégro-difiérentielles possibles de ce probléme,
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Une méthode de passage & la limite permet alors de résoudre le
probleme de Dirichlet classique pour un domaine polycubique et
d’établir qu’il admet une solution et une seule.

33. Les cas d’impossibilité du probléme de Dirichlet au sens clas-
sique. — La locution : protléme de Dirichlet classique implique la
nécessité d'une distinction dont un exemple de H. Lebesgue [22, d]
a montré 'importance capitale. ,

Etant donné un domaine Q, de frontiére I, il n’existe pas toujours
une fonction F(P), harmonique dans Q, continue dans Q + ¥, et se
réduisant sur £a f(Q). Le probleme de Dirichlet classique n’étant
plus possible, il faut alors songer a le remplacer par un probléme de
Dirichlet généralisé, toujours soluble, et dont la solution soit celle du
probléme classique, dans les cas ou elle existe.

Voici I'exemple de H. Lebesgue : sur un segment de droite uni-
taire OA sont réparties des masses avec une densité égale a OM en
chaque point M. Pour C2 1, les surfaces équipotentielles V=C [ndus
appelons V (P) le potentiel ] ou mieux leurs méridiennes offrent en O
un rebroussement de tangente OA. Soit un domaine Q dont la fron-
ticre T aux environs de O est la surface V=2, puis, au dela d’une
certaine distance, est délerminée arbitrairement. Prenons pour
valeurs f(Q) sur X celles qu’y acquiert V(P) : nous aurons ainsi
JS(O)=12. Utilisons ce lemme de S. Zaremba [60, k] : une fonction
harmonique dans Q, continue dans Q +%X— 0 et sannulant
sur £ —O estidentiquement nulle si elle reste bornée (parce qu’in-
férieure en valeur absolue en chaque point P de Q a la solution du
probléme de Dirichlet extérieur a une sphére arbitrairement petite de
centre O et portant la valeur J1 de la borne). D’aprés ce lemme, le
probléme de Dirichlet au sens classique ne peut avoir de solu-
tion autre que V(P); mais cette fonction ne tend pas vers 2 quand
O tend vers P, il y a donc impossibilité. L’énoncé du probléeme de
Dirichlet est trop restrictif. Le prolongement fonctionnel va nous four-
nir une nouvelle forme assurant toujours l'existence d’une solution
attachée aux valeurs f(Q), solution qui, dans l'exemple cilé, sera

justement V(P).

34. Le théordme général de M. Norbert Wiener. — D’aprés un
lemme de H. Lebesgue [22, a], étant donné I'ensemble fermé %, on
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peut construire une §(P) continue dans tout I'espace et se réduisant
sur ¥ 4 une f(Q) continue donnée; on peut méme s'arranger de
maniére que 5 (P) soit monotone dans Q. Cela posé, P'existence de la
solution du probléme de Dirichlet général est assurée par le théoréme

suivant (') [58, a] :

Soit le domaine ouvert Q, a distance finie, de frontiére 3, et
soit donnée f(Q) continue sur T; formons une F(P) continue
dans Q4 3 et égale a f(Q) sur X (?). Considérons Q comme limite
d’une suite {Q;| de domaines (par exemple de domaines polycu-
biques, obtenus en considérant une suite de réseaux procédant d’un
réseau initial par subdivision binaire, et prenant les cubes de chaque
réseau intérieurs a Q) qui vont en se dilatant et pour lesquels le
probléme de Dirichlet classique est résoluble : soil Fi(P) la solu-
tion pour Qy, qui, sur sa frontiére 3y, acquiert mémes valeurs
que 3(P). La suite des fonctions harmoniques {F/f(P)} tend vers
une limite ¥(P), indépendante du choixz de § et des domaines
approchés; c’est justement la solution annoncée.

Le cas de f(Q) = o est immédiat et montre de suite que les pro-
priétés limites des {Fr] sont indépendantes du choix de F et des Q.
En outre, si ¥(P) est un polynome, on peut, d'aprés une remarque
de H. Poincar¢, le regarder comme la différence de deux polynomes
a laplacien 2 0. Chacun d’eux donne naissance i une suite {F4} crois-
sanle, pour laquelle I'existence et I'harmonicité de la limite découlent
du théoréme d’Harnack. Le théoréme étant vrai dans le champ des
fonctions F(P) qui sont des polynomes est général, car dans ce
cham

If(Q)—f"(Q)| <e entraine |F/(P) —F" (P)| <e,
et d’autre part, d’aprés Weierstrass, on peut approcher uniformé-

ment, dans  + 3, d’une fonction continue quelconque par une suite
) ) q que p

de polynomes. C. Q. F. D.

(') L'idée d’ure fonction harmonique attachée a des valeurs S(Q) esttrésancienne,
Quiconque est familier avee ces questions la trouve en germe dans l'exposé de
H. Poincaré sur sa méthode du balayage [10-a], chez tous les géometres, qui, a la
suite d’Hilbert, se sont occupés du principe du minimum [14, 22 ]. Mais aucun de
ces auleurs n'd étudié celte solution généralisée pour elle-méme : le premier pas
décisif dans cette voic a ¢té mazistralement accompli par S. Zaremba ; son Lravail
principal sur ce sujet (60, ) avait été précédé par une Communication au Congreés
de Rome (1907) : elle marque une date dans I'histoire du principe de Dirichlet, au
méme titre que les travaux de H. Poincaré et de H. Lebesgue.

. (*) L’existence de fonctions § (1) résulte d’un théoréme de H. Lebesgue (22, a).
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33. Le théorsme de O. Perron et N. Wiener. — Nous dirons avec
O. Perron [34] que ¢(P), continue dans L, est une fonction supé-
rieure pour £(Q), si l’on a

Ap <o (dans Q) et limg(P)2f(Q) (sur 2);

ces hypothéses entrainent I’existence d’une 5"(P)< (P), d’out I'on.
déduit, par un raisonnement facile (comparaison des termes corres-
pondants de deux suites de Wiener),

(38) 2(P)ZF(P).

Posant la notion de fonction inférieure, on obtient des résultats
analogues. Mais (38) exprime que o — F est une fonction supérieure
pour f=o; une telle fonction peut étre rendue arbitrairement petite.
On a donc ce théoréme général établi par M. Norbert Wiener [58, d]
a la faveur des concepts précédents :

La solution du probléme de Dirichlet généralisé est la borne
inférieure des fonctions supéricures et la borne supérieure des
Sfonctions inférieures relatives a f(Q).

36. Propositions de premiére espéce, de seconde espéce. — Les
deux théorémes précédents ne supposent aucune hypothése complé-
mentaire sur 2. Nous dirons qu’ils sont de premiére espéce pour les
distinguer de théorémes mettant en relation avec ' (Q) les valeurs
limites de la solution F(P) du probléme de Dirichlet généralisé (théo-
rémes de seconde espéce). Pour comprendre que ces derniers exigent
des restrictions, il suffit de citer I’exemple d’'un domaine 2, constitué
par les points intérieurs a une sphére de centre O, moins ceux d’un
certain segment OA. Une fonction harmonique, attachée aux valeurs
f(Q) sur la sphére et f,{Q) sur OA coincide, quelle que soit f,(Q)
bornée, avec l'intégrale de Poisson formée avec f(Q). Il ne peut donc
exister de relation entre les propriétés limites, aux points de OA,
de F (D) et les valeurs £, (Q).

Nous dirons que OA est un ensemble impropre a porter efficace-
cement des données de Dirichlet (physiquement : inapte a influencer
par les températures qu’il porte le milieu ambiant) ou briévement :
un ensemble impropre.



38 GEORGES BOULIGAND.

37. Les ensembles impropres sont ceux de capacité électrostatique
nulle. — Soient G(A, P) la fonction de Green de Q; o) 'ensemble
des points de T appartenant au domaine ouvert 3y tel que G(A,P)>);
¢ la limite des =), lorsque X tend vers zéro; o constitue la partie
impropre de la frontiére £. On montre aisément qu’elle seraimpropre
pour toute autre frontiére, ou mieux que, tout ensemble fermé o’
contenu dans & peut étre ajouté a la frontiére d’un domaine Q conte-
nant ¢/, de maniére que la solution du probl¢me de Dirichlet, dans le
champ des f bornées, soit la méme pour Q et Q@ — ¢’

Cela posé, on peut définir la solution du probléme de Dirichlet
extérieur, avee le degré de généralité du n® 34, pour chaque domaine
connexe Q' formé des points extérieurs a une sphére donnée S, et de
certains points non extérieurs. Soit ¥ I'cnsemble frontiére. Le cas de
données f(Q) positives sur ¥ se traite par 'intermédiaire du probléme
intérieur pour la partie de Q' intérieure a S, (données f sur I et o
sur Sy) et du théoréme d’Harnack ('). En particulier, se traite ainsi
le cas f=1, ou probléme généralisé de la couche en équilibre
sur X. La notion de capacité (?), acquise pour des classes étendues
de frontiéres X peut étre définie, par prolongement functionnel, pour
tout ensemble frontiére ¥ (donc, fermé) en notant que, dans les cas
déja étudiés, une modification de S qui exclut tout gain de point
pour &' ne pcut qu'augmenter la capacité de X.

On démontre alors ces théorémes trés étroitement liés : pour qu'un
ensemble soit impropre, il fuut et il suffit que sa capacité sott
nulle. En disposant sur un tel ensemble des masses positives, de
maniére que chaque sous ensemble du premier intérieur 4 une sphére
contienne une masse non nulle, le potentiel sera infini sur -cet
ensemble. Une fonction harmonique dans une certaine région, sauf
peut-étre sur un ensemble de points intérieurs ou elle se maintient
bornée, est harmonique dans toute cette région si cet ensemble est

(') Dans ce pas-age a la limite se manifeste la distinction du cas de n = 2 avec le
cas général n 22. On suppose que le rayon de S, croit indéfiniment.

(?) La recherche systématique des ensembles de capacité rulle est un probléme
difficile. La propriété en question est une propriété topologique restreinte, inva-
riante par les transformations ponctuelles conservant la rectificabilité. Cetie remarque
nous a amené a éludier ce probléme dans ses rapports avec la notion de nombre
dimensionnel d'un ensemble [5, m] déja définie antérieurement par F, Hausdorff
[16 &is]. — Du cas de f > o et du cas de f =1, on déduit facilement la solution du
probléme de Dirichlet extérieur pour f quelconque.
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de capacité nulle. Des cas particuliers de ce théoréme ont été indiqués
par H. Lebesgue [22, g].

Il est clair que le mode de continuité de la solution du probléme
de Dirichlet [3, j] est plus large que la continuité d’ordre zéro
signalée au n° 14 : la frontiére variée devra étre formée de points
infiniment rapprochés, soit de la frontiére initiale, soit d’ensembles
impropres.

38. Quelques théorémes de seconde espéce. — Soit le domaine Q
de frontiére X; soit o la partie impropre de S : il est préférable de poser
le probléme de Dirichlet pour le domaine Q + o de frontiére £ — ¢
(frontiére réduite). Moyennant cette précaution, on obtient les
théorémes suivants :

1° Il existe une fonction G(A, P) et une seule, telle que
I

w7 — G(A, P) soit harmonique et telle que la limite inférieure
de G en chaque point de la frontiére réduite soit nulle : c'est jus-
tement la fonction de Green. Le fait pour une suite { Py} tendant
vers un point frontiére de faire tendre G vers zéro est indepen-
dant du choix de A et assure aux F(Py) la limite f(Q).

2° S’il correspond & f(Q) une 3(P) telle que 'on ait dans tout
le domaine réduit A¥ <o, la limite supérieure de F (P) en chaque
point frontiére est f(Q), et cette propriété détermine univoque-
ment F(P). Résultat analogue si AFZo.

La démonstration de ces théorémes s’appuie sur la formule

I

f AF (M) G(M, P) duy,
Q—1

qui donne la solution du probléme de Dirichlet général dans un
champ étendu de F(P), contenant notamment les polynomes, ce qui
suffit pour passer a des F(P) continues quelconques.

39. Points réguliers, points irréguliers. — Pour qu'un point Q
de X soit régulier, il faut et il suffit, par définition, que F(P) tende
vers f(Q) pour chaque suite de points P de @ tendant vers Q. Donc
d’aprés le théoréme 1° du n° 38, il faut et il suffit que G(A, P)
tende vers zéro pour chacune de ces suites. De Q comme centre,
décrivons une sphére de rayon g, soit &, ’ensemble des points de Q
intérieurs a cette sphére; définissons pareillement 3, et soit 3 I'en-
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semble des points de  situés sur la sphére. La régularité ou lirré-
gularité en Q apparait, a la suite d’un raisonnement facile, comme la
décision d’un conflit entre la valeur 1 sur$ et la valeur o sur Ziily
aura régularité si la fonction H(P) harmonique dans €, attachée
a ces valeurs, tend vers zéro quand P tend vers Q. Il s’agit donc d’une
propriété locale. Pour que Q soit irrégulier, il est nécessaire que
Daire s et S, p" ' soient des infiniment pelits équicalents : on en
déduit que I limite supérieure en Q de H(P) est encore la valeur
limite de la moyenne de cetie fonction sur une sphére infiniment
petite de cenire Q (ou mieux sur 8). Voici une autre remarque :
soient deux domaines Q et Q' dont les frontiéres X et 3’ ont un point Q
commun et tels que, pour g < g,, le domaine partiel Q, soit formé
exclusivement de points de 2, : alors, si Q estrégulier pour ¥/, il P'est
pour X5 si Q est irrégulier pour X, il 'est pour ¥ (régularité ou
irrégularité a fortiort).

De ces propositions découle le théoréme suivant, de premiére
espeéce :

Soit un domaine Q de frontiére 3, et soit donnée f(Q) continue
sur Z. 1l existe une fonction et une seule F(P), harmonique et
bornée dans Q. et telle que, ¢ positif étant arbitrairement donné,
Pensemble des points Q de £, ot quelque valeur limite de f(P)
est extérieure a Uintervalle | f{Q)— ¢, f(Q) +¢] soit de capacité
nulle : ¥ (P) est précisément la solution du probléme de Dirichlet
généralisé ('),

On montre aussi que si £ est réduite, chaque point irrégulier est
limite de points réguliers; on remarque en outre que le continu
externe de X appartient toujours, en totalité, a la frontiére réduite.

40. Discrimination des points irréguliers. — D’importants résultats
ont été signalés par H. Lebesgue : dés 1go7, il a montré que dans le
plan, pour les domaines dont I'ordre de connexion est fini, il ne se
présente jamais de points irréguliers [22, a]. Si ’ordre de connexion
devient infini, certains points peuvent devenir irréguliers, et cela,
dans le cas ou une certaine série converge. La remarque de régula-

(') Pour la démon-tration de ce théoréme et de quelques autres, donnés pour la
premiére fois dans notre Cours d’hiver 1925 & 1'Université de Cracovie, nous ren-
voyons & un Mémoire, actuellement & l'impression, dans les Annales de la Société
mathe’mat,i?ue Polonaise, t. II1, p. 59 et suivantes,
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rité ou irrégularité a fortiori rend d’ailleurs intuitif le fait qu’il
existe une solidarité entre le caractére de chaque point de la frontiére
et celui d'une certaine série, convenablement formée. Une Lelle série
a été obtenue par Norbert Wiener [38, ] qui a démontré le théo-
réme suivant : soil & un nombre positif < i, soit y la capacité de
Uensemble des points non situés dans Q et dont la distance a Q
soit comprise entre Nk et Nk, Alors, Q est régulier ou irrégulier

sutvant que la série de terme général )\,UYT"_Z) diverge ou converge

(dans le cas de n = 2, on substitue la série 2* y4), en désignant cette
fois par yx la capacité de 'ensemble des points non situés dans £,
dont la distance a4 Q est comprise entre 12" et 22*"). De ce théoréme,
on déduit des conditions de régularité pour les frontiéres présentant
en Q une pointe (cas de n =23) : on étudie d’abord le cas d’une sur-
face de révolution (pointe sur 'axe) dont la méridienne a pour-équa-
tion polaire 4 = f(p), Q étant le pole, la fonction / étant croissante
et s'annulant pour g = 0; soit 0; la valeur de § pour p=">%. La série
caractéristique est alors celle de terme général — (1:loghs). On
passe de 1a & un corollaire permettant de reconnailre la régularité
dans des cas étendus : on procéde par comparaison entre deux pointes,
dont I'une est de révolution, I'autre quelconque. La régularité de la
premi‘re étant supposée acquise, celle de la seconde s’ensuivra si, en
désignant par 3, et 3, les aires qu’elles découpent sur une sphére de
rayon o, centrée en chaque pointe, on a toujours 3253, pour p assez
petit. On peutaussi étudier le cas ou la frontiére, au voisinage de Q,
affecte la forme d’une pointe en lame (de maniére que les points du
complémentaire de @ suffisamment voisins de Q soient des points
de 2). Si la lame est plane etadmet un axe de symétrie passant par Q,
son profil, en tournant autour de cet axe, engendrerait une pointe de
révolution : le caractére de Q estle méme pour la pointe en lame et
pour la pointe de révolution. Dans le méme ordre d’idées : soit Q un
point de la frontiére T, et soit en Q une pointe de révolution
empruntée & une autre frontiére &'. Comparons I'ensemble des points
de T et celui des points de ¥’ dont la distance & Q est comprise entre
p et p’. Si Q est régulier sur ¥’ etsi la projection orthogonale du pre-
mier ensemble sur un certain plan a toujours sa mesure superficielle
supérieure a celle du second (pour et p' assez pelits), le point Q est
aussi régulier pour 2.
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Ces théorémes englobent des critéres de régularité déja trés géné-
raux antérieurement proposés, et notamment ceux de H. Lebesgue
[22, b]. Enfin, N. Wiener a complété les résultats précédents en

.

reprenant, a ce point de vue général, un remarquable exemple de
O.-D. Kellog [19, e] : il s’agit de la résolution du probléme de
Dirichlet, dans le plan, pour un domaine obtenu en enlevant du
cercle x2+ y2= 4 les points appartenant & un ensemble triadique,
construit sur le segment de base (— 1, +1) de 'axe 2’ x par subdivi-
sion ternaire indéfinie et ablation de la partie médiane de chaque
segment divisé. L'auteur cité avait établi directement que tous les
points d’un tel ensemble sont réguliers.

41. Méthode de Linversion.— Pour qu’un point Q soit irrégulier,
il faut et il suffit que la limite supérieure de G(M, P) ne soit pas nulle
lorsque P tend vers Q : cette limite G(M, Q) est une fonction har-
monique de M, attachée a la valeur zéro sur I, non bornée autour
de Q, mais inférieure a la solution élémentaire. En faisant une inver-
sion de pole Q, on obtient donc un domaine infini capable d’une
fonction harmonique bornée et non nulle, attachée a la valeur zéro en
chaque point a distance finie de la frontiére. Un tel domaine sera dit
exceptionnel (D. E.) par opposition aux domaines infinis ot la con-
dition imposée a une fonction harmonique, attachée a zéro sur la
frontiére, de demeurer hornée entraine son annulation identique : ces
derniers seront appelés domaines normauz (D.N.). Aune inversion
prés, la distinction enlre points réguliers et irréguliers équivaut donc
a la distincuon : D. E.; D. N. [5, b, /, ]. D’aprés quoi, pour avoir
un D. E.,il faut que I'aire de I'ensemble des points du domaine situés
sur une sphére de centre fixe et de rayon infiniment grand soil équi-
valente a son aire totale. Une fonction harmonique bornée dans
un D. E., attachée a zéro sur sa frontiére, est déterminée a un facteur
constant prés : en emplissant le complémentaire du domaine de
matiére conductrice de l'électricité, la fonction précédente exprime
la différence de potentiel entre un point de I'espace ambiant et ce
systéme de conducteurs en équilibre. Pour les D. E., cette différence
de potentiel reste bornée; pour les D. N., elle acquiert toute valeur
positive : en réalité, le potentiel d’équilibre est alors infini, bien que
la différence de potentiel ait un sens (circonslance que I'on rencontre
en étudiant 'équilibre sur un conducteur cylindrique indéfini et de
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révolution pour n = 3) : cette fonction sera déterminée, a un facteur
constant prés, en vertu du principe de Picard, dont l'exactitude est
indispensable pour permetire de généraliser le probleme de I'équi-
libre électrique a des systémes de conducteurs s’étendant indéfi-
niment.

Cela posé, considérons dans 'espace a n dimensions une répartition
de masses positives sur un ensemble de capacité nulle E, qui s’étend
a l'infini, et tel que la dilférence de potenticl entre deux points soit
convergente. On peut définir, par rapport a chaque surface équipo-
tentielle, une région extérieure ne contenant aucun point de E. Cela
posé, pour que cette région soit un D. E., il faut et il suffit que le
potentiel soit convergent. Cette simple remarque nous a permis, en
opérant par comparaison de frontiéres, d’obtenir des critéres de régu-
larité offrant le méme degré de généralité que ceux du numéro pré-
cédent [5, {].

42. Autres résultats. — Pour obtenir la solution du probléme de
Dirichlet, on peut, lorsqu’elle existe au sens classique, opérer avec
H. Lebesgue [22, b) de la maniére suivante : on forme une §(P)
continue dans & + X el égale a f(Q) sur 2. A chaque point P de £,
on fait correspondre la sphére ayant ce point pour centre et pour
rayon la plus courte distance de P a Z. Cela fait, on prend la médiante
spatiale de J(P), soit F, (P), puis la médiante spatiale de cette nou-
velle fonction, et ainsi de suite. Dans les conditions indiquées, on
démontre que ces médiantes successives convergent vers la solution
du probléme de Dirichlet. On prouve aussi par la qu’une fonction
invariante par médiation spatiale, dans un cas ou celte invariance n’a
lieu que pour une sphére bien déterminée centrée en chaque point,
est harmonique au moins dans les conditions indiquées. Sur ce sujet,
on pourra consulter également un travail de M. Volterra [36].

43. Cas de données f(Q) discontinues. — L’hypothése d’une dis-
tribution f(Q) discontinue a donné lieu & des travaux nombreux dans
le cas du cercle et de la sphére [11, 12, 18, 37]. Dans le cas d'un
domaine quelconque 2, des résultats importants ont été obtenus par
G. C. Evans [10, 6] et N. Wiener [58, c], qui ont utilis¢, pour
expression de la solution, V'intégrale de Daniell [9, 6]. Nous nous
bornerons ici a faire observer, avec N. Wiener [58, d] qu’en général
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la borne inférieure des fonctions supérieures relatives a f(Q) et la
borne supéricure des fonctions inférieures ne coincident plus.
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t. 24, 1897, p. 251-258).

a'. Sur I'équation Au | fu + f=o0et sur les fonctions harmoniques
[Ann. Ec. Norm. sup., t. 26, 1899, p. 427-464 ()].

a’. Sur le développement d'unc fonction arbitraire en une série pro-
cédant suivant les fonctions harmoniques [Journ. Math. pures et appl.,
t. 6, 1900. p. 47-,2 (!)].

b. Sur les fonctions fondamentales (Bull. Ac. Se. Cracovie, 190I1).

c. Sur équation de Laplace et les méthodes de Neumann et de Robin
(Ibid., 4 mars 1901, p. 171-189).

d. Cas ou les fonctions fondamentales de Poincaré se réduisent a celles
de Le Roy ou de Stekloff (Ibid., 7 janvier 1902, p. 35-43).

e. Sur les méthodes de la moyenne arithmétique de Neumann et de
Robin dans le cas d'une frontiére non connexe (Ibid., 13 octobre 1902,
p. 457-488).

f- Les fonctions fondamentales de Poincaré et la méthode de Neumann
pour une frontiére composée de polygones curvilignes (J. Math. pures et
appl., t. 10, 1904, p. 395-444).

g Sur la fonction de Green et quelques unes de ses applications (Bull.
Crac., 5 novembre 1906, p. 803-864).

h. 1’équation biharmonique et une classe remarquable de fonctions
fondamentales harmoniques (Ibid., 5 mars 1907, p. 148-196).

i. Sur lintégration de 'équation biharmonique (Ibid., 7 janvier 1908,
p. 1-29).

j- Sur le calcul numérique des fonctions demandées dans le probléeme
de Dirichlet et le prohléme hydrodynamique (Ibid., 1°f février 1909,
p. 125-195).

k. SurTunicité de la solution du probléme de Dirichlet (Ibid., 5 avril rgog,
p. 561-564).

l. Sur le principe du minimum (Ibid., 5 juillet 1909, p. 197-264).

m. Sur un probléme mixte relatif a I'équation de Laplace (Ibid., 4 juil-
let 1910, p. 313-344).

(') Dans les Mémoires 60 (a’ el a”) I'épithéte d’harmonique équivaut a « fon-
damentale », désormais usitée.
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