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FONCTIONS DE LAME

ET

FONCTIONS DE MATHIEU

Par M. Pierre HUMBERT,

Professeur 4 la Faculté des Sciences de I'Université de Montpellier.

——— g ——

AVANT-PROPOS.

Je n’ai cherché, dans ce fascicule, qu'a exposer briévement les
propriétés fondamentales des fonctions de Lamé et de Mathieu, ren-
voyant parfois le lecteur a des ouvrages plus complets, pour certaines
démonstrations trop longues ou délicales. On ne trouvera pas ici de
théoric générale des équations a quatre singularités, ni méme des
équalions a coefficients périodiques ou doublement périodiques; de
telles études auraient grandement dépassé mon but. Jespére néan-
moins avoir résumé ou indiqué d'un mot tout ce que I'on connait
d’important sur les cas particuliers considérés. Je n’ai pas craint
d’insister sur les généralisations des foncticns étudiées : c’est vers
elles en effet que peuvent surtout se tourner a présent les chercheurs.

En ce qui concerne les fonctions de Mathieu, il m’edt été impos-
sible d’en faire un exposé complet sans les nombreux renseignements
que m’ont aimablement communiqués mes amis et correspondants
britanniques, a qui j'adresse mes remerciements : en premier lieu,
M. Whittaker, mon ancien professeur a I'Université d’Edimbourg,
le pére de la théorie moderne des fonctions du cylindre elliptique;
puis MM. E. Lindsay Ince, de I'Université de Liverpool, et E. G. C.
Poole, d’Oxford.

Le travail aride de la bibliographie m’a été rendu facile par la
collaboration d’un de mes étudiants de Montpellier, M. Jean Becqué;
je suis heureux de I'en remercier ici.
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x x
Peu de points restent a ’heure actuelle obscurs, dans la théorie des
équations différentielles du type fuchsien, admettant trois singula-
rilés réguliéres, c’est-a-dirc se rattachant a la fonction I> de Ricmann
et a ses conflucnces. On ne saurait en dire autant des équations du
méme type a quatre singularités. La forme la plus simple a laquelle
on puisse réduire ces équations est la suivante, indiquée par Karl

Heun (1) :

L(x—1(x—a)y"+|[(z+B+1)2?— (a+L+ay+ad+1)x +uv]y
+afl(xr—q)y =o,

les points singuliers élant o, 1, @ et o, avec les exposants respeclifs
0, 1—v;0,1—8;0,v+oc—a—f;0a, 3.

On désigne par ¥ (a, ¢; a, B, 7, 5; ) Pintégrale réguliére au voisi-
nage de l'origine, et correspondant & 'exposant zéro. De cette équa-
tion générale, 'équation de Lamé est un cas particulier; celle de
Mathieu un cas de confluence. Ce sont les seules de ce type dont les
solutions aient fait I'objet d’études poussées. L'intérét de ces deux
¢quations spéciales provient du fait qu’on les rencontre, comme nous
le verrons, dans d’assez nombreuses applications, en particulier dans
des probléemes de potentiel, point qui les rapproche des équations du
type hypergéométrique.

La curieuse remarque suivante a d’ailleurs été faite par Klein (79)
et Bocher (80) que toutes les fonctions jouant un réle en Physique
mathématique satisfont a I'une ou a l'autre des équations différen-
tielles que I'on obtient par confluence a partir de I'équation la plus
générale a cing singularités. Désignons en effet par «,, ..., a; les
cing points singuliers, et faisons-les confluer de toutes les maniéres
possibles : nous obtenons des équations & quatre singularités ou
moins, dont nous indiquons ci-dessous les noms et les applications.

1° @, = a;. Equation de Lamé (fonctions de Laplace pour Uellip-
soide);

2° a3=a,=a;. Equalion de Mathicu (fonctions du cylindre
elliptique);

3° ar=as; a;= a;. Equalion de Riemann-Gauss (fonctions
sphériques, coniques, toroidales);
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fay=a,=a,=a,. Equalion de ITeber (forictions du cylindre
parabolique);
3° ay=aq,, ay=a;=d«;. E([ualion de Bessel (fonctions du
cylindre circulaire);
CCay=dr=a,=a,= a;. Equalion de Stoles (qui se raméne au
cas précédent).

Divers fascicules du Mémorial sont consacrés a I’étude des fonc-
tions satisfaisant aux équations des quatre derniers types; nous consi-
dérons dans celui-ci les fonctions de Lamé et de Mathieu.

FONCTIONS DE LAME.

Historique de la question. — Introduites par Gabriel Lamé (51) a
propos de la distribution de la chaleur dans un ellipsoide homogeéne,
les fonctions auxquelles on a dés lors donné le nom de Lamé ont
fait I'objet d’un grand nombre d'études. Celles de Liouville et de
Heine, indépendantes, mais simultanées, sont les premiéres en date
et comptent parmi les plus importantes. Viennent ensuite les belles
recherches de Charles Hermite, continuées par divers auteurs, sur
I'intégration de I'équation différenticlle a laquelle satisfont ces fonc-
tions. Plus prés de nous se placent deux groupes distincts de travaux
considérables : I. Klein et ses éléves généralisent les fonctions de
Lamé et les envisagent d'une fagon trés nouvelle; Poincaré, Lia-
pounov et leurs disciples perfectionnent la théorie en vue de son
application au probléme de I'équilibre d'un fluide tournant. Enfin
M. Whittaker a récemment rattaché les fonctions de Lamé aux équa-
tions intégrales.

Divers ouvrages généraux font une large place au sujet qui nous
occupe : celui de Todhunter (3), clair mais élémentaire, et celui de
Heine (4), trop touffu, ne sont plus a jour. On trouvera I'étude com-
pléte de I'équation différentielle de Lamé dans Forsyth (2) ou dans
Halphen (33), I'exposition des principales propriétés des fonctions
dans les traités sur les figures d’équilibre d’un fluide, de Poincaré (6)
ou de M. Appell (8). Nous pourrons donc, dans ce qui suit, étre
assez bref sur certaines démonstrations, qu'on lira ailleurs aisément.

Coordonnées elliptiques. Equation de Lamé. — Nous introduirons



3

4 PIERRE HUMBERT.

I'équation de Lamé en écrivant I'équation de Laplace en coordonnées
elliptiques. Soit’un systéme de quadriques homofocales représentées
par I'équation

)

xr? IR 2

e

<

)\2;_ b2 + 2 — 2

I,

et soient ¢, u, v les trois coordonnées elliptiques d’un point de I'es-
pace, c’est-a-dire les trois valeurs de ). définissant les trois quadriques
du systéme, passant par ce point. Nous supposerons

A » P P P

cv<b<p<a<ae.

On fait souvent ¢ = o ; les formules obtenues sont plus simples, mais
moins symétriques.

Les coordonnées cartésiennes du point considéré sont alors expri-
mées par

I=‘/(P2_az) (1t — a?) (\,2_(1'2),
V(a2 — b2) (a2 — ¢?)

o) ‘}/=‘/(\o'—’—[)'f)ilp'-'-—bz)(‘/2—[12),

Vbt —az) (62— c?)

\'/(.02'—62) (p2—c2) (v:—c?)
‘/(c'l—a?)(c?—b!)

5 =

On sait d’autre part que si I'élément linéaire
ds? = dx? + dy? + dz?
s’écrit, avec les variables o, 11, v,
ds? = N2dlo? + B2dp? 4 C2dv2,
I'équation de. Laplace

_ oV v gV

AV = —_ —_— =0
dx? dy2 * o

prend, avec les mémes variables, la forme

(%) ) 0 /BCaV +i C"\f)l>+£_ ABoVY
s da\ '\ 95 ()y.(leu. m»\T »m) T

Dans nolre cas, les coefficients du «/s? étant

o Ppt— gt (v 3 B = cr—..
A'Yﬁ~ﬂﬂﬁ—mﬂﬁ~ﬁf U o
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on formera aisément 1'équation de Laplace. Cherchons-en une solu-
tion qui soit un produit d’une fonction de g seul par une fonction
de w seul et par une fonction de v seul, soit

R(s) M () Niv.
L'équation (2) devient

=0

10 (BCdR
R (p) 97 (Td_> -

’

ou, remplacant A, B, C par leur valeur,

Vigt—a?)g2—0?) (c2—c?)

(=2 oK _
ot —az b2 (e — o2
d | Vigt—a?) (p?—0?) (g2—c?) dR o,
d P dy

les deux termes non écrits étant semblables au premier, toutes per-
mulations effectuées. Nous écrirons, symboliquement, le signe de
sommation ayant une signification évidente,

: O e ey V(R a?) (22— b2) (pP— c?)
o 3 =
dp e &

D’autre part, H et /& étant des constantes arbitraires, on a identi-
quement
ZIL((H—V’):O,

Eﬂpz(pz—\ﬂ):o.

L’équation (3) pourra donc s’écrire

2 — @2 2__ )2 FRp)
ng_v,)[\/ﬁ') “)(PPR ) (p*—e?)

o i<‘/(92_—a2) (p2—0?) (p2—¢?) flE>+H:2+It]=0-
dp P dg l :

Elle sera vérifiée si nous annulons séparément les trois quantités
entre crochets; chacune d’elles d’ailleurs ne dépend que d’une seule
variable. On aura ainsi trois équations différentielles, la premiére
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entre R et p,

V=) =) (=)
]

o 4 [s/( ot—a?) (p2—6?) (p’—c?) rﬁJ
dp P dp

(3)

+ (H324-h)R = o,

les deux aultres, soit entre M et u, soit entre N et v, étant de forme
tout a fait semblable. Une fonction harmonique en coordonnées
elliptiques sera alors le produit RMN, R, M et N définis par les équa-
tions en question.

Cherchons si ce produit peut étre un polynome en x, y, 5. Il est
évident, d’aprés la forme méme des équations (1) du changement de
coordonnées, que R (g) devra étre, soit un polynome entier en g2,
soit un tel polynome multiplié par une ou plusieurs des trois quan-
tités \/p? — a2, \/p2— b%,\/o*— c*; M et N s’en déduisant alors par
simples permutations. C’est a de telles solutions de Yéquation (4),
si elles cxistent, que 'on donnera le nom de Ffonctions de Lamé.

Or, si I'on cherche, par substitution, a quelles conditions doivent
alors satisfaire I& constantes arbitraires’ H et A, on trouve tout
('abord, par I’examen des termes du plus haut degré en p2, que H
doit étre de la forme

H=—n(n-+1),

n- étant un entier. Quant a /i, cette quantité doit avoir certaines
valeurs spéciales sur lesquelles nous reviendrons. Admettant dés lors
que ces diverses conditions soient vérifiées, I'équation difféerenticlle
de Lamé sera

(P__az) (F,z___[ﬂ) (92__02) ([_25

'5) 02 dp?
[ 2 2 2) o' 25202
L2 —(a +b—l:3°)9+“bc%%__[,;(,l+11)‘:*+lz][{=o,

(u'on pourra encore écrirc, en posant 3= r,

@t (r— b2y (r— ey R

(6) (r—a® (r—=>6) (r—« )2
1. ) dR
+-E[S.r?—2(a“—|—b2+c‘2)r+a?bl+a'102—|- b‘lc‘l]—,—
: ar

—%[/1(/1—4—1)1'—;—/4][{ = o.
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Y

Sous cette forme, on reconnait une équation a quatre singularités.
IFaisons en effet (ce qui ne restreint pas la généralité)c=o et b =1,
une de ses solulions s’écrira, avec la notation de Heun,

h non—+1 1 1
F (a2, ;=2 N AL
n(n-41) 2 2 2 2

Autres formes de I’équation de Lamé. — l.a présence d'un poly-
nome du troisitme ordre comme coefficient de la dérivée seconde
suggere I'idée d’introduire les fonctions elliptiques.

1° Notations de Jacobi. — Faisons ¢ = o, prenons b pour unilé
ct @ (que nous désignerons par A) comme module des fonctions ellip-
tiques; posons enfin
2= /hsnx.

L’¢quation (5) devient alors

d2 R

m—[n(n—i—l)lﬁsn?x—i—-lz] R =o.

(7)
2° Notations de I eierstrass. — Posons

20— b2— c?

| =

)
|
|

considérons la fonction pu définie par

Pu=2y/(pu—e;)(pu—e) (pu—e;),
et so1t :
a?+ b2+ c?

2 = —_—
] pu + 3

I équation de Lamé s’éeriva alors, avec la nouvelle variable «,

azR
T [A(n+1)pu+h]R=0.
Dégénérescence des fonctions de Lamé. — Avant d’étudier les

fonctions de Lamé elles-mémes, voyons ce qu’elles deviennent dans
le cas de dégénérescence ou, lorsqu’on fait b = «, les quadriques du
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systéme orthogonal primitif sont de révolution. Supposons, pour
simplifier Pécriture, ¢ =o0. La coordonnée p., qui est comprise
entre « et b, devient ¢gale a ces deux quantités. Posons alors o = as,

5 .. :—a? .
v=acos, et, a la llllllte,\/zz——(ﬁ = cosv. Les coordonnées s, §

et » ainsi introduites sont appelées coordonnées spheéroidales, et
Pon a pour les coordonnées cartésiennes les formules de transfor-

mation
x = as cosl,

¥ = ay's2—1sinb cosg,

2= ays?—1sinb sing.,

I’équation de Lamé pour R devient

dg?

(22— a?)? +99(92—a’)i[TFf —[n(n+1)p2+h]R =0,

ou, avec la variable s,

(s1— d?R dR 1 s? h R —o
s l)——ds2+2s7;— n(n—+1u) tha|l g =2

ou encore, avec un léger changement de notation,

d dR . m?
s [(l—-s?)TE] + [n(n—i—l)—|— l—sﬂ] R =o,

équation des fonctions de Legendre associées, dont une solution est

R= P (s).

I’équation entre N et v prend une forme analogue, et l'on en aura

une solution par
N = P2l (cos0).

Mais ’équation en M se simplifie bien davantage et devient

d2M
de?

— m*M = o,

0s

. C
admettant les solutions M = oin ¥

On voit ainsi apparaitre un lien de limite entre les fonctions de
Lamé et les fonctions sphériques. Une nouvelle dégénérescence,
consistant a faire croitre @ indéfiniment, conduirait aux fonctions de
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Bessel. Ces problémes ont été étudiés de facon approfondie par
Hintzschel (18).

Il existe d’ailleurs une relation encorc plus nette entre les fonctions
de Lamé et les fonctions sphériques.

Lien avec les fonctions sphériques. — Supposons en effet ¢ con-
stant, et faisons correspondre, par la transformation homographique
ordinaire, a chacun des points de Pellipsoide ainsi fixé les points
d’une sphére de rayon 1. On aura ainsi

=T N RN
et, sur la sphére, en introduisant les coordonnées polaires,
§=cosy, m=sinbcosw, ¢{=sinlsinm.

Si I'on passe maintenant des coordonnées elliptiques . et v aux
coordonnées nouvelles % et w, M et N deviendront des fonctions
de { et m; et, si 'on cherche a quelle équation aux dérivées partielles
par rapport a ¢ et w satisfait le produit MN, on trouvera I'équation

siny ()—i [sinq; J(SLN)J -+ d’-‘f)j::lzN) +an(n+1)sin2y. MN=o

qui est celle de la fonction éphérique Y.. Le produit MN; exprimé
en 1 et w, est donc une fonction sphérique générale.

Formation des fonctions de Lamé. Leur nombre. — Comme nous
I'avons vu, nous appelons fonctions de Lamé les solutions de I'équa-
tion (5) de 'un des types suivants (appelés classe de la fonction )

(n R=/f(e?),

R =yp2=a? f(p?),
(11) R =\'p"— 5% f(p?),
R=\p2—ct f(p?),
R =\ (p7=a?) (gT— b2y f(g?),
(11I1) R=\(p2—a2) (p2—c?) f(p2),
R=y{pi—0%) (p"—e?) f(g?),

(V) R =y(p?—a?) (¢2—86?) (pP—c?) / (%),




io PIERRE HUMBERT.

J(e?) désignant un polynome dont le degré en o? est-’;lpour la
n—i
2.
pour la classe (IV). Il n’existe donc de fonctions que des classes (I)
et (III) si n est pair, (I1I) et (IV) si n est impair.
Nous pourrons dire aussi, passant aux notations de Weierstrass,
que les fonctions de Lamé sont les polynomes en pu, multipliés

n—3

classe (I, pour la classe (11), ::f — 1 pour la classe (111) ou -

par o, 1, 2 ou 3 radicaux de la forme Pt — ey, solutions de Iéqua-
tion (8). Elles sont donc doublement périodiques en u.

Voyons maintenant comment l'on peut déterminer la constante /
pour que les fonctions de Lamé existent. Supposons n pair, et atla-
chons-nous aux fonctions de la premiére classec. Une telle fonction

y . o n
pourra s’écrire sous forme de polynome en 3* d’ordre > conte-
n . . . ), . c o, .
nant ~ -1 coefficients. La substitution dans I'équation différentielle

n . . . .
donnera un polynome d’ordre = 41, qui devra étre identiquement
2 1

nul. Mais nous nous sommes déja arrangés, en assignant a la constante
primitive H la valeur — n(n -+ 1), pour que le coefficient du terme

, , . . . N . n
de degré le plus élevé disparaisse de lui-méme; il reste donc N
. . y . n . . . \
coefficients a annuler, d’ou ; —F1 équations linéaires et homogeénes,
contenant linéairement la constante /it : cette constante devra donce
P X . . n . ;e
salisfaire & une équation de degré — + 1, dite caractéristique, obtenue
par élimination des coefficients entre les 5 -1 équations en ques-
tion. Chaque valeur de & donnant naissance a une fonction de Lamé
e, . . n . ..
différente, il existera donc = 41 fonctions de premiére classe.
’ 2

D’ailleurs, si n est pair, il existera aussi des fonctions de troisiéme
classe; et le méme raisonnement prouvera qu'alors I'équation carac-

- . n

Léristique est de degré 7+ A chaque valeur de /& correspondra alors

un polynome f(p?), et a chaque polynome correspondront trois
. . 3n . | ..

fonctions R : il y aura donc 5 fonctions de troisiéme cluasse; et par

conséquent, en tout, pour n pair, 22 -+ 1 fonctions de Lamdé.
On verra que ¢e nombre est le méme quand 7 est impair; les ¢qua-
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. , s , -
tions caracterlsuqucs sont alors de degres -

. 3n+
d’ou —)—— > fonctions de cette classe, et

! pour la classe (II),

L pour la classe (IV),

d’ou ~;— fonctions de classe (IV); en tout, 2n +1 fonctions de

Lamé.

Exemples des cas les plus simples. — Nous donnerons ici les
valeurs des fonctions de Lamé pour les premiéres valeurs de n. On
trouvera ces expressions jusqu’a n = 10 dans un travail de G. Guer-
ritore (13). Pour plus de simplicité, nous nous servirons des fonc-
tions elliptiques, désignant suivant 'usage par g et g; les invariants
de la fonction pu :

1° n=i
Trois fonctions, de classe (1) :

\ P —eq (a=1,2,3)

2° n

[

Cing fonctions de Lamé :

«. Deux fonctions de classe (1), de la forme

h
pie— o

6
les valeurs de A étant données par I'équation caractéristique
12 —3gs=o0;

b. Trois fonctions de elasse (1),

V(pu —eq) (pu — es).
30 n=23
Sept fonctions de Lamé :

a. Une fonction de classe (IV), p'u;
b. Six fonctions de classe (1),

( /L> —_— o
p1l+——— \J‘l‘—ea (a=1,2,3),
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avec I'équation caractéristique

h2—6he, + j5e] —158:=0.

-—

4° n—=
Neuf fonctions de Lamé :

a. Trois fonctions de classe (1),
" 2 3 ., 2
' — = hpu 4+ — "2 — = g,
J 7 J 140 5 &
¢quation caractéristique
h3—528h + 560 g3 =0}

b. Six fonctions de classe (III),

/
<.Pu _.e;“ — -‘i4> V(pu — es) (pu—ey),

équation caractéristique

h?+10he,—35e}—7gy,=0.

Notations. — Poincaré a indiqué (55) une notation a laquelle il
est nécessaire de recourir lorsqu'on veut préciser une fonction de
Lamé sans aucune ambiguité possible. Il faut introduire un syst¢me
de trois indices, et écrire

R1i(e).
Les conventions sont alors les suivantes : on admet tout d’abord que,
pour simplifier, on fait ¢ = o. Puis :

1° n est I'ordre de la fonction, c’est-a-dire son degré en o.
2° Si R est un polynome en 2, ou un tel polynome multiplié par

\/o* — ¢, c’est-a-dire un polynome en 5 avee la simplification indi-
‘quée, on écrira k=1. Si R est un polynome en o ou en p2 multiplié

par | o7 — b2, on fera £ = 2; si multiplié par \ or— a?, h=23; etsi

par y (o — a?)(p* — 6%), k= 4.

3° Le dernier indice, 7, est choisi de telle fagon que, d’apres le
processus de dégénérescence indiqué plus haut, la fonction R, se
confonde pour b = a, avec la fonction sphérique Pi. On supprimera
cet indice lorsque, de ce chef, il ne pourra y avoir ambiguité.
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Théoriquement parfait, ce mode de désignation des fonctions de
Lamé est pratiquement un peu compliqué. Dans les applications, on n’a
guére a considérer qu’une seule fonction de chaque ordre : on I'écrira
simplement R,,.

Néanmoins, d’aprés une convention adoptée depuis le traité de
Poincaré (6), les symboles Ry, R,, ..., Ry s’appliquent aux fonctions
d'ordre 1, 2, 3 : le tableau ci-dessous indique les valeurs dc ces
fonctions et la concordance avec les symboles généraux.

Notation Notation

Ordre Valeur i 3 ou 2 indices simplifice
Vet —a? R? R,
I \ ot — b2 R R,
Lyver—c? R Ry
V=) (=) Iy Ry
VE—et) (F — ah) Ry Rs
2 WE—a) =) Ry Ry

2__ 9

Lo e oo
3. V= (=0 (¢t — @) Ry Rq

Il faut remarquer d’ailleurs que certains auteurs emploient des
notations différentes. Heine, et en général les Allemands, préferent
le symbole E(p) : c'est aussi celui qu’uliiise Liapounov, I'affectant
d’indices analogues a ceux de Poincaré.

Enfin Darwin (8), abandonnant complétement la forme ordinaire,
qu’il trouve impropre au calcul, et renongant de parti pris a la
symétrie, met deux des fonctions figurant dans le produit de Lamé
sous forme de polynomes (dans certains cas multipliés par un radical)
dont les coefficients sont des fonctions sphériques ordinaires, la
troisieme fonction étant sous forme de polynome dont les coefficients
sont des fonctions circulaires. La complication'de cette méthode la
rend difficilement assimilable.

Théorémes sur les fonctions de Lamé. — On trouvera dans les
ouvrages généraux la démonstration des points suivants, fort impor-
tants, et dont nous avons admis implicitement quelques-uns.

1° Les équations caractéristiques ont toutes leurs racines réelles et
distinctes.
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Cependant si les axes de Dellipsoide de référence étaient imagi-
naires, les équations caractéristiques pourraient avoir des racines
doubles; deux des 2 4 1 fonctions d’ordre 2 se confondraient alors.
Ce cas a été étudié par Fr. Cohn (17).

2° Le polynome f(p?) qui figure dans les diverses classes des fonc-
tions de Lamé a toutes ses racines réelles, distinctes, et comprises
entre c? et a®.

Il existe d’ailleurs, parmi les polynomes f correspdndant i une
valeur n paire donnée, un polynome ayant o racine entre c? et b2

n 2 2 M 2 2
ct - entre b* et a*; un polynome ayant 1 racine entre c* et b2, et

n 3 o
 — 1 entre b? et a?; etc.

3° Propriétés d’'intégrales définies. Sil'on désigne par /, la valeur
de la dérivée de « prise suivant la normale extérieure a I'ellipsoide E,
défini par p = o (u étant la variable elliptique correspondant a p),
on aura la formule

f [lo M{p)NG)M, (p)Ny(v)de =0,
VE,

I'intégration étant étendue a tous les éléments ds de la surface de
Pellipsoide E,; M(p) et M, () étant, soit des fonctions différentes de
méme ordre, soit des fonctions d’ordre différent; N et N, les solutions
correspondantes en v.

Cette propriété peut s’écrire aussi

f f(pv—pt-v)M(ﬂ)N(w) M;(¢)Ni(w)dvdw = o,

¢ et v étant les variables elliptiques correspondant a p et v; les
limites de l'intégrale sont

¢ —t jw’
TS

oL w—uw < jw.

o <L

On aura également, dans les mémes conditions,
f (po — pw) [M,(¢) Ny (w)2dodw = 8( 2B, — Bay) i,

les constantes 2, ..., 3, étant les premiers termes des décompositions
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en éléments simples suivants :

[Re(o)t=2 +Bpu +yp'u +...,
[puRn(p)]2=ay~+ fipu—+v/ " pu-+....

Ces formules permettent de calculer les coefficients du développement
d’une fonction en série de produits MN. Les conditions de conver-
gence sont les mémes que celles des développements en séries de
fonctions sphériques.

Dans un ordre d’idées analogue, Heine (4) a développé le poly-
nome P, de Legendre en série limitée de produits de Lamé.

Equations intégrales. — M. Whittaker (19) a établi le remarquable
résultat suivant : les fonctions de Lamé, solutions de I'équation

Y —[n(n+r)ksnz+ Iy =o,

sont solutions de diverses équations intégrales dont la plus simple est

~iK
y(x)y=»n / (dnxdns +LAenwensz)n y(s)ds.

o
Il est intéressant de remarquer que le paramétre / ne figure plus dans
cette équation intégrale.

Le méme auteur a prouvé (20) que les solutions de I'équation de
Lamé qui sont rationnelles en snx sont solutions de I'équation inté-

rale
8 ik
_y(r):l/ Py(hsuwsnzs)y(s)ds

“’o

ou P, est la fonction de Legendre d’ordre n.

SOLUTION GENERALE DE L’EQU‘\TION DE LAME.

Fonctions de Lamé de seconde espéce. — On obtiendra comme a
I'ordinaire, par la méthode d’Euler, une seconde solution de 'équa-
tion de Lamé : cette fonction connue sous le nom de fonction de
Lamé de seconde espéce, et importante dans la théorie du potenticl,
est définie par

F pdo

S = (2n+1)R,(0 .
ne)=Cnrted) | e e e o)
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ou, avec la variable «,

S,L(u)=(2n+1)|€,l(u)/‘ du
<o

[l’.,,(u)]'l.

Lorsque w tend vers zéro, ou p vers l'infini, la valeur principale de
S, est 3771, alors que celle de R, est z”.

L’introduction et I'étude de celte seconde solution sont dues a
Liouville (21) et a Heine (22). Divers auteurs s’en sont également
occupés. I'. Lindemann (26) a développé la quantité (3, —3)7',
ou s et 5, sont deux quantités réelles quelconques, en série procédant
suivant des produits du type R,‘,(S)S,,(s.); il étudie aussi d'autres
développements du méme genre, en séries de fonctions de Lamé de
premiére ou de seconde espéce : les domaines de convergence de ces
diverses séries sont en général limités par des courbes du quatriéme
ordre. .

Le role fondamental joué, dans le probléeme de I'équilibre d’un
ftuide tournant, par des équations ou figure le produit R,S,, aamené
les auteurs qui se sont occupés de la question a chercher pour la
fonction S une forme propre au calcul numérique. Liapounov (27)
donne des expressions ou figurent des fonctions symétriques des
racines des fonctions R, ou plus exactement du polynome f(z?) qui
est attaché a ccs fonctions : ces formules sont encore assez com-
pliquées. Celles qu’a indiquées Pierre Humbert (28) sont plus simples :
elles permettent de réduire toute fonction S, aux fonctions S du pre-
mier ordre. Ainsi, dans le cas ot R, est un polynome en 2, on aura,

en supposant encore ¢ — o,
Sa(p) _ Bn(.o) _‘_lnn(a) S;(p)

(2n+1) Ry (p) — R.(p)y (s?—a?) (p2— 6?7) 3 Rala) gz

_é Bu(0) Si(p)
3Ra(8) [ i— b2

ou B,(p) est le polynome, de degré en o inférieur a celui de R,,
tel que I'on ait
An(0)Ru(p)+ Ba(p) R, (p) =1,

A,(p) étant un polynome de degré inférieur & celui de R,,. L’applica-
tion de cette formule au cas n =1 permet d’écrire la relation

S, Sy Sy _ 3

RTRTRTR
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Intégration de l’équation différentielle. — De trés importants
résultats ont ¢té obtenus par Hermite sur I'intégration de I'équation

différentielle de Lamé (29, 30, 31)

y'=[n(n+1)pu+h]y,

dans laquelle on suppose que & n’est plus déterminé par les équations
caractéristiques, mais a une valewr quelconque.

On peut alors satisfaire a I’équation par une fonction doublement
périodique de deuxiéme espéce. Prenons en effet y sous forme d’une
telle fonction, par

i=n

Y= [G(lt—i—(l, e—u»:n,"
I su.sa;

i=1

ot les a sont des constantes. De trés élémentaires transformations
(décompositions en éléments simples, etc.) nous montreront que
I'on a

"

Yo _ .
;_n(n—i—l)‘pu+(2n 1)21»:1,

+? W[s(u—l—a,)—ﬂu+a,)—ta,+ a;l.

Si donc nous annulons séparément les coefficients des termes tels
que {(u—a;) — ga;, nous trouverons (n —1) équations distinctes
entre les an quantités pa;, p'a;, ..., qui sont en plus liées par les
n formules fondamentales

plai=ipiai— gpa;—

En y joignant 'équation
(2n —1) 2 pai=h,

on aura déterminé par 2n équations les 2n quantités a telles que la
fonction doublement périodique de seconde espéce considérée satis-
fasse a 'équation de Lamé.

D’ailleurs, si cette fonction est solution, la fonction

[—[c(“:——u) nlai
cu.sa;

I'est aussi. En sorte que l'intégration compléte de I'équation étudiée
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pourra s'effectuer par les fonctions doublement périodiques de
scconde espéce.

Ainsi, dans le cas n =1, la solution générale de I'équation

F=pu+h)y
sera

s(u—a Y s(u—+a
y:c;.'—)g"g"l_f_ (;2_(__._).

qu JU

e— s

avee pa=h.

On trouvera, dans le traité d'Halphen (33), d'importants déve-
loppements sur la recherche pratique des constantes a; dans le cas
général. De trés nombreux auteurs se sont occupés de la question.

APPLICATIONS DES FONCTIONS DE LAME.

Analyse harmonique. — Les fonctions de Lamé sont, nous I'avons
vu, associées a l'ellipsoide en analyse harmonique : leurs applications
sont donc nombreuses; elles s’introduiront dans tovs les problémes
ou lon vencontre, conjointement, 'équation de Laplace et les
ellipsoides.

Divers auteurs anglais ont, a la suite de Darwin (47), considér¢ le~
fonctions de Lamé surtoul a ce point de vue de I'analyse harmoniquc :
on peut citer a ce propos les travaux de Niven (48), de Dixon (49),
de Hargreaves (30); comme conséquence des équations intégrales
indiquées plus haut, M. Whittaker (20) donne d’une fonction harmo-
nique géncérale sur Pellipsoide 'expression

27 r .
Gty 5) =) /, rP,, ( K arsnt +'};_‘:‘|?l +izdnt ‘) I (2) d.
o . v

Distribution de la chaleur. — Ce sont, nous l'avons dit, les
recherches sur cette question qui ont été le point de départ de toute
la théorie. Divers Mémoires de Lamé sont consacrés & ce probléme,
en particulier a léquilibre des lempératures a lintérieur d'un
ellipsoide homogéne dont la paroi extérieure est maintenue a des
températures fixes, mais variables d’un point a un autre (31-3%).

Figures d’équilibre d’une masse fluide homogéne en rotation. —
(C’est I'application la plus importante des fonctions de Lamé¢, celle
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qui a conduit aux plus belles découvertes. On en trouvera Fexposé
complet, avec une abondante bibliographie, dans l'ouvrage de
M. Appell (3). Nous serons donc trés bref sur ce point (55-60).

Si E, est un. ellipsoide correspondant a la valeur g, du paramétre p,
soient (R;), et (S;), les valeurs connues que prennent sur cet ellipsoide
les fonctions de Lamé de premiére et de seconde espéce R; et S;. On
démontre alors que le potentiel intérieur de cet ellipsoide, supposé
homogéne et de volume T, est donné par la formule

. T [(Sy)a (S2)0 (S3)e ]
Ve—— | —— 22 —c 2 AL RANPY I BN
Q[KRl)ux +(Rz)o +(Ha‘oz

Si lellipsoide tourne autour de I'axe des x, avec une vitesse angu-
laire w, pour qu'il soit une figure d’équilibre, il faut que Péquation
de sa surface soit identique a I’équation

w?
\% + ()2 + &%) = const.

On peut alors, avec Poincaré, déformer Fellipsoide en équilibre en
lui ajoutant une couche infiniment mince, d’épaisseur tantot positive
et tantot négative, dont le volume total est nul, et cherchersi la nou-
velle surface obtenue est une surface d’équilibre. Les résuliats de
eette discussion appliquée aux ellipsoides a trois axes inégaux, dits
de Jacobi, sont les suivants (nous laissons de c6té le cas des ellipsoides
de révolution ou de Maclaurin qui se traite par les fonctions sphé-
riques) :

1° I existe des figures d'équilibre non ellipsoidales, infiniment
voisines de certains ellipsoides de Jacobi, dits critiques.
2° Les axes d’un ellipsoide critique doivent satisfaire aux équations
de Poincaré
' RiS; _ R:S; _ RuS,

3 5 on 41’

ot R, est une fonction d’ordre n, qui n’est divisible ni par \."'p_z-—_c;,
ni par \/p2 — b2, et dont tous les zéros sont inférieurs a 62. On doit
prendre n 2 3.

3° La surface d’équilibre (ou surface de Poincaré) infiniment voi-
sinc de 'ellipsoide critique correspondant a4 R, s’obtient en portant
sur la normale a cet ellipsoide, en chaque point défini par les deux
coordonnées p et v, une longueur dont la valeur est, en premiére
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approximation,
e M, (1) Nu(v)
V(2= 12) (PT—2)

ou ¢ est une constante arbitraire, dont on néglige le carré.

On lira dans un autre fascicule du Aémorial les conséquences
cosmogoniques que 'on a cru pouvoir tirer de la découverte de Poin-
caré.

Probléme de Roche. — Dans un ordre d’idées voisin, les fonctions
de Lamé s’introduisent dans le probléme, posé et résolu par Edouard
Roche, de la forme et de la stabilité d’un satellite liquide au voisinage
de sa planéte; en employant des méthodes partiellement graphiques,
Roche a fixé la limite a laquelle peut descendre le rayon de I'orbite
d’un satellite infiniment petit & 2,44 rayons équatoriaux de la pla-
néte (61). Darwin a repris la question de irés prés, par 'analyse
harmonique, a vérifié I'exactitude des résultats de Roche, et a généra-
lisé le probléme en introduisant I'action des marées (62). Schwarzschild
a apporté aussi une contribution a cette étude (63).

Géométrie. — Plusieurs problémes de géométrie conduisent a
I'équation de Lamé (64 bis). Ainsi la recherche de surfaces, non de
révolution, admettant un systéme de lignes de courbure planes, et
pouvant étre divisées en carrés infiniment petits par leurs lignes de
courbure, méne a I'équation pour le cas » =1. Le probléme de Pla-
teau, surfaces minima passant par un contour fermé donné, conduit
au cas o n est quelconque. Enlin I'équation de Lamé, et d’autres
analogues mais plus générales, ont été rencontrées par Darboux (64)
dans la recherche de surfaces ayant une représentation sphérique
donnée, et par M. Henri Villat (63) dans le probléme de la représen-
tation conforme d’un domaine plan doublement connexe sur une
couronne circulaire.

Problémes divers de dynamique. — On est condui‘t, comme J'a
indiqué Hermite (66), a I'équation de Lamé ou n est égal a1 et &
quelconque, dans les probléemes de la rotation d’un corps solide
autour d’un point fixe, lorsqu’il n'existe point de forces accélératrices,
et de la détermination de la figure d’équilibre d’un ressort; et a la
méme équation pour n = 2 dans la théorie du pendule sphérique.
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La recherche de certains mouvements tourbillonnaires des fluides
conduit également au cas le plus général (63). Enfin un cas particulier
de Péquation a été rencontré dans la théorie des perturbations (67).

GENERALISATIONS DIVERSES DES FONCTIONS DE LAME.

Fonctions de Lamé dans le plan. — l.e probleme des figures d’équi-
libre d’une masse ffuide en forme de cylindre elliptique indéfini,
tournant autour de son axe de figure, conduit a un probléme plan,
qu’a traité M. Globa-Mikhailenko avec les méthodes de Poincaré (68).
Il a pour cela défini des fonctions de Lamé dans le plan, solutions de
Péquation de Laplace a deux variables en coordonnées elliptiques
planes. Ces fonctions se réduisent, par un changement de variables
approprié, & des fonctions circulaives ou hyperboliques. Les résultats
obtenus sur les figures cylindriques a base infiniment voisine d’une
ellipse avaient déja été signalés par- M. Jeans, qui avait suivi une
voie diff¢rente.

Fonctions du céne elliptique. — Ltudiées par E. Hobson (70), elles
Jouent le réle de fonctions harmoniques pour un céne elliptique. Si
P'on introduit les trois coordonnées correspondantes r, w et v, léqua-
tion de Laplace admettra la solution

1 sin
7 cos (plogr)yAp(p)B,(v)

ol A satisfait a I'équation

2
dﬁ_,_H(.‘ma_(,-z__cz)di\.

2__ h2 2 __ —
(p2—0%) (u ai)dw P

\

-+ [(b*-!— a?) x + <p?+ ;—) 112] A =o,
]
qui n’est autre que I'équation de Lamé, ot 'indice n serait remplacé

par — %—l—ip. Les fonctions du cone elliptique sont donc des fonc-

tions de Lamé a indices imaginaires, tout de méme que les fonctions,
coniques ordinaires sont des fonctions de Legendre a indices imagi -
naires.

Lorsque les axes a et b deviennent égaux el le cone de révolution,
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A se réduit & un sinus ou a un cosinus, et B a la fonction conique de

Mehler.

Fonctions de Lamé-Wangerin. — Une nouvelle généralisation de
I'équation de Lamé s’obtient lorsqu'on cherche les fonctions de
Laplace pour des cyclides de révolution. On est alors amené a unec
équation différentielle identique a celle de Lamé, mais ou 'entier n
est remplacé par un paramétre égal a la moitié d'un entier impair.
C’est donc exactement le fait qui se produit pour I'équation dc
Legendre, quand on passe des fonctions sphériques aux fonclions
toroidales. Ce résultat ayant été signalé par A. Wangerin (71), cer-
tains auteurs ont proposé de donner a équation différentielle consi-
dérée et aux fonctions qui s’y rattachent le nom de Lamé-Wangerin,
réservant pour le cas ordinaire Ie nom de Lamé-Hermite.

Fonctions de Lamé généralisées. — I. Klein (75-79) et ses disciples
ont obtenu d’importants théorémes sur des équations analogues i
I'équation de Lamé, mais admettant m singularités finies. Si 'on
désigne par ey, ..., e, les m points singuliers, et si 'on pose

S(x)=(x—ey)...(&x— em),
le type le plus général de ces équations sera

m— 4

{2 {
@ T+ @ G [

P 1)‘/”(]‘) G axm=th 4 hym s l]y =o,

ou, en introduisant la variable hyperelliptigue,

/‘ dx
{ = —_—
ST WAE )

Jx) +armmt - bpm—s o | 4 l] s

d’y_[ m—

der — |7 j(m =)

les nombres arbitraires @, &, ..., { recevant le nom de parameétres
accessoires.
Le cas m = 4 conduit simplement a I'équation

(l{}'__ ;
dir =W
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de sorte que 3 s’y exprime par des fonctions circulaires de la variable
elliptique ¢.

.. N . e m m .
Dansx le cas géncral, les exposants & I'infini sont - et — —1; st
4 4

. . . . - Z
nous introduisons des variables homogénes en posant z = o0 ces
L2
exposants deviendront o et 1. Posons alors

n
= s N
y=z ¥ (@, o),

N . . R , m _—
I' sera une fonction homogéne, de degré 1 — —, que Klein appelle
s 8 74 PE

I'orme de Lameé. Elle satisfait a une équation aux dérivées partielles
ue l'on obtiendra facilement, et qui, si I'on pose

Sy =" f (g, 23),

s'écrira
PP I2F  df(a, x) l)F_I_ m—4§ 0f(z,, ry)
iy xz)d.z-f w2 ox, dr,  4(m—1) or?

=2} (arf-t b5, .. 4 Lz 4 F,

ce qui peul, en utilisant le théoréme d’Euler sur les fonctions homo-
génes, étre mis sous la forme
J2f OF 2f 0 F 92 f 02 n(m-—4)

A A A — m-y . m-i) F,
Jr? ox? 2 dxdxy daoydxy - i de} 4 (azi et Loyt

Le premier membre est un covariant connu, que l'on a 'habitude
d’indiquer par le symbole (f, F),; et le second membre est le pro-
duit de I par une fonction rationnelle entiére générale de z, el z,,
de degré m — 4, que 'on désignera par 9,_;. L’équation de Lamé
vénéralisée prend alors la forme symbolique trés simple suivante :

(fl"l F | I:_l

\)" =F | _m - Pm—te
/= &
La propriété qu'elle exprime pourrait, d’aprés Klein, étre prise comme
définition des formes et des fonctions de Lamé générales.

Les travaux les plus remarquables de’école de . Klein se rapportent
a la question suivante : combien les fonctions considérées admettent-
elles de racines dans chacun des intervalles e;, e; ? Dans le cas
m =4, ot il n’y a qu'un seul paramétre accessoire, la réponse est
fournie par les classiques propositions de Sturm; la courbe représen-
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lative de la fonction, dans les intervalles ou ¢ est réel, oscille comme
une sinusoide. Pour m =5, I'équation étant
, _
-(—:% = IV—'/ILJ) “+ ax + b] ¥,

le théoréme fondamental de Klein, qui a donné licu a toute une litté-
rature de théses (80-88), est le suivant : les deux paramétres
accessoires peuvent étre déterminés (et d'unc seulc maniére) de
facon qu'il existe une solution particuliére 3y ui, dans un intervalle
arbitraire p, p, de I'axe des x, effectue p demi-oscillations, ¢’est-a-dire
s’annule p fois, et une autre solution J2 qui, dans un autre inter-
valle ¢,¢5, effectue ¢ demi-oscillations; les deux solutions s’annu-
lant d’ailleurs respectivement aux extrémités des intervalles.

Ce cas m =1 est fort important, car I'équation correspondante
s'introduit d’elle-méme lorsqu'on étudie, en coordonnées penta-
sphériques, I'équation du potentiel pour des volumes limités par
des cyclides quelconques. On lira, dans un ouvrage capital de
M. Bécher (80), tous les renseignements sur cette théorie, ainsi que
son extension a l'espace & un nombre (uelconque de dimensions.
Dans un cas de dégénérescence, les fonclions envisagces se réduiscnt
a celles de Lamé-Wangerin, pour lesquelles le théoréme des oscilla-
tions est dés lors valable.

Fonctions de Heine. — litant donnés deux polynomes quel-
conques A(z) et B(x), dont les degrés sont respectivement p) —+ 1
et p, considérons équation différentielle

A(z)y"+2B(2)y' +C(zr)y=o,

ot C est un polynome de degré p —1 au plus. Il existe toujours cer-
taines déterminations particuliéres de C telles que I'équation admeltte
comme intégrale un polynome de degré m donné. Cette propriété
est le fondement de la théorie des fonctions de Lamé, généralisées
par Heine (89-90). D’une fagon générale, on appelle Fonction de
Lamé de premiére espéce, d’ordre p et de degré m, une fonction
entiére de degré m, satisfaisant a I'équation différentielle
da:v

dut +\?(Z)=0,
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u« étant une variable hyperelliptique définie par

1 ds

dlt = - —_—

2y (3)

ou %(3) est un polynome donné d'ordre p +1, et () étant un
polynome d’ordre p — 1 qui doit satisfaire a certaines conditions. Le
nombre des fonctions de Lamé correspondant a des valeurs données’

de m et p est
(m—+1)...(m—+p—
(p—n)!

2) (2m 4+ p—1).

Ces fonctions, dont Stieltjes a étudié les racines (91), s’introduisent
dans la théorie du potentiel pour des systémes orthogonaux d’hyper-
quadriques, dans l'espace a p—1 dimensions. Elles se réduisent,
pour p= 2, aux fonctions de Lamé proprement dites, et, dans un
cas particulier, aux fonctions de Gegenbauer.

Equations plus générales. — En méme temps que 'équation de
Lamé, Hermite a considéré les trois équations suivantes, plus géné-
rales, o n et v sont des enliers, et ot 'on suppose n2v (93) :-

axy Lsnrenx dy . . 5 en® .
TN —e= —m = [(r—v) (v ) Rsnrx Ay,
dry } snz dne dy , S Jaen? ,
w—n—z(:—l—u T?{x_[Ul—')(n+'+l)/‘_5"-x+h]-”
dry cnx dnz dy . 5 N2 .
20y = S = [in—) (v ke 4 )y

Elles s'intégrent, comme l'équation de Lamé, par les fonctions
doublement périodiques dc seconde espéce. Leur ¢tude a été faite
par Brioschi (94-96) ct par Elliot (97). Par un changement d’in--
connue, la premiére de ces trois ¢quations peut s’écrire

3
x>

Q.l&.

krenx
— [h+n(n+l)/."2sn'1x—;—m(m—nm— z=o0.
‘ © dn?

Sous cette forme, elle a pour solutions les fonctions appelées Fonc-
tions de Lamé associées, jouant par rapport aux fonctions de Lamé
ordinaires le role que jouent les fonctions associées P, de Legendre
par fapport aux polynomes P,. [. Ince a indiqué une équation inté-
grale a laquelle satisfont ces fonctions (100).
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Darboux intégre par la méthode d’Hermite I'équation

24, . ’ 'I

d_}z —y [p.(p.’-!—l) L (,4.,—1—1) dntz

dx sn2.x cn?y
L)

2snx +n(n+1)k2sn2x + h}
dn2z

qu’il a rencontrée dans un probléme de géométrie (99), et M. de
Sparre étudie I'équation plus générale encore (98)

dry Asnzenz snzdnz cnzdnzx ] dy
—5 + |2v —+ 2v, — 2V3 —
dx? dnax cnx snx dx
T dn2x
=9 | — P . y : 5 —v;) D 1
Y [Sngx(n.; Vg)(ﬂ3+ lg—l—l)-—l— anx(ll_z V],(Ilg—l—ll"l— )
k’cn’x(n ( -
—_— —v)(ng=+v41
sn2x ! ) (m )

+krsn2z (n 4+ v+ v, + V) (1 — v — v — v+ |)+ILJ .

M. Whittaker (101) rattache a la théorie des équations intégrales
une équation différentielle a quatre singularités dont une solution,
écrite avec la notation de Heun, serait

n n I
F (a,q; Rl il l—pt;x>-

Enfin A. Markov établit divers théorémes (séparation des
racines, etc.) sur certaines fonctions introduites comme déno-
minateurs des réduites successives dans le développement en fraction
continue d'une intégrale tres générale, et qui comprennent les fonc-
tions de Lamé comme cas particuliers (102).

FONCTIONS DE MATHIEU.

Historique. — Comme les fonctions de Lamé, dont elles sont un
cas limite, les fonctions de Mathieu s’introduisent dans la théorie du
potentiel : elles jouent le réle de fonctions harmoniques pour un
cylindre droit a base elliptique. Mais c’est en étudiant le probléme
des vibrations d’une membrane elliptique qu’Emile Mathieu a eté
conduit & leur équation différentielle. Heine et, aprés lui, un-trés
grand nombre d'auteurs allemands, ont cherché quelles pouvaient
étre les propriétés des solutions de cette équation, qu’ils appelaient
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équation du cylindre elliptique; maisils n’ont pas obtenu de résul-
tats bien intéressants; nous ne les mentionnerons que pour mé-
moire (104-11%). €e n’est que heaucoup plus tard que M. E. T. Whit-
taker (119) trouva I'équation intégrale a laquelle satisfont toutes
les solutions périodiques de cette équation différentielle, découverte
fondamentale, qui a suscité de nombreux travaux de I'école britan-
nique contemporaine, et qui a rejeté dans 'ombre presque tout ce
qui avait éL¢ fait auparavant, si ce n’est les belles recherches de Lin-
demann sur la solution générale de 1'équation.

La théorie des fonctions de Mathieu, dont les applications phy-
siques, mécaniques et astronomiques sont assez nombreuses, ne se
trouve exposée. sous cette forme nouvelle, que dans quelques pages
de Modern Analysis, de MM. Whittaker et Watson (117); elle est
bien pcu connue, surtout en France, ct ne doit pas étre regardée
comme définitivement fixée.

Equation différentielle de Mathieu. — licrivons Péquation de
Laplace dans le changement de variables suivant, qui introduit des
cylindres droits ayant pour base des coniques homofocales :

£ = cosktchr,
y =sinkshy,

—_ =
3= 3.

On trouve

02U+d————2U 4+ (ch2r, 0s2 % 1)2U_“
JE2 2 chrn —cost) ECE

et, si 'on en cherche des solutions de la forme
U=X(§)Y(q)eits

on obtient pour X et Y les équations, ou A est arbitraire :

2

idg’,—( “+ (A + k2cos2f) X = o,
2

%1—:——— (A + Arch2g)Y =0,

qu'un changement de variables évident raménera I'une a l'autre.
On donne le nom d’éguation de Mathicu a V'équation

drty

n e

+ (A + krcos?z)y =o
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ou (le changement de notation ayant pour but de la rendre plus
maniable)
dy

(I m—i—(a—l—lﬁqcoszz)y:o,

avee h=/32¢.
La recherche des fonctions de Laplace pour le systéme orthogonal

de paraboloides
a2 X 2

= -+ c — 23— L=0
pP+h  qg4+n

conduit a la méme ¢quation différentielle.

Fonctions de Mathieu. — Les applications physiques de I'équation
conduisent a considérer spécialement ses solutions périodiques, de
période 2w Pour que de telles solutions existent, il est nécessaire,
d'aprés la théorie générale des équations a coefficients périodiques,
que les constantes « et ¢ soient liées par une relation, d’ailleurs com-
pliquée. Nous admeltrons toujours que ¢ est considéré comme donné,
¢t nous supposerons que a esl choisi, en fonction de ¢, de telle sorte
que I'équation admette des solutions périodiques. Ainsi, dans I'équa-
tion de Lamé, supposions-nous la valeur du paramétre £ fixée de telle
sorle que I'équation admette des solutions du ty pe R,.

Dans le cas particulier ou ¢ = o, Péquation de Mathieu se réduit a

2

(1) LY ay=o,

et 'étude de ce cas de dégéncrescence va jeter~quelque clarté sur le
probléme général. L’équation (11I) admet une infinité de solutions
périodiques, obtenues en donnant & « l'une des valeurs 12, 22, ...,
m?, ...;et ses solutions périodiques correspondant & @ = m? sont
cosmz et sinmz. On appellera lffonction de Mathieu d’ordre m ,
toute solution périodique (dc période 2x) de I'équation (II), se
réduisant, lorsque ¢ = o (et @ = m?), a cosmx ou a sinmz. On dési-
gnera par ce.(z, q), ou plus simplement par ce,(z) une fonction
de Mathieu paire en x, et se réduisant pour ¢ =o a cosmr; par
sem (7, ¢) ou plus simplement se,, (), une fonction impaire se rédui-
sant 4 sinmz: en supposant, ce qui achéve de les déterminer, que,
dans leurs développements respectifs en série de Fourier, lex coeffi-
cients de cos ma ou de sinmua soient égaux a 'unité.
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Il peut ainsi exister quatre formes différentes pour les fonctions de

Mathicu, dont les développements sont des types-suivants :

=%

N
Ceyy (. g)= 2(1,.(‘050_1'.7-,

I'==0

!

. N Y
Clrpp (1, ) = 2 %co8(2r—+1) .0,
(Iv) '
sexn (T, 4)= E b, sinarx,

Y . N
S€ans (1, q) =z|@,.sm(-u-—a— .

Un probléme vient ici se poser naturellement : dans le cas de dégéné-
rescence ¢ = o, ala méme valeurde « = m? correspondent dewr solu-
tions périodiques, cos m.x el sinma, formant un systéme fondamental.
Peut-il de méme, pour des valeurs convenablement choisies de ¢ et
de «, exister simultanément deux fonctions de Mathieu? On.a long-
temps pens¢ qu'il pouvait en étre ainsi, et que I'équation de Mathieu
admelttait, au moins dans certains cas, pour les mémes valeurs de ¢
ct de @, une solution du type ce et une solution du type se. M. Ince
a montré récemment qu’il n’en était vien, par un raisonnement simple
et élégant que nous veproduisons, en nous bornant a considérer le
cas ot m est impair; le cas m pair se traiterait de fagcon identique (120).

Supposons que I'¢quation de Mathieu soit satisfaite simultanément
par ceay i (ry ) et par sey,y (2, ¢). En portant dans cette équation
les séries (LV), on trouve entve les coefficients les relations

(@ —1+8¢) %+ 8qo = o,
[Cap+1)2—a)a,=8q (2pr1~+ 2p-1),
(e —1—8¢)Bo+8qPBi=o,
[Cop+1)—a]Bp=8q(Bprr+ Ep-r
Nous excluons a priori le cas de dégénérescence ou ¢ est nul et @
égal au carré d’'un entier impair; on voit alors que tous les coeffi-
cients o et 3 sont finis, et que 2, et 3, ne peuvent étre nuls. Mais de
ces relations, on tire, quel que soit p,

Ap  Ap+

@p (5]1 [

Ces déterminants doivent donc conserver une valeur constante, non

Zp-t Zp
B By

=...=').10p40-

2
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nulle, pour toutes les valeurs de p; mais d’antre part, pour que les
développements (LV)) convergent, il est nécessaire quea, et 3, tendent
vers zéro quand p augmente indéfiniment, d'ot une contradiction,
qui permet d’établir la non-existence simultanée de deux fonctions
de¢ Mathieu du méme ordre, correspondant aux mémes valeurs de ¢
ct a.

Equation intégrale des fonctions de Mathieu. — En utilisant un
résultat établi par lui-méme, sur une expression trés générale du
potentiel par une intégrale définie (118), M. Whittaker a obtenu
diverses équations intégrales fondamentales, auxquelles satisfont les
fonctions de Mathieu (119). Ainsi, toute fonction de Mathieu, paire
ou impaire, est solution de I'équation intégrale

AT
(V) )'(:I‘)=>~ / elksinwsin(l).(f))d()_
Jox

On vérifiera bien aisément ce résultat : portons en effet cette valeur
de y(x) dans I'équation différentielle, il vient

W T
j ik sinxsinb[__ £2 cos?x sin20 — ik sinz sin® 4+ a + k2 coste] y (0) db = o,
—7

ou, en remplacant cos?.z sin2§ par (1 — sin®x) (1— cos?f),
k
(VI) / eiksinrsinb[ _ f2sin2xcos?§ — iksinrsind 4+ a + k2cos?8| y(8)db =o.
Mais une intégration par parties nous donnera

—_ [ kt sinzxcnszgei/:sinrsine},(())d()

J_ .
= [k sinz cosf eik sinxsind y (0)]7
: d
— ik sinz cos @ eiksinxsinf 7-}0, ah

v

T
+ f ik sinz sin @ eiksinxsin () of),
1

La relation (VI) s’écrira donc, en observant que le terme tout intégré
est nul, puisque y(9) est périodique,

T
f eiksinxsinf [—— tksinz 0050% + (a+ A? 00520)_}'(0)] dl = o,
—T ) .
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ou encore, aprés une seconde intégration par parties,

2

[_ eiksin(rsinﬂ%]t__i_ /‘ ‘ei/.'sin.rsin() [{_:e_l:_._(a +A'200520;D_}’(6)] db = o.
—= g

. . . dy , .
Or, si )~ est une fonction paire, (—1(1; s'annule pour § === =; et si y est

. . d .
impaire, (_i%/ prend les mémes valeurs pour § ====; le terme tout

intégré est donc, la encore, nul; et la relation est bien vérifiée,
puisque )° vérifie I'équation de Mathieu, dont le premier membre se
retrouve, avec la variable 6, en facteur sous le signe d'intégration.
On a, de plus, pour chaque type de fonctions de Mathieu, les
équalions intégrales particuliéres suivantes :
AT
’ cey () =1 / ekeosrcosD e, (6) do,
)
(VII) .
' sy (r)=>% [ sin (A sinxsinf)se,, (4) 0.

On remarquera que le paramétre @ ne figure pas dans ces diverses
équations.

M. Poole (128) a donné plusieurs autres équations de ce genre; il
a montré, par exemple, que la fonction se,, 4 () vérifie une équation
intégrale dont le noyau est

sinz sinl cos (£ cosz cosf),

alors que, pour la fonction se,, (), on peut prendre le noyau
cosxcosh sh (Asinasinh .

Il y a lieu de noter qu’antérieurement @ M. Whittaker, une équation
intégrale pour les fonctions du cylindre elliptique avait été indiquée
par M. Abraham (113) (qui y était d’ailleurs parvenu cn suivant une
voie discutable) et par M. Brillouin (116). Aucun de ces auteurs
n’avait soupgonné I'importance mathématique de celte équation.

Calcul effectif de la fonction d’ordre zéro. —— La fonction de
Mathicu la plus simple, ce,(z), est celle qui se réduit a Punité
pour g =o. Nous allons calculer les coefficients de son développe-
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men! en série,

" = @«
cey(xy g)=1-+ v a,cosarx,
=1

en nous servant de 'équation intégrale (VII) quelle vérifie.
. 7 . . . ™
Remarquons tout d’abord que, si'on fait dans cette équationx =
on obtient

ceq (Z) =2 / cey (0)d0 =2z
DY A
L’équation s’écrira donc
. . 2%
(V“l) ceu(x()=_030<: ) [ ekcos.rcosf)cgo(()),{().
BY: 2. )

Or on connait, parla théorie des fonctions de Bessel, le dé eloppe-
ment, ou /4 est quelconque,

eh coswe — Jo(l.ll) — 2 J,L(tll) cosnr,

n=1

On tirera donc de I'équation ( VIIT), en égalant dans les deux membres
les coeflicients de cosar.z

ar=""""ce, (Z) Yo (ik cosB) cey (0 db.
b 2/, :

Remplagant alors, au second membre, les fonctions de Mathieu et de
Bessel par leurs développements et appliquant la formule
1

2 ’ !

(am!
- [ cos?f cosap 0 df = ——— ; i
= J 2 (m—+pir!t(m—p)!

nous obtenons a, sous forme de série procédant suivant les puissances
croissantes de A, a coeflicients d'ailleurs tres compliqués, ct dont les
premiers termes sont

A2 r(3r 4 4) kr+t
ap = P e Ey B AR N i
2=l p! PACREN AR S SN A S U

d’ou le développement de ce,(.x), que l'on pourra écrire, en intro-
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duisant, au lieu de £, le paramétre ¢,

o
L .l 21.+lq1' ?'l'+3,.(-)>l.+4)q/'+2
cep(x) =1+ % — “+...|cosurz.
o) .’..J[r!r! tr+ntor+nt
r=1 -
[a valeur du paramétre « donnant naissance a cette solution pério-
dique peut s’écrirve sous forme de série dont les premiers termes sont
. .o 29
a=—32q%+ zzqq'—-j'z“’g‘i +...
(
On pourra écrire de la méme maniére les développements des fonc-
tions du premier ordre,

®

o+l ,-‘ql'+l
cel(x)__cosr—'—z : — :
r! (l'+l (r=—=1)lr-+a,!
r=1
rogre
_‘*__,__._ cos(r+nx
(r—nlor+a!
avec )
8
a=1—8q—8q‘3+8q3—§q*+...
et

co
. 2l g o+l ogrit
w,(x):smx—i—Z T g — + ; i
riir—+u)! (r+nl(r+nt

r=1
2r . gr+?

e |+"'] sin(2r +1x
(tr—nlr—+2) . :

avee

a=l+8q—8q’—8q”—§q‘+...

Dailleurs, ordonnées suivanl les puissances de ¢, ces séries se mel-
tront sous la forme

cey(x)=cosx + q cos3x + ¢ <3 co:a.z'—cos3a') -+,
sey (r)=sinz + q sin3x + ¢2 <— sinsr + smjx) —+ ..
La relation qui doit, dans chaque cas, avoir lieu entre les constantes q

et @ pour que la solution périodique existe, a été spécialement étudiée

par M. Burgess (122).

Propriétés diverses des fonctions de Mathieu. — Les relations
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d’orthogonalité suivantes s’établissent immédiatement, lorsqu’on sait
que toutes les fonctions de Mathieu sont solutions d'une équation
intégrale homogéne a noyau symétrique :

T
[ ce, (x, grse,(x, q)dr =o,
f cem(x, qieey(xr, grde=o,

Cilons aussi la relation intéressante

se(xy q)sen(x, q)dx =o.

™

. =
cerp1 (7, ¢) = (—1)"$€1py <J+'—27 -—(]> .

Quand I'excentricité de l'ellipse fondamentale tend vers zéro, les
fonctions ce,, et se,, se réduisent l'une et 'autre a la fonction de
Bessel J,, (ih cosx).

Si cette excentricité tend vers 'unité, on est conduit aux fonctions
de Weber ou du cylindre parabolique (cas particulier de la série de
Kummer).

Divers auteurs ont traité la question de la convergence des séries
représentant les fonctions de Mathieu. L’extréme complication des
coefficients de ces séries rend cette étude fort ardue. M. Watson, en
considérant une série majorante, a établi assez simplement la conver-
gence de la série ce, (121).

La distribution dans le plan complexe des zéros des fonctions de
Mathieu a été étudiée en détail par M. Einar Hille (126).

Enfin, a la recherche de séries représentant asymptotiquement les
solutions de I’équation de Mathicu, sont attachés les noms de
MM. Maclaurin, Marschall, Dougall (148, 123-123), tandis que
M. Jeffreys (126 his) indique des valeurs approchées de ces solutions
quand 4 est trés grand.

SOLUTION GENERALE DE L’EQUATION DE MATHIEL.

Fonctions de Mathieu de seconde espéce. — Uine seconde solution,
non périodique, de I'équation de Mathieu ou l'on suppose a choisi

comme ci-dessus, s’écrira par la tormule d’Euler. Les diverses fonc-
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tions de ce type, que on appellera FFonctions de Mathieu de seconde
espcce, et qui, comme dans tous les cas analogues, s'introduisent
dans les probléemes de potentiel extérieur, sont désignées par les
notations

in, (x)=ce, (x)j
AL

j"lll(‘z‘) =se,, (x) /

cel, ( z)
dz

—_

sel, (3)

la limite inférieure des intégrales étant arbitraire. L’étude de ces
fonctions a été faite par M. Ince (127).
Pour les premiéres valcurs de I'indice, on aura

mo(x)=.z'ceo(‘.z')—4qsn|2.z‘—5(/3:|nj.r—|-(]~‘[—;-smhz+)4sm2r]+....

ing(x)=— quce,(r)[l — 3¢+ 6q3+% (/'*+...:|—|— sinz + ¢ sindz +...,

. . . 3 N
jn(r)=— quse,(r)[l —3q*— 6¢g? +-é~q‘ +J “+cosT + gcos3x +....

1l existe pour ces fonctions des propriétés de quasi-périodicilé
dont la plus simple est

ng(r —+ 2%) = ing (&) + 27 cey ().

Solutions & période {m. — La trés intéressante remarque suivante
a é1é faite récemment par M. Poole (128) : ¢ étant toujours considére
comme donné, on peut déterminer une valeur de «, se réduisant

pour ¢ =o a <1z + é>2, n ¢tant un cntier, cttelle que I'équation dif-
féventielle admette des solutions périodiques de période 4=,
se réduisant pour ¢ = o, soit a cos(n + ').1' 501l A sin <n —+ I— )

On les désigne par ce ,;(z) ouse (.23) Ce ne sont pas de véri-

tables fonctions de Mathieu, mais leur intérét est que, pour une
méme valeur de @, une solution ce et une solution se existent simul-
tanément, formant un syst¢éme fondamental, a I'inverse de ce qui a
lieu dans le cas des solutions a période 2=. On a d'ailleurs la relation

ce,,_._%(n—-.r) = se,l...zl (x).

M. Poole a indiqué pour ces fonctions des équations intégrales telles



36 PIERRE HUMBERT.

que la suivante :

se,,*.%(x'):)‘ [ G(’x,'}f)se,w%(}/)d‘y,

o0

=

-zsing-sin"
G (x, y) = etkcosxcosy [ ) e~ kit dt.

“0

Il existe également des couples de solutions périodiques de période 6,
8=, cte.

Intégration de I’équation générale. Méthode de Whittaker. — Si®
nous supposons a présent le paramétre @ quelconque, I'équation de
Mathieu n’admettra plus de solutions périodiques. On sait alors,
d’aprés la théorie générale des équations a coefficients périodiques,
due a Floquet, qu’elle admet une solutioh du type

(IX) ¥ =ebegia),

w élant une constante, et o (.r) une fonction périodique, de période 2.
Le changement de x en — x n'altérant pas I'équation différentielle,
on voit que la solution générale sera de la forme

y=Aeo(xr)-+Bebro(—ux),

A et B étant des constantes arbitraires.

Le probléme revient donc a déterminer 'exposant  en fonction
de a et de ¢; il est trés ardu. C'est a propos de recherches semblables
que Hill, étudiant une équation_dilférenticlle dont, comme nous le
verrons plus loin, I'équation de Mathieu est un cas particulier, a
introduit dans I’ Analyse les déterminants infinis. M. Whittaker (129)
est parvenu, au moyen d’un changement de paramétre, a exprimer u
d’une facon moins compliquée ct plus propre aux calculs numériques.
11 détermine 1. et @ sous forme de séries procédant suivant les puis-
sances de ¢ et dont les cocfficients sont fonctions d'un nouveau para-
métre s, de telle sorte que I'équation sera vérifiée par une fonction du
type (IN), ou

¢ (x)=sin(x — o)+ zzcos (3xr — 7) + f3sin (3x — o)
“+a5co8(dr —a )+ 35sin (32 —0)

+.n,

a3, 33, ... ¢tant des fonctions de ¢ et de <. Le cas particulier ot = = 0
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conduirait a la fonction de Mathieu se,, le cas 7 = —) a la fonction ce, .

Les premiers termes de la série donnant w sont alors
jgsinas —i2¢%sin2s —i12¢gtsings —...,
ceux de la série donnant « sont
1+8¢gcosas+(—16+8cosjs)g>*—8¢gdcosas+.. .,

et les coeflicients successifs des séries représentant a3, 35, ... s'ob-
tiennent par une formule de récurrence assez simple. Si'on désigne
par A(x, 5, ¢) la solution ainsi déterminée, une seconde solution
sera A\(.r, — 7, ¢).

Une contribution a I'étude des solutions de ce genre a été apportée

par A. W. Young (130).

Méthode de F. Lindemann. — On peut, comme l'a fait Linde-
mann (131), étudier et former, en suivant unc lout autre voie, la
solution générale de I'équation de Mathieu. Faisons en effet dans
cette équation le changement de variable

cos?xr = z.
Nous obtenons une équation a coefficients rationnels,

. 2 dy .
(X) ds(l—z)d—;;—i—z(l—'z:) ‘)+(a—16([+3u[:)y=o,

d ds

qui posséde deux singularités réguliéres (aux points o et 1) et une
singularité irréguliére a I'infini. C’est donc un cas de confluence de
'équation géncérale a quatre singularités réguliéres; et I'une de ses
solutions pourra s'écrire, dans la notation de Heun,

()

.
A 1 Lo
lim [/ <4(ﬂ, 5 3ok, ok, 5 -3 :)-

pore ' 2

[

=~

. . I
Les exposants, pour chacune des singularités o et 1, sont o et -;
I'équation a donc des solutions de la forme
Yoo = p) ap Z",

V33 b, 3,

<
e
I

—_ I -
JYio= X a, (1 — "‘)"7

V1— 320, (1—3z)",

=
Il
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ct il existera des relations telles que

Jio= Cl.}’oo -+ ‘.12_}‘01
= Ky + Ksyq.

Supposons que s décrive un circuit fermé autour de Torigine :
alors y,, change de signe, 374, restant le méme, donc )y, devient
Ciyoo— Cuyors ety devient K, 17g9— Ky yar s de sorte que, en posant

Y =A2f,+ B2y,

la fonction Y de s restera identique a elle-méme quand 3z aura décrit
le circuit, si 'on a la relation

A2(Cy yoo+ Coyon )2+ B2(Ky o)+ Ka gy )?
= A2(C) yroo— Coyor )2+ BYUK, yyo— Kayor)?,

c’est-a-dire si les conslantes initiales sont liées par
A20, Cy+ B2K, K, = o.

D'ailleurs la fonction Y n’est pas altérée par un circuit décrit
par s autour du point 3 =1 : et comme clle ne saurait évidemment
avoir d'antres points singuliers, a distance finie, que 0 ou 1, c’est une
fonction entiére de s.

Ainsi nous parvenons au résultat fondamental suivant : il existe
deux solutions de I'équation de Mathieu,

u, = 1\v1'|o—|— I,.“.}’”7
y= A yp—iBy,

dont le pro-luit est une fonction entiére de s.

Pour intégrer complétement I'équation de Mathieu, il faut donc
commencer par déterminer la fonction Y, ce qui peut se faive assez
aisément. On sait former en effet I'équation difféventielle (du troi-
sieme ordre) a laquelle satisfont les carrés des intégrales de I'équa-
tion de Mathieu, et par conséquent toute combinaison lin¢aire de ces
carrés ; on trouve ainsi pour Y I'équation

asyY d*\

. ) wo o dY .
z(l-—z)ﬁz—:i --1—(3—5)%, (‘a——l—lﬁ(/—i—S?.(/.v.)-d—z +16gY =0

et, en y posant

o

, )
Y = 2 .{”zn’

0
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on obticndra pour les coefficients y des formules de récurrence suffi-
samment maniables, pouvant d'ailleurs étre rattachées a la théorie
des fractions continues,

La fonction Y étant connue, on pourra former sans difficulic les
solutions «, et u, de I'équation de Mathieu, telles (ue

wyu, =Y.

En cllet, de cetie velation on tirve

. ’ T
. u 17 )
(XTI L2
' u, u, Y
et de I'équation de Mathieu elle-méme,
/ . G
Wy, —uy = ———e -
V31— 3)
Donce
. u' ' G
¢\ -,
“ Rk Y\su—3)

C ¢tant une constante. Les équations (XII) et (NTIIL) permettront de

wy u' ; . .
calculer les ‘apporlsu—‘, —2, d’ot par intégration
)

[ /‘" dz
2J 0 Y=g

0

/
U, =y'Y e ¢

et la constante G pourra se calculer en portant dans I'équation de
Mathieu les premiers termes du développement de «, autour de I'ovi-
gine. On a ainsi entiérement résolu le probléme proposé.

GENERALISATIONS DIVI.RSES DE L'EQUATION DE MATHIECU.

Fonctions de Mathieu associées. — L’¢quation suivante
o A2y .

(X1V) % “+o2veolgx Va2 cos?x) y = o,

* 4

d.x? lx

que I'on peut écrire encore, en posant s =3 sin’.r,

: dz viv—1
(V) d—‘: + [u v v —1) + /f'lcns‘lw] 3 =0,
22

sin2x
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est une généralisation de 1'équation de Mathieu, a laquelle elle se
réduit pour v=o0 ou y=r1. Ses solutions périodiques ont été étu-
diées simultanément par E. L. Ince (133-134%) et P. Humbert (133).:
on les désigne sous le nom de Fonctions de Mathieu associées, ou
d’ordre supérieur.

Comme pour I'équation de Mathieu, les solutions peuvent étre de
quatre types. On représente par ce),(x) ouce),,, (x) celles qui se
réduisent pourv=o ace,,(z) ouce,,.  (x). Elles sont solutions de
I'équation intégrale

=
(XVI) u(z)=>X\ [ ehevsreosh sinv sinv0 w(0) db
Jo

et peuvent se développer en séries de fonctions de Mathieu,

ce‘,:,"(x) = sinvzz Aycey (),

0

-]
ce},  (r)=sinvx E B,cesyi ().

]

D’autres solutions, du type se, ont des propriétés analogues, et
I'on a d'ailleurs les relations

X ) — 1-v )
seq i) =celn? (x),

v CoN IRV
se__,"H(.z‘) - ce!_m ().

Pour £ —=o, ces diverses fonctions se réduisent aux fonctions de
Gegenbauer.

Les solutions d’une équation analogue a (XV), mais ou le sinzz
du dénominateur est remplacé par cos2z, satisfont a une équation
intégrale analogue a (XVI).

Equation de Hill. — Le probléme des petites oscillations d’un pla-
nétoide autour d’unc de ses orbites périodiques conduit a une équa-
tion, célébre en analyse et en astronomie, étudiée par Hill a propos
du mouvement du périgée lunaire, et dont 1'équation de Mathieu est
un cas trés particulier. Si, au temps ¢, on désigne par w la distance
normale du planétoide a 'orbite connue, on a en effet entre » et ¢
Iéquation différentielle (136)

d?w

ar (B4 0, cos2¢+ D3c084¢ +...)w =0,
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ou les § sont des constantes, décroissant rapidement. En se bornant
donc dans la parenthése aux deux premiers termes, on retrouve
I'équation de Mathieu générale. Divers travaux ont été faits sur
I'équation de Hill; on en trouvera le détail dans le 7Traité de
Meécanique céleste de Tisserand (139). Indiquons simplement la
marche suivie par Hill pour en obtenir la solution.

D’apres la théorie générale, cette solution est de la forme

w =A6""tf|(:[)—+— BC’_’.”fz([)s

J1 et f» étant des fonctions périodiques, et les constantes ic et — ic
ayant recu de Poincaré le nom d’exposants caractéristiques. Pour
déterminer ¢, Hill pose

elt=1,;

le coeflicient de » dans I'équation différentielle est alors

+
20,,:2".

Faisant

—+
w =Ebnc«r*2n’

]

portant dans I'équation et identifiant, Hill trouve pour les b des
équations linéaires en nombre infini, d’oa l'on tire, en éliminant
les b, un déterminant d’ordre infini ne contenant que les quantités
connues i et U'inconnue ¢. Poincaré (137-138) démontre la conver-
gence de ce déterminant, et que les solutions sont stables si les expo-
sants caractéristiques sont purement imaginaires. Le calcul de ¢ est
chose malaisée : Hill a indiqué qu’on avait une approximation trés
suffisante en ne considérant que les trois lignes et colonnes centrales
du déterminant infini.

M. Ince a appliqué avec succeés a I'équation de Hill la méthode du
changement de paramétre donnée par M. Whittaker pour celle de

Mathieu (140).

Equation de Whittaker. — L’équation diftérentielle

2
(XVII) zw{—t—Esinzx%+('q—p§0052x')y=0,
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ou p, Z, 7 désignent des constantes, jouit de propriétés intéressantes
qui ont été indiquées par M. W hittaker (144). Sil'on fait tendre p
vers l'infini et § vers zéro, le produit p& restant fini, 'équation se
réduil a celle de Mathieu. Si d'ailleurs dans (X VII) on pose

on trouve pour u I'équation

du

1 I
) -+ [’q— EE'Z-—(/J—i—I)ECOSZZ'—i— giﬁcusix] uw=o.

Donc (XVII), plus générale que I’équation de Mathieu, est néan-
moins un cas particulier de I'équation de Hill.

Le point intéressant est que, si p est un entier positif, I'équation
admet comme solutions des polynomes d’ordre p en sinz et eos.r,
lorsque cerlaine relation existe entre & et 1. Ces solutions satisfont
également a I'équation intégrale

< . ——-}-E.ns‘l; ,
ylz)y=>X / coslixr —sie ' y(s)ds.
-

La relation entre § et 7, I,(%, 1) =0, donne p + 1 valeurs dis-
tinctes de 7, fonctions de &, \ chacune de ces valeurs de i corres-
pond une solution du type polynome. M. Ince a étudié de trés preés
les familles de courbes planes définies par l'équation F,(§, n) =o;
il a obtenu ainsi diverses propriétés des fonctions considérées, et, cn
passant a la limite, des fonctions de Mathieu (145).

Fonction de Ihypercylindre elliptique. — Le changement de
variables dans I'espace a quatre dimension,

r = asinusing cose,
¥y =asinusingsing,
3= al cosu Cose,

t=1,

introduit des hypercylindres paralléles a 'axe des ¢, ayant pour base
dans l'espace des ryz des quadriques dc révolution. L’équation de
Laplace a quatre variables AU = o peut étre vérifiée par le produit

U = eht cos e sintu sinto V(u, v),
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V, fonction de I'hypercylindre elliptique, étant solution de

Gl akd 1 colg o (2 I cot"ugv
P 2 udlt—- 2 1) o7 Jv

“+ h2a?(cos?u — cos*v) V =o.

On pourra prendre. comme solution de cette équation, soitle produit
de deux fonctions de Mathieu associées, soit un cas trés particulier
d’une fonction M(«, ¢), généralisation des fonctions de Mathieu, et
pour cette raison appelée Fonction de Mathieu & deux variables,
ct dont les principales propriétés, indiquées par P. Humbert, sont les.
suivantes (146) :

1° Elle vérifie le systeme de deux équations aux dérivées par-
ticlles

oM colgu colgp *N te AL —+(n +1)cowvd—M
— — colou oY — -
Ju? RUCOEY Sde — MR Oy l e de

+ (a+Akrcostu)M =o,
>N olg u cotg v —r ladl ncotg AL —+ (n +1)cotgu M
Jdv2 ¢ u e —mcotay e ) " du

—+(a' + k2cos2¢) M = o.

2° On suppose que, pour A =o, a et « se réduisent respective-
ment & (m—1) (m—+n—+1) et(n—1)(m-+ n—41); la fonction
de Mathieu a deux variables se réduit alors a‘l,, , (cos w, cos ¢), I'un
des polynomes hypergéométriques a deux variables étudiés par Her-
mite, et qui généralise la fonction cos nax.

3» 1l existe une relation telle que

Mou, v)="»n , / ghicosucusg + coseeosTising sing N(p, 01 do ds,
—T

ou la fonction N, périodique en 3 et 5, satisfait au systéme

2N cotg g cnlg PN + (n + 3)colg N ~+ m cotg N

—_ s — Qc n 9 — I G —

DRE 88 BTG 0s Jcotg? Jz J3
+(a-+=m—n—i+Ak2cos2p)N=o,

@N colgacolgs oN + (m 4+ 3)colg N ~+ ncot N

— — 2 — m Ol T —— g0 ——

do? gacols PRk ( 160187 G5 2795

+(a'+n—m—1+ A%cos?e)N =o,

Pour A= o, ce systeme se réduit précisément a celui que vérilie le
polynome 7, ,(cos ¢, coss), associé de ‘lL.
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APPLICATIONS DES FONCTIONS DE MATHIEU.

Mouvements vibratoires. — Ainsi que nous l'avons dit, c’est le
probléme des vibrations d’une membranc elliptique qui a conduit
Mathieu (147) a I'équation différentielle considérée. Une membrane
tendue dont le contour est une ellipse étant mise en vibration, les
lignes nodales qui se forment sont des coniques homofocales; le dépla-
cement w, normal au plan de la membrane, pour un point de coor-
données x, ), étant donné par

J*w 2w 1 J’w
= — T

e — =

dar )2 m? d¢2
ou /m est une constante, il est indiqué de faire le changement de
variables
) x = ccoszch B,

y =csinashf,

qui, si 'on pose

w=sin22mt P(a)Q({),

améne aux équations

2
’ ‘fi_:; + (N —4)c2cos22) P =0,
dZQ 732
P —-(.N—uf-c”ch?(ﬂ)Q =o,

c’est-a-dire a P'équation de Mathieu.

On rencontre également cette équation dans un grand nombre de
problémes du ménre genre, en rapport avee le cylindre elliptique :
vibrations de I'air dans un tuyau cylindro-elliptique, ondes de marée
ou tourbillons dans un vase de méme forme ou dans un lac ellip-
tique (136), etc. Toules ces questions sont étudiées avec grands détails
dans un fort important Mémoire de . Maclaurin, malheureusement
un peu ancien, mais ou théorie et applications sont exposées de facon
remarquable (148).

Questions diverses. — Le méme travail fait intervenir, soit I'équa-
tion de Mathieu elle-méme, soit I'équation des fonctions associées, a
propos de problémes-analogues pour des sphéroides. L'étude des
oscillations herlziennes a la surface d'un sphéroide conduit a I'équa-
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tion '
: Ldy dy
XV 2 )l L EY L (M2E2— p2) y = o,
( ) (€ Y g +E(,E = (A2E2— p2) y = o,

qui s’avére identique a I'équation de Mathieu par le changement de
variables £ = cosz. L’intérét mathématique de cette question est que
les développements asymptotiques des solutions s’introduisent natu-
rcllement. Un autre probléme d’électricité, I'étude du courant obtenu
en faisant varier les constantes d'un circuit oscillant, par modulation
sur la fréquence, améne aussi a I'équation de Mathieu (155).

Les vibrations des couches sphéroidales d’air, la dispersion d’ondes
planes brisées par un obstacle sphéroidal, la propagation de la chaleur
dans les sphéroides, etc., sont autant de problémes conduisant a une

équation semblable i (NVIIT), mais ou le coefficient de -((% est

2(n + l)E :-le méme changement de variable la raménera a I’équation

des fonctions de Mathieu associées. Elle a d'ailleurs été rencontrée

dans des questions du méme genre par M. Abraham, et, d’aprés

M. Poole, dans la théorie des marées sur un globe tournant (149-152).
Une équation trés analogue a celles qui nous occupent,

{20 (] .

((l? -+ /.;—;t— +4-(n*—2zsin2pt) b =o,
définit, comme l'a montré Lord Rayleigh, la vibration d’une corde
lorsque le point d’attache est lui-méme soumis & une vibration de
période connue (133).

Probléme des deux équilibristes. — Enfin I’équation de Mathieu se
rencontre, fait assez inattendu, dans un probléme de mécanique de
genre entiérement différent, dont on peul donner I’énoncé sous la
forme suivante :

Un équilibriste I, se tient sur une sphére qui peut rouler sur lc
plan horizontal. Il supporte, sur sa téte, une longue perche verticale,
rigide, 4 'extrémité de laquelle se tient un deuxiéme équilibriste E,.
Déterminer les petits mouvements que doit imprimer nécessairement
a la sphére I'acrobate E, pour que le systéme entier demeure en
équilibre. :

Tel qu’il est posé, le probléme est fort compliqué. Hamel, qui I'a
étudié (134), est arrivé, en le schématisant et en le simplifiant autant
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que faire se pouvait, au résultat suivant : 'abscisse  du centre de la
sphére, & partir d'une origine convenablement choisie, satisfait a
I'équation différentielle, ot © est proportionnel au temps,

d2x
prany + (A + Bersot)xr = o.

qui n’est autre que Iéquation de Mathieu.

CONCLUSION.

Le bref exposé qui précéde montre que les fonctions de Lamé, et
surtout celles de Mathieu, offrent encore aux recherches un champ
étendu.

C’est probablement dans le domaine des équations intégrales que
P'on pourra obtenir les plus fructueux résultats. Ainsi, nous I'avons
vu, I'équation intégrale des fonctions de Mathieu a jeté un jour nou-
veau sur leur théorie : il serait intéressant de refaire Iétude des
fonctions de Lamé a partir de leur équation intégrale : peut-étre
arriverait-on ainsi a des propriétés nouvelles.

1l y aurait lieu également de rechercher les équations intégrales
atlachées a des équations différentielles plus générales que celles de
Lamé et Mathieu, ce qui n'a été fait que partiellement.

D’autre part, existe-t-il quelque chose d’analogue a ces équations
intégrales lorsqu’on passe aux équations différentielles ayant plus de
quatre singularités? Probléme qui mérite fort d'étre étudié, et qu’on
pourrait aborder en commencant par les équations de Klein et
Bocher.

Il serait curieux aussi de généraliser les fonctions de Mathieu dans
le sens de Klein; peut-étre pourrait-or rattacher de telles fonctions &
des problémes de potentiel.

Enfin, puisque les fonctions de Klein permettent d’exprimer le
potentiel des cyclides, ne pourrait-on pas, leur appliquant les
méthodes de Poincaré¢, arriver a répondre a la question suivante,
jadis posée par M. Appell, trés difficile mais du plus grand intérét :
Existerait-il, pour un fluide tournant, des figures d’équilibre en forme
de cyclides ?
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