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Par Maurice d’OCAGNE,
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Professeur a I'Ecole Polytechnique.

——

CHAPITRE 1.

SYSTEMES D’ELEMENTS GEOMETRIQUES COTES.

I. Définitions. — Si des éléments géométriques, points ou lignes,
considérés sur un plan, dépendent d’'un paramétire variable z, ils
forment un systéme simplement infini, ou systéme o', que I'on peul
définir graphiquement en tracant sur le plan un certain nombre de
ces éléments, correspondant a une suite discontinue de valeurs de z.
mais suffisamment rapprochés pour que I'on puisse insérer mentale-
ment entre eux, & un certain degré d’approximation, ceux qui cor-
respondent aux valeurs intermédiaires de z; ¢’ést la ce qu’on appelle
pratiquer une interpolation avue. Les éléments effectivement tracés,
a coté de chacun desquels est inscrite la valeur correspondante de 3,
constituent un s)'stéme colc en z.

En général, les valeurs de z ainsi retenues sont prises en progres-
sion arithmétique, la raison de cette progression étant dite 'échelon
du systéme ('),

Il va sans dire que I'interpolation a vue est, a la fois, plus facile et

(') Par suite du resserrement plus ou moins®grand de ces éléments dans les
diverses parties du systéme, on peut étre amené a4 prendre des échelons différents
dans plusieurs intervalles successifs; on dit que, sur I'élément séparatif de deux de
ces intervalles, il y a césure. De telles césures se rencontrent sur les échelles loga-
rithmiques des régles a calcul ordinaires.
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2 MAURICE D'OCAGNE.

plus précise lorsqu’il ne s’agit que d’un syst¢éme non de lignes mais
de points cotés. Cette remarque nous conduira par la suite a recourir
de préférence, chaque fois que ce sera possible, a de tels systémes de
points plutét qu’a des systémes de lignes, celles-ci fussent-elles méme
droites, sans compter que I'emploi exclusif de points offre des avan-
tages évidents sous le rapport de la simplicité et de la rapidité de la
constructicn; la détermination graphique d’une ligne exige, en effet,
la construction d’'un nombre plus ou moins grand de points, a tout le
moins de deux quand il s’agit de droites; on a donc alors a construire
effectivement plusieurs points, au lieu d’un seul, pour chaque valeur
de z.

2. Echelles fonctionnelles. — Les systémes cotés les plus simples
sont ceux que constituent des points en ligne droite et que l'on
nomme des échelles fonctionnelles. Une telle échelle, portée sur
Paxe O.r, qui en est dit le support, se définit par la formule

r=nufl3),

w €étant ce qu’on appelle le module, exprimé au moyen d’une certaine
unité métrique, le millimétre par exemple ().

Les échelles les plus usuelles sont celles qui correspondent aux
fonctions 3, logs, 32, sinz, tang s, et, plus particuliérement les deux
premiéres, dites respectivement métrique et logarithmique (*). De
telles échelles portées sur le bord d’une régle servant a leur report
constituent ce qu’on appelle des étalons de graduation.

Lorsqu’on posséde une échelle de f(3), les échelles transformées
rationnellement de celle-ci, c’est-a-dire s’appliquant a toute fraction
vationnelle en f(5), s'en peuvent déduire par des constructions géo-
métriques simples. En particulier, I'échelle de la fonction

mfiz)y+n
Fiz)= AL

= W“‘ 7 (avec mq — np # a)

s’obtzent par simple projection de celle de f(3). Aussi I'échelle
de F'(z) ainsi obtenue est-elle dite projective de celle de f(3). Cette

(') Pour le détail de la construction d’une échelle fonctionunelle, en vue d’at-
teindre 4 un certain degré d’approximation, voir 24, n° 2.

(%) L’échelle logarithmique, premier exemple d’échelle fonctionnelle, a été imaginée
par Gunter en 1624,
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propriété de la projectivité résulte du fait, immédiatement vérifiable,
que, si 'on considére, sur les échelles de f(3) et de F(5), les points
correspondant aux quatre .mémes valeurs de 3, ces deux groupes de
quatre poinls ont méme rapport anharmonique.

[l s’ensuit que si trois couples de points, de méme cote d'une
échelle a I'autre, sont placés sur des droites concourant en un méme
point S, tous les couples de points correspondants sont alignés sur S.

3. Systémes de points cotés plus généraux. Emploi des coordonnées
paralléles. — Le systéme de points cotés en z le plus général sera
défini par 'ensemble de deux équations telles que

Fir, . s1=o0, Gir, y, z31=o0,
mises le plus souvent sous la forme
r=fi3), y=gi3),

le support de ce systéme ayant pour équation celle qui résulte de
I'élimination de s entre les deux précédentes. Si, d'ailleurs, les fonc-
tions fet & sont des fractions rationnelles du premier degré en /),
ayant méme dénominateur, le résultat de cette élimination est du
premier degré en z et )-; autrement dit, le support de I'échelle est
une droite sur laquelle I'échelle obtenue est elle-méme projective de
celle de /(z) et peut, par suite, élre construite ainsi qu'il vient
d’étre dit.

Il peut étre avantageux, en cerlains cas, de définir de tels systémes
de points cotés au moyen non point de leurs coordonnées carté-
siennes x et y, mais de leur équation en coordonnées tangentielles u
et ¢ dualistiques, c’est-a-dire avec lesquelles tout point ait une équa-
tion du premier degré

wf(z)+ve(s)+hiz)=o.

Les classiques coordonnées pluckériennes satisfont a cette condi-
tion, mais elles offrent, lorsqu’il s’agit de les fairc intervenir effecti-
vement dans une construction graphique, l'inconvénient grave de
représenter non pas des segments de droite, mais des inverses de tels
segments, ce qui est pratiquement une complication considérable. La
question se posait donc d’obtenir des coordonnées tangentielles dua-
listiques constituées directement par des segments de droite. Fait
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curieux, de telles coordonnées avaient été envisagées dés 1829 par
Chasles (21, p. 12); mais cette circonstance, a peu prés tombée
dans I'oubli, était totalement ignorée de I'auteur lorsque, dans son
mémoire 16, il retrouva ces coordonnées en cherchant a satisfaire, en
vue de certains besoins nomographiques, au desideratum ci-dessus
formulé. Etudiées en détail dansla brochure 17 ces coordonnées sont
ainsi définies : Auw et Bo étant deux axes paralléles, de méme sens,
dont A et B sont les origines (fig. 1), les coordonnées de toute

Fig. 1.
w y| w 4
M
— .
L
X
,/

/;/o ¢

droite MN coupant les axes en M et N sont les segments AM = u
et BN = v, pris avec leur signe.

A ces axes paralléles nous lierons de facon permanente les axes
cartésiens ainsi définis : origine O au milieu de AB; axe Oz con-
fondu avec la droite AB, avec sens positif de O vers B; axe O ) paral-
léle aux axes Au et Be avec méme sens positif que ceux-ci. Nous
conviendrons, en outre, de représenter toujours la longueur AB

.\
par 238.
Dans un tel systéme, toute équation du premier degré

(1) au—+bv+c=o0

représente un point. Si, en effet, nous supposons les points M ct N
respectivement affectés des poids @ et b, nous voyons que les coor-
données z et y du centre de gravité P de ces points sont données, si
I'on prend les moments successivement par rapport a Oz et Oy, par
(a+b)x=28(b—a),

(a) (a+b)y =au+ bv=--c,

ce qui montre que ce point P est lixe; par suite, I'équation (1) définit
ce point dans ce systéme de coordonnées u et ¢.
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La construction du point P ainsi défini peut s’effectuer de diverses
maniéres :

1° Deux couples de valeurs de « et v satisfaisant a (1) donnent, par
report direct des segments u et ¢ sur les axes, deux droites MN qui
se coupent en P;

2° Un couple de valeurs de « et ¢ satisfaisant a (1) donne une
droite MN sur laquelle P est déterminé par la condition d’étre le
centre de gravilé des poids a et b appliqués en A et B, ce qui
montre que ce point divise MN dans le rapport

N PM b.
(3) W =— -(-l ’
ou encore, que la distance z de ce point P au point de rencontre
de MN et de Oy est donnée par la premiére formule (2) ci-dessus,
ou les segments z et & sont comptés cette fois sur MN au lieu de AB,
ou, par suite, 8 représente la moitié de MN;;

3° Enfin, si on préfére en revenir aux coordonnées cartésiennes,
celles de P, rapporté aux axes Ox et Oy ci-dessus définis, sont
données par les formules (2).

4. Systémes algébriques de points cotés. Cas des degrés un et
deux. — Un systéme algébrique de degré m de points cotés en z est
celui dont I'équation en coordonnées paralléles peut s’écrire

Uz~ Vgm—1 4 Wzgm—24 4+ Xz+Y =o.

U, V, W, ..., X, Y étant des polynomes du premier degré en u et v,
et il est clair que le support de cette échelle est une courbe du
mit"e ordre puisque, a tout couple de valeurs de u et ¢, corres-
pondent m valeurs de z, et, par suite, que sur toute droite du plan se
trouvent m points du systéme. '

Si 3, représente une valeur particuliére de z, le point coté z, aura

pour équation
Uz + Va1 + Wiz ?+...+ X3+ Y=o
Les « et v des droites unissant ce point coté z, a I'un quelconque
q

des points z satisfaisant a la fois a chacune des équations précédentes
satisfera encore a celle que I'on obtient en les retranchant, qui, aprés
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suppression du facteur 5--- 54, peut se mettre sous la forme
! _ ’ 4 e ’
Urgm—t+ Vigm24 ., +Xz+ Y=o,

U, V', ..., X, Y étant de nouveaux polynomes du premier degre
en u et ¢, dont les coeflicients sont des polynomes en 3z,. ‘

Cela montre que le faisceau projetant un systéme de degré m a
partir de lun quelconque de ses points est également propetant
d’un systéme de degré m — 1, théoréme qui permet (et d’unc infi-
nité de facons) d'obtenir tout systéme de degré m par rencontre des
rayons correspondants de deux faisceaux projetant des systémes de
degré m — 1. De proche en proche, ce théoréme rameéne donc la
construction de tout systéme algébrique, de degré quelconque, a une
suite de projections dont les premiéres ne portent que sur des sys-
témes du premier degré, et comme ceux-ci, ainsi (u’on vient déja de
le voir, sont projectifs d’échelles métriques, ce sera donc, a partir
de telles échelles, par une construction ne comportant que I'emploi
de droites, que I'on parviendra a un systéme algébrique de points de
degré quelconque.

Dans le cas du premier degré, 'équation du systéme étant écrite

Uz+ V=o,

on voit que I'on a tout simplement une échelle projective d’échelle
métrique portée par la droite qui joint les points U et V, d’équations
respectives U =10 el \ = o, points qui correspondent aux valeurs oo
ct o de la cote 5. 1l suftit dés lors, pour construire projectivement
I'échelle, comme il a été dit au n® 2, d’en déterminer un troisiéme
point, par excmple, celui de cote 1, dont I'équation est U+ V =o.
Remarquons d’ailleurs qu’un seul couple de valeurs de u et ¢ salis-
faisant a cette équation, qui fournira une droite passant par ce point,
suffira a sa détermination — ou encore, une seule de ses coordon-
nées z ou ) — puisque ce point doit déja se trouver sur la droite UV.

Si nous passons maintenant au systéme du deuxiéme degré le plus
général, dont I'équation s’écrit

Uz2+~Vz+ W =o,

nous voyons (u’il a pour support une conique dont nous connaissons
immédiatement les deux points U(z =) et W (5= o).
Remarquons que nous pouvons immédiatement déterminer la tan-
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gente c¢n chaque pointde cette conique. En effet, les « et v de la tan-
gente au point coté s satisfont a la fois a 'équation précédente et a
sa dérivée par rapport a 3

2Us+V=o,
donc aussi a

Vz+2W=o.

La premiére de ces équations montre que latangente au point z==o,
c'est-a-dire en W, passe par le point V= o, et la seconde que la tan-
gente au point z = o, c’est-a-dire en U, passe par le méme point.
Autrement dit, les tangentes en U et W au support se coupent cn 'V,
ce qui résulte également de I'équation en « et ¢ de ce support

V2— 4UW =o.

L’application du théoréme général ci-dessus montre que I'on con-
struira ce systéeme du deuxiéme degré au moyen de deux faisceaux
projetants d'échelles métriques ayant chacun pour centre un point du
systéme. Pour qu’un tel faisceau soit déterminé, il faut en connaitre
trois rayons, par suite, trois points du systéme, construits directe-
ment. Nous en connaissons déja deux, savoir les points U et W il
suffitdonc d’en construire un troisiéme, par exemple le point S de
cote 1, dont I'équation est U4V + W =o.

5. Systémes de lignes cotées. — Quand un systéme de lignes
cotées esl défini par une équation telle que

flxe,y, z)=o0,

on peut construire individuellement chacune de ces lignes, par les
procédés habituels de la géométrie analylique, en attribuant succes-
sivement a z les diverses valeurs retenues pour la cotation; mais il
est généralement plus expédient de déterminer en bloc tous les points
de rencontre de ces lignes avec une série de droites qui leur soient
transverses, points qui constituent sur ces droites certaines échelles,
et de réunir ensuite par un trait continu tous les points de méme cote
appartenant a ces diverses échelles. On rencontre souvent ainsi de
sensibles simplifications.
Si, par exemple, I'équation du systéme est de la forme

y=s3ftz)+ g(x),
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on voil que, sur chaque paralléle a Oy, les diverses lignes cotées =
déterminent une échelle métrique. I suffit, par conséquent, sur cha-
cune de ces droiles, de déterminer les points correspondant a deux
valeurs particuliéres de z, par exemple o et 1, pour avoir immédiate-
ment Lous les autres points cotés 5. On dit, en ce cas, que les lignes =
sont métriquement espacées dans le sens de O y.

Un autre cas ol il est évidemment avantageux d’appliquer le pro-
cédé des échelles transverses est celui ou les lignes 3 sont des droites,
puisque alors deux telles échelles suffisenta déterminer a la fois toutes
ces droites.

Lorsque ces droites appartiennent a un faisceau du premier degré,
d’équation

Us+V=o,

ot U et V sont des polynomes du premier degré en . et y, ces droites,
passent toutes par le point de rencontre des droites U=o0 et V' =o,
colées respectivement =oo el 5=o0, et déterminent sur toute
paralléle a la droite U une échelle métrique.
Dans le cas d’un systéme du deuxieme degré défini par I’équation
(1) Uz2+Vz+ W=o,
ol
U= ar+ by —+e
V=ax+ by+c,
W=a"r+by+c,

on voit, en suivant la voie corrélative de celle qui a servi, au numéro
précédent, pour les systémes de points du deuxiéme degré, que les
points communs a toutes les droites s et a 'une d'entre elles z, se
trouvent sur les rayons du faisceau du premier degré

(2) Uiz+ 30+ \V =o0;
par suite, aussi, sur ccux du faisceau
(3 350U — W = o,

dont I'équation se déduit immédiatement de (1) et (2). Proposons-
nous de trouver a quelles conditions toutes les échelles ainsi déter-
minées par les droites 5 sur I'une d’entre elles sont métriques, anquel
cas le systéme peut.étre dit @ recoupements métriques.
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Si, remplagant U, V, W dans (2) et (3) par leurs valeurs ci-des-
sus, on pose, d'une maniére générale,

ab'—a' b=|ab'|, ab"—a"b=|ab"|, ceey

on transforme, par un calcul facile. le systéme des équations (2)
et (3) en
x
(16c"| 39+ 6" |13+ |bc"] 30+ |b6'c"|

(lea | z0+|ca’ )z + |ca’| zo+|c a”|
_ ) 1
T Tab [z0+ |ab' |13+ |ab’ s+ ab|

d’ou Pon déduit que 'échelle sera métrique (c’est-a-dire z et y
linéaires en z) si
ab'— d'b=o, ah’"—a"b=o,

conditions qui ne peuvent étre satisfaites que pour a =5b= o, car,
sans cela, lorsqu’on les écrit

=

SR
=

a
b

SR

on voit qu’elles entraineraient le parallélisme de toutes les droites du
systéme qui, par suite, ne se recouperaient pas. D’ailleurs, pour
« = b= o0, I'équation du systéme, ou l'on peut faire ¢ =1, devient

324+ Vz+ W=o,
et son enveloppe a pour équation
Vi— {W=o,

c’est-a-dire est une parabole.

6. Systémes d’éléments doublement cotés. Eléments condensés.
Réseaux de points a deux cotes. — Il est bien clair « priori qu’on
ne saurait, en général, figurer de fagcon permanente sur un plan
an systéme dépendant de deux paramétres 3y, 3, ou sysiéme oo
de lignes. En effet, pour chaque valeur attribuée a I'un de ces para-
métres, 3, par exemple, on a un systéme o' en 3y, et la coexistence

de ces systémes oo' sur un méme graphique est matériellement irréa-

lisable. La seule exception possible correspond au cas ou la variation
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de 3, laisse les lignes du systéme (3,) géométriquement inaltérées
en nc faisant varier que leurs cotes. Cela a lieu lorsque, dans I'ex-
pression des coordonnées d’un point du systéme oo?, les paramétres 3,
et 3, n’entrent que dans une seule fonction f( 3y, 5), ¢’est-a-dire ou

I'on a
z=rCN, y=Gf)

Dans ce cas, les systémes (5,) correspondant aux diverses valeurs
de 3, se superposent géométriquement; chacune des lignes qui com-
posent ce systéme géomeétriquement o' peut étre regardée comme
provenant de la condensation en une scule d'une infinité de lignes
correspondant a autant de couples de valeurs de =, et s,. De telles
lignes sont dites condensées. On verra plus loin (n° 12) comment on
peut définir graphiquement tous les couples de valeurs de 5, et z,
correspondant a chacune d’elles. Un systéeme condensé ainsi défini
peut étre dénoté, comme systéme oo, .

Les points de rencontre des lignes d’un tel systeme avec une ligne
quelconque peuvent, de méme, étre regardés comme des points con-
densés a deur cotes.

Mais les points peuvent donner naissance i des systémes oo? figurés
de fagcon permanente sur un plan. En effet, les coordonnées d’un

point du systéme s’écrivant
x=fizg, 3.0, V=813, 32,

on aura le lieu des points pour lesquels soit la cote 5, soit la cote 3.
aura une certaine valeur donnée, en éliminant soit s,, soit 3, entre
les deux équations précédentes, ce qui conduit aux équations

For, v, z110=o0, G, ), 3) = o,

définissant chacune un systéme simplement coté, en s, d'une part,
en 3, de l'autre, dont I'ensemble, marqué sur le plan, constituc un
réseau de points & deur coles s, et 5. Le point (34, 52) n’est aulre,
en effet, que le point commun aux lignes cotées 5, et =, respective-
ment dans les deux syst¢émes dont se compose le réseau, ces lignes
pouvant, bien entendu, étre soit de celles qui sont effectivement tra-
cées, soit de celles que I'interpolation a vue permel d'insérer entre
les précédentes.

Dans le cas ot le point a deux cotes est défini par son équation cn
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coordonnées paralléles
wf3y, 320 +0g(31, 390+ hi s 55 =0,

il suffit d’écrire les expressions de ses coordonnées cartésiennes rap-
portées aux axes Oz et Oy, liés comme on I'a vu aux axes paral-
leles Aw et By [formules (2) du n° 3|, c’est-a-dire

x_agn:.l,zgy—f(z..:,)’ . — (3, 3,)
113y, 2330+ (3], 33) J(51.32) +— &5y, 3)

pour élre ramené au cas précédcnl.

CHAPITRE Il

NOMOGRAMMES A LIGNES COTEES.

7. Définitions et notations. Liaison et contact graphiques. — Si,
plusieurs systémes colés coexistant sur un plan, on établit entre
éléments choisis dans chacun d’eux une certaine liaison graphique,
celle-ci s'exprime nécessairement par une équation liant les cotes de
ces éléments. On a donc ainsi une représentation graphique cotée, ou
un nomogramme, de celte équation. L'objet propre de la nomogra-
phie consiste essenliellement, une équation étant donnée, a en con-
stituer un nomogramme aussi simple que possible, c¢’est-a-dire sur
lequel figurent des ¢léments de la nature la plus simple, et de la con-
struction la plus facile, entre lesquels soit établie la liaison graphique
de la constatation la plus immédiate.

Pour définir un tel mode de liaison graphique, nous conviendrons
d’abord d’étendre un peu, au point de vue graphique, le sens du mot
« contact » en 'appliquant non seulement dans I'acception ordinaire
qu'on lui donne en géométrie, mais encore pour exprimer le fait
qu'un point se trouve sur une ligne. En particulier, le parallélisme
entre deux droites nous apparaitra, dés lors, comme un contact gra-
phique, celut d'une des deux droites avec le point a 'infini de
I'autre.

Quant a la coincidence de deux points, elle équivandra d'apres
cela a un contact double, savoir celui d'un des deux points avec deux
lignes quelconques passant par I'autre. De méme pour la coincidence
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de deux droites qui équivaut au contact del'une avec deux points pris
sur I'autre.

La notion de contacl étant ainsi élargie, on peut admettre, a titre
de postulat, que les scules liaisons graphiques précises, vérifiables
a vue, se réduisent a des constatations de contacts.

Nous exprimerons le contact entre les éléments E et E’, points ou
lignes, par la notation

E=E,
qui s’énoncera : E en contact avec E.

La coincidence de deux points P et P étant, d'aprés ce qui vient

d’étre dit, équivalente a deux contacls, sera dénotée

P,
et, de méme, la coincidence de deux droites D et D',
DED.

Parfois, nous adjoindrons a la désignation propre de I’¢lément le
nombre des cotes y afférentes, mis entre parenthéses; parfois méme,
lorsqu’il ne pourra en résulter aucune ambiguité, nous ne ferons
figurer, dans la notation du contact, que les nombres de cotes des
éléments y intervenant. ’

Nous aurons d’ailleurs, le cas échéant, a envisager des éléments
isolés, n’appartenant a aucun systéme, donc dépourvus de cote, qui
seront dits constants et désignés comme E (o) ou simplement o.

Enfin, lorsque nous aurons a préciser que tel ¢lément est un point,
une droite, un cercle, une ligne quelconque, nous le désignerons,
plus particuliérement, par 'une des lettres P, D, C, L.

Pour ce qui est de I'écriture des équations représentées, nous
aurons systématiquement recours au mode de notation que voici, par
nous introduit en nomographie dés P'origine : chaque variable sera
désignée par la lettre 5 affectée d’un indice correspondant : z,, 5.,
34, ..., et toute fonction de ces variables sera représentée par une
lettre affectée de tous les indices des variables correspondantes.

Nous écrirons donc fy, fa, fiay vy fra..nn pour f(s,), f(52),
FACITE- T N A C-T7 T A N A R

(') Il arrivera que nous représenlerons aussi des coefficients entrant dans certaines
équations par des lettres affectées d'indices. suns qu’il puisse en résulter la
moindre confusion.
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Nous dirons, en outre, avec M. Soreau (29), qu'une équation de
la forme
flfz---fn"‘glg‘z-'.gn‘F---—_'—'or

est nomographiquement rationnelle, et si, une fois nomographi-
quement ordonnée par rapport a z;, c’est-a-dire mise sous la forme

fl_f'l;t...u"“glg'zs...n “+...=0,

ou les fonctions fy, gy, ... sont linéairement indépendantes, elle
comporte p, + 1 termes, qu'elle est d’ordre nomographique p, par
rapport a z,. La somme p = p, +p,+...4p, est Vordre nomo-
graphique total de I’équation. '

Ainsi I'équation d’ordre nomographique total 3 la plus générale,
qui est d’ordre nomographique 1 respectivement par rapport a 3.
Za, Iy, SPécrira ‘

Afifofs+ Bifofs+ Bafsfi—+ By fifa+ Cofi + Cofa+ Cafs+D =o.

8. Equations a deux variables. — Dans le cas de deux variables,
on voit que les seuls types possibles de nomogramme répondent aux
notations )

E(1)=E (1) et E(2)=E'(0)

Or un E(2) ne peut étre qu’un point P(2) qui doit étre mis en con-
tacl avec une ligne L(0). Le second type se particularise donc néces-
sairement en

P(2)m o).

Pour le premier type on peut supposer que les éléments E et I
sont des lignes quelconques. La liaison graphique équivaudra alors
au contact géométrique entre les courbes respectivement cotées s,
et 3,. Mais, il est bien clair (comme on peut, au reste, s’en rendre
compte en considérant la ligne L, lieu de ces points de contact, et la
déformant pour la rendre droite), que tout nomogramme de ce type
peut se réduire a un ensemble de deux échelles fonctionnelles portées
de part et d’autre d’'un méme axe (').

(') On peul tout aussi bien, en dédoublant, en quelque sorte, I'axe commun,
déplacer les deux échelles I'une par rapport a 'autre dans le sens perpendiculaire &
leur direction commune en tracant,de I'une & I'autre, un systéme de droites perpen-
diculaires a cette direction, suffisamment rapprochées pour permettre d’établir la
correspondance entre les points de ces deux échelles. Le nomogramme est alors &
échelles paralléles.
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Il est dit, pour cette raison, @ échelles accolées.
Soient £ =uf, et x=pf; les équations de ces deux échelles.
L’équation représentée sera donc

Ji=fa

Pour le nomogramme du second type, le réseau des points a deux
cotes est évidemment arbitraire, attendu que si I'on se donne de
facon quelconque, pour les svstémes ( 3,) et (3,), les équations

) . . ) |

10y ¥, 51) =0,

Lolx, ¥y 72) =0,

les lignes 3, et z, dont les cotes seront liées par une équation quel-
conque
frz =0

se couperont sur une ligne L dont I'équation proviendra de I'élimi-
nation de z; et 3, entre les trois derniéres équations écrites. On
pourra donc, dans tous les cas, définirle réseau (34, 52) au moyen des

équations
L= 4 By, Y = 2233,

qui donnent des systémes de perpendiculaires aux axes, menées par
les points d’échelles métriques portées par ces axes. L’équation de la
ligne L sera dans ce cas

ft-z (5:, ﬁ;) = o.

\

On rctombe ainsi sur le procédé classique de représentation de
toute loi a deux variables, familier méme aux personnes tout a fait
étrangeéres a la géométrie analytique.

9. Equations a trois variables. - La liaison graphique entre
trois variables ne pourra étre réalisée que par un contact E(1) = E(2).
Or un élément E(2) ¢tant nécessairement un point Pi2) qui, par
ailleurs, ne peut étre mis en contact qu'avec une ligne, la notation de
tout nomogramme a trois variables ne comportant que des éléments
fixes sera donc de la forme

Pioyw L)

Ainsi, la ligne z, passera par le point (3, z») de rencontre des



ESQUISSE D'ENSEMBLE DE LA NOMOGRAPHIE. 1)

lignes s, et =5, ou, ce qui revient au méme, les trois L gnes sy, 33, 3,
concourront en un méme point. Tel est le mode le plus général de
représentation d'une équation a trois variables au moyen de trois
systémes cotés sur un plan, sans nul élément extérieur a ce plan.

On remarquera, en oulre, que, parmi ces trois systémes colés,
deux sont arbitraires.

Etant donnée, en effet, I'équation

fx-zs =0,
si 'on se donne arbitrairement les systémes (3,) et (32), d’équations

ai(xy) v, 31 =o,

L2020, ¥, 32) =0,
on obtient I'équation du systéme (33)
a3ty ¥, 33) =o,

en éliminant z; et 3, entre les trois équations précédentes. Déter-
miner les trois équations (bien entendu, supposées représenter des
lignes réelles) g, =0, g =10, &3 =0 pour une équation fi,3 =0
donnée, c’est opérer la disjonction des variables que lie cette
équation.

On peut d’ailleurs, dans tous les cas, prendre pour systémes (zy)
el (sa)

x =10 3y, )= 123,

ce qui donne pour (z;) 'équation

rov \
./12:; (—’ —> 53) = 0.
N TR L]

Tel est, bien entendu, le mode de représentation qui s'est présenté
tout d’abord a Pesprit des premiers chercheurs dans cette voie, Pou-
chet notamment (26), dont Terquem a fait remarquer I'identité avec
la représentation d’une surface rapportéc au triédre trivectangle Oy s
par les projections de ses courbes de niveau sur le plan Oxz)y-, et
qui, jusque dans les derniéres années du xi\° siécle, a été le seul usité.

Tout nomogramme ainsi constitué ayant Paspect général d'un

damier (en grec #5a2) sur lequel sont tracées les lignes du sys
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téme (33) a été dit, d’aprés Lalanne, un abague ('); nous ajoutons
cartésien, lorsque, comme ci-dessus, les échelles portées sur Oz
et Oy sont métriques.

[l semble, au premier abord, puisque toute équation a trois variables
est ainsi représentable, qu'il n'y ait pas lieu d’envisager d'antre choix
des équations de disjonction. Mais I'intérét d’un choix différent appa-
rait quand on se rend compte qu’il permet, en certains cas, de n'avoir
a construire que des lignes plus simples que celles qui devraient étre
tracées sur 'abaque cartésien.

Par exemple, dans le cas de la multiplication

3139 == 33,

pour laquelle I'abaque cartésien comporte le tracé d’hyperboles équi-
latéres, si, au lieu de prendre pour (3,) et (3:) les perpendiculaires
a Oz et Oy correspondant a des échelles métriques, portées sur ce-~
axes, on prend celles que déterminent les échelles logarithmiques
L r = nlogs, y=plogaz,,
il vient pour (z;)

r +y =plogs;,

droites d’un tracé immédiat puisqu'on les obtient en joignant les
points de méme cote pris dans les échelles déja portées sur Oux
et Oy. C'est ainsi que Lalanne a construit son premier abaque a «na-
morphose.

D’une facon plus générale, on peut dive qu'il y a anamorphose
chaque fois que la disjonction cst différente de celle que comporte
I'abaque cartésien.

10. Anamorphose rectiligne. Cas des faisceaux de droite paralléles.
— Le cas le plus simple, le plus important, tout a la fois, et le plus
fréquent, est celui ot 'anamorphose permet de construire le nomo-
gramme a lignes concourantes uniquement avec des droites, auquel
cas, cette anamorphose, envisagée pour la premiére fois sous cette
forme générale par Massau (14), peul éwve dite rectiligne. En ce cas,

(') Nous tenoas cette ¢tymologie de la bouche méme de Lalanne. Clest aprés que
nous avons, dans 48, étendu ce terme a tout graphique coté¢ représentatit 'une
équation, qu'il est, danx cette acception généralisée, devenu d'un usage courant Le
terme de « nomogramme » nous a, depuis lors. paru plus correct.
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les équations de disjonction étant de la forme

Six+&y +hy=o,
_fgl‘ -+ &) + /Ig: 0,
f;x -+ £3) -+ 113 = 0,

l! - M N A ’ Al
equatnon representee n est autre que

[ fi &1 M
Ass= |2 &2 M| =o.
Sf3o & Mg

que nous écrirons encore sous la forme condensée
| figiki| =0 (i=1.2,3)

La plupart des équations a trois variables rencontrées dans les
applications techniques appartiennent a ce type. Elles se présentent
généralement d’abord sous la forme

(1) JiFa+ £, Gys+ =y Hyy = 0.

Pour y cffectuer la disjonction des variables sous la forme voulue,
on pose
Foy R LEE
stv )= \ )

-~

w

xXr ==

=

et Pon élimine successivement 3, et 3o entre ces deux derniéres
équations. Si Péquation est susceptible d’anamorphose rectiligne, le
résultat de chacune de ces éliminations est linéaire en .z et .

Une forme d’équation trés fréquente rentrant dans ce type cst
celle qui s’écrit

(2) Jifa+fags+hy=o,
pour laquelle la disjonction est immédiate par les équations

r=wf, y=pfn

P 3T = &3 Y - ks =o.
Nous n'insistons pas davantage sur ce sujel parce que les équations
sus-visées peuvent étre représentées suivant un autre mode plus

avantageux qui sera ¢tudié plus loin (n" 14) en détail.
Lorsque I'équation donnée se réduit a la forme

(3 ./‘|+./.2—i—f3=0,

MEMORIAL DES SC. MATIL, — N* 4 2
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la disjonction, si Pon adopte le méme module pour les échelles (z,)
¢l (3,), en est immédiale par les équations

c=ufi, b= pfy,
T +y+ufy=o.

Cette derniére équation définit un faisceau de droites perpendicu-
laires a la bissectrice O¢ de langle 2O ), sur laquelle elles déter-
minent 'échelle

t=— " f
V2

Les trois échelles (5, ), (32), ( 55) élant ainsi portées respectivement
sur Oz, Oy, O¢, sil'on déplace sur le plan un transparent d’orien-
tation constante sur lequel soient tracés trois index Ty, [, I;
respectivement perpendiculaires & Ox, O), O, ces trois index
coincideront a chaque instant avee trois droites concourantes prises
dans les trois systémes el marqueront, par suite, sur les trois échelles
des valeurs de s, 5., 353 satisfaisant simultanément a I'équation
donnée, d’ou Pavantage de ramener l'interpolation & vue a n’étre
pratiquée que sur de simples échelles et non dans des faisceaux.

Cet artifice a été imaginé par divers auteurs, M. Blum notam-
ment (2), a propos de certains cas particuliers. M. Lallemand, qui
en a eu l'idée de son coté, I'a complété par un autre permettant la
construction des trois échelles au moyen du méme module et qui
consiste a prendre des axes Oz et Oy faisant entre eux un angle
de 120° tout en conservant des coordonnées orthogonales, cest-
a-dire déterminées par les pieds des perpendiculaires abaissées du
point qu'il s’agit de définir, sur Oz et Oy-.

Dans ce cas, on voit immédiatement que les échelles portées sur
O.r, Oy, Ot sont délinies respectivement par

r=ufi. y=ph F=—pfs

Les trois index concourants faisant alors entre eux des angles de 6o°
se confondent avec les diagonales d’un hexagone régulier, d'ou le
nom d'hexrogonal donné a un tel abaque.

11. Anamorphose circulaire. Equations quadratiques. — On
peut, plus généralement, envisager 'anamorphose dite circulaire,
qui admet 'emploi non seulement de droites, mais de cercles; bien
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que les occasions d'y recourir soient infiniment plus rares, on a pu
en rencontrer quclques exemples dans des cas isolés, d’ailleurs trés
simples, avant que la théorie en ait été donnée sous sa forme la plus
générale dans 21 (1™ édition, p. 113) et amenée a une forme plus
simple dans 24 (1™ édition, p. 191).

Dans ce cas, les équations de disjonction peuvent s’écrire

?1'(-7’2+.}’2')+f1-7‘;§1_)'+ /“ =0,
(1) (224 Y2+ frx gy + ly= 0,
23(22+ )+ f32¢ + &3y + hy=o,

une ou deux des fonctions ¢ pouvant se réduire identiquement a o.
Représentant, comme au n° 4, d'une maniére géncrale, la quan-
tité fio; - /% par la notation | fi0; |, nous voyons que I'élimination
de 22412 entre les trois équations précédentes prises deux a deux
donne
1/]?2‘-2‘“'— L1192 l,V—*— | ’ll'-?zl =0,
() [f29s &+ &29s |y + | lags| =0,
[ fspr |+ gaq !y +| h:;?l | =o.

Convenons maintenant, en posant, comme au n° 10,
A= \Siziliy  vi=1.2.3)

de représenter par Ap, Ay, Ay ce que devient ce déterminant lors-
qu'on y remplace les f, ou les o ou les /i, par les o.

On voit alors que la somme des Lrois équations ( 1) respectivement
multipliées par | fo g3, [ f3.2/] | fi 22| donne

A2+ y2)+ A =o,

et que la somme des trois équations (2) respectivement multipliées

une premicre fois par 2, 2., g3, et une seconde par /4, /s, f; donne
_\/,{I‘— l_/‘: 0,
A/,uV —A,=o.

~

Dés lors, le résultat de I'élimination de x et )- entre les trois der-
niéres équations ¢crites sera

A; - .\;%,-l— AN, = o,

Telle est la forme générale de I'¢quation représentable par trois
systémes de cercles.
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Si deux de ces systémes, (3,) et (3,) par exemple, se réduisent a
des systémes de droites, auquel cas o, et ¢, sont identiquement nuls,
I'équation précédente, o I'on peut toujours faire ¢, =1, se réduit &

Ifilo P41 g1he 241 fig2] A=o.

Parmi les types d'équation susceptibles d’anamorphose circulaire,
nous citerons celui de I'équation quadratique en f,, fi, f3 la plus
générale qui peut s’écrire

SA S 2EiBif i fi+ 220 fi+D=o (6 ), h=1,2,3)

et qui est nomographiquement d’ordre 6.
Sil’on pose AjA;— B} =3}, cette équation c¢st représentable au
moyen de deux faisceaux de droites paralléles

(31) Ay +8fi=o,
( 32) O3 — Bgv‘l’ -+ 63_/‘2: o,

et d'un systéme de cercles

AES;;( $2+_}’2)—2(|21.ﬁ;+ (‘.2)83:1‘ —_2 [(' :\2“-3— Bl B;s)f:s—i— \2(_;1—‘ BZJC:Z.LV
—+- Bg(A;_ﬁ —+ 2(:3f3—|— D) = 0,

cercles dont les centres sont en ligne droite et dont I'enveloppe est
une conique. La réalité de cette représentation suppose, on le voit,
qu'une au moins des dilférences A;A; — B} est positive,

Le résultat précédent est un cas particulier pour m; =o et m, =1
de celui qui se trouve établi dans 19.

12 Equations 4 quatre variables. dissociables en deux équations
a trois variables. Echelles binaires. — Pour représenter sur un
plan une équation a quatre variables, il faudrait y réaliser un
contact E(2)HE'(2). Pour 'un de ces éléments, on peut prendre
un point & deux cotes; mais I'autre, devant étre alors nécessairement
une ligne, ne saurait étre qu'une ligne condensée a deux cotes (n°® 6).
Cela montre que toute équation a quatre variables ainsi représentable
devra pouvoir se mettre sous la forme

(1) S12= fane

D'aprés M. Goursat ( Bull. de la Soc. math. de France, t. 27,
1899, p. 27) pour qu'il en soit ainsi de I'équation F,.3, =0, il faut
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et il suffit, si I'on représente le jacobien

IF JG
R y
OF oG par D,‘le,()(,
Ej IE/

que l'on ait identiquement

oFF . JF JF . JF
. oz | P am | = 0w PP aa
Sil'on pose
(7;) f35 =,

on représente, comme il a été dit au n°® 8, I'équation
(3) SJiz=1.
On en disjoint les variables au moyen des équations

‘ r?l(xa J‘v zl) =0,
(4)

¥ (_,.,2(1., J% 3'2) =0,

\

’ 1(x, 3, %) =o,

dont deux, comme on I'a vu (n° 9), peuvent étre choisies arbitraire-
ment. La troisiéme de ces équations définit le systéme des lignes
condensées; pour rattacher a chacune de ces lignes tous les couples
de cotes 34, 3, (ui s’y rapportent, il n’y a qu'a veprésenter a son tour,
de la méme fagon, I'équation(2), en conservant, pour 'une des équa-
tions de disjonction, précisément la troisiéme des équations (4); on

a ainsi
s «:"’3('1"5 )" _Zg) =0,
(5) ' g-’*(xy.}'v 34) =0,
L yie, 3, 0) =o.

Deés lors, les doubles cotes des lignes condensées < leur sont ratta-
chées au moyen d’un réseau (33, 3,), chacune d’elles correspondant
a la fois a tous les couples de cotes z3, 5, des points du réseau par
lesquels elle passe (fig. 2). Mais, on voit bien nettement, d’aprés ce
qui précéde, que la représentation obtenue provient simplement de
Paccolement par un systéme (J) commun (dit systéme de liaison)
de deux nomogrammes a trois variables seulement chacun : 3y, 3., {
pour Pun, 34, 34, 5 pour 'autre.
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Sous une forme un peu plus générale, on peut dire que I’équa-
tion F(4,, = o n’est susceptible d'un tel mode de représentation que

si, moyennant I'introduction d’une variable auxiliaire J, elle est d//s-
sociable en deux équations

Julsiis, L) =0,  fuls, 5.0 =0,

oo X

telles que Pélimination de ¢ entre ces équations redonne la proposée. .
Le choix du méme systeme (3) pour les deux nomogrammes partiels
établit entre eux une liaison graphique qui dispense d’inscrire les
cotes de ce systeme. D'ailleurs, la liaison graphique qui fixe le mode
d’emploi du nomogramme peut étre dénotée

(3, 3a)™ 7, (33, 340

Si, par exemple, on se doune z,, 34, 33, il suffit. pour avoir s, de
live la cote de la ligne du systéme (3,) passant au point ou la ligne z.
est coupée par la ligne J issue du point (34, 33).

Les systémes de lignes condensées permettent, a leur tonr, comme
on I'a dit au n® 6, de définir des systémes de points condensés; il
suffit pour cela de couper I'un d’eux (J) par une ligne L quelconque
et de regarder chaque point ainsi obtenu sur L comme affecté de tous
les couples de coles que le réseau des doubles cotes fait correspondre
a la ligne { aboutissant en ce point. _

Clest ainsi que tous les points de O .z pourront étre regardés comme
des points & deux cotes 54, 3, par U'intermédiaire d’un faisceau de
droites A perpendiculaires a cet axe ct tracées a lravers un réseau de
points affectés de ces deux cotes (fig. 3). Un tel dispositif constitue
ce qu’on appelle une échelle binaire accolée a O.x.
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Dans tout nomogramme ou interviennent des échelles fonction-
nelles portées sur des axes, il suftit d’accoler a chacun de ces axes

une échelle binairve pour doubler le nombre des variables correspon-
dantes.

Clest ce qu'a fait M. Lallemand, sur une suggestion de M. Prévot,
pour ses abaques hexagonaux, ce qui lui a immédiatement fournt la
représentation d’équations de la forme

Ju+fas+ fis=o.

Mais il est essentiel de remarquer gqu'une telle représentation pro-
vient tout simplement de 'accolement de trois nomogrammes auxi-
liaires, représentatifs des équations

4=/ L= fas, 23,:/036’

a I'abaque hexagonal représentatif de I'équation

oY

G+

X

a2+ L3 = 0.

13. Equations 4 un nombre quelconque de variables, dissociables
en une suite d’équations a trois variables. Systémes ramifiés. —
Ce qui vient d’étre dit a propos des équations a quatre variables
comporte une généralisation immédiate pour le cas d’un nombre
quelconque de variables. Que I'on remplace chaque systéme de lignes
simplement cotées, intervenant dans un nomogramme a trois variables,
parun systéme de lignes condensées a deux coles en lui adjoignant
un réseau, puis, de méme, chacun des systéemes constitutifs de ce
réseau par un systéme lui-méme condensé a deux cotes, et ainsi de
suite; on obtiendra de cette maniére, les systéemes ramifiés de lignes
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condensées a un nombre quelconque de cotes; la figure 4 montre un
tel systéme de lignes C a quatre cotes.

Fig. 4.

Les équations & n variables représentables par ce procédé pourront
¢tre formées comme suit : partir d’une équation a trois variables; y
remplacer une ou plusieurs de ces variables par autant de fonctions
de deux variables; opérer de méme sur les variables figurant dans la
nouvelle équation ainsi obtenue, et ainsi de suite.

Mais il convient de ne pas s’y tromper : an point de vue nomogra-
phique, une telle représentation est constituée non pas intrinséque-
ment par un nomogramme a n variables proprement dit, mais par un
enchainement de nomogrammes a trois variables, que I'on pourrait,
si on le voulait, isoler les uns des autres a la condition de coter les
systémes de liaison, communs a ces nomogrammes partiels pris deux
a deux, au moyen des valeurs de la variable auxiliaire correspon-
dante.

Pour obtenir, dans le cas de plus de trois variables, des nomo-
grammes intrinséques, ¢'est-a-dire non dissociables en nomogrammes
a un moindre nombre de variables, ou, ce qui revient au méme, dans
lesquels n’interviennent point de variables auxiliaires, il faudra avoir
recours i un aulre principe de représentation (n° 14).

Les nomogrammes constitués comme il vient d’étre dit com-
prennent donc a la fois des systémes terminaux, colés au moyen des
variables entrant dans I'équation donnée, et des systémes intérieurs,
dits de liaison, correspondant aux variables auxiliaires (qui ont permis
la dissociation de I'équation a n variables donnée en équations a trois
variables.
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L’introduction d’une variable nouvelle ayant pour effet de trans-
former un systéme coté en systéme de liaison, on voit que, pour
n variables, le nombre des systémes de liaison est n — 3, et, par suite,
le nombre des nomogrammes partiels a trois variables. en lesquels se
décompose le nomogramme total, n — 2. De plus, puisque, pour I'un
quelconque de ces nomogrammes partiels, nous avons le libre choix
de la nature géométrique des lignes de deux des systémes interve-
nant, et que, par conséquent, en passant d’un de ces nomogrammes
a un nomogramme contigu, par un systéme déja défini, il nous res-
tera encore le choix d’un des deux autres syst¢émes pour celui-ci,
nous voyons que le nombre total des systémes dont nous pouvons
fixer arbitrairement la nature géométrique est égal a n —1.

Il suftit de pratiquer une coupure en travers de chacun des n—3
systémes de liaison, en repérant, d’un coté a I'autre de la coupure,
les lignes du systéme de liaison ainsi interrompues (notamment au
moyen des valeurs correspondantes de la variable auxiliaire ayant
servi a définir ce systéme) pour isoler les 2 — 2 nomogrammes par-
tiels a trois variables dont se compose le nomogramme total.

Il est essentiel de faire encore la remarque suivante : une équation
& n variables pourra, en certains cas, revétir la forme voulue, spé-
cifiée au début du présent numéro, a la condition qu’'une méme
variable z; figure a la fois dans plusieurs des fonctions ultimes aux-
quelles aboutissent les substitutions successives a partir de trois va-
riables, et, par suite, que cette variable donne naissance a plusieurs
systémes de ‘lignes cotées au moyen de ses propres valeurs. Cela
devra étre évité autant que possible, le modéle théoriquement parfait
de nomogramme ne devant évidemment comporter qu'un seul sys-
téme coté par variable entrant dans I'équation donnée. Toutefois, on
pourra, le cas échéant, recourir a une telle maniére de faire, mais a
la condition formelle que la variable 3; n'ait jamais a étre prise
comme inconnue, attendu qu’elle ne pourrait étre donnée par le
nomogramme que moyennant certains taitonnements () et que le but

(*) On voit bien aisément en quoi pcuvent consister de tels tatonnements. Si la
variable 3; entre dans p systémes, on lui attribue, dans p —-1 de ces syslémes, une
valeur voisine de celle que 'on présume devoir étre la sienne, puis, la regardant
dans le pitme sysiéme comme une variable distincte, on détermine, au moyen du
nomogramme, la valeur correspondante de celle-ci qui, si la valeur de départ étail
exacte, lui serait égale; et I'on modlifie cette valeur de départ jusqu’a ce qu'il en soit
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que I'on se propose en nomographie est précisément d'obtenir les
inconnues par de simples lectures sur les nomogrammes, de fagon
immédiate et sans ldtonnement.

Si I'on tentait, par exemple, de représenter I'équation en forme
de déterminant du n°® 10 par un abaque hexagonal & échelles mul-
tiples, on devrait faire correspondre a chacune des trois variables
deux systémes cotés, dou résulterait qu’aucune d’elles ne pourrait
étre prise pour inconnue et, par suite, qu’une telle représentation
serait purement illusoire.

CHAPITRE III.

NOMOGRAMMES A POINTS COTES.

14. Principe des points alignés. — Les avantages, signalés deés le
n“ 1, des systémes de points sur les systémes de lignes, tant au point
de vuc de la simplicité et de la rapidité de la construction qu’a celui
de la facilité et de la précision de la lecture, surtout lorsque celle ci
comporte une interpolation a vue, rend désirable le plus large emploi
possible de points cotés dans la composition des nomogrammes. Or,
on a déja dit (n° 10) que I'immense majorité des équations rencon-
trées dans les applications sont représentables au moyen de systémes
de droites concourantes. II suffit donc d'appliquer a un tel nomo-
gramme une transformation dualistique quelconque (bien entendu,
avec conservation des cotes) pour en obtenir un autre sur lequel les
seuls systémes cotés seront des systémes de points, la liaison gra-
phique devenant alors I'alignement de trois de ces points sur une
méme droite. Il faut, dés lors, pour établir la Liaison graphique entre

ainsi. On peut, au reste, grandement abréger ces tatonnements en appliquant un
procédé que I'on peut dire classique en pareil cas (voir nolamment 24, n° 18) et qui
consiste, si Pon prend pour abscisse la valeur de départ admise. pour ordonude
I'écart pris avec son signe, entre celle-ci et cclle qu'on en déduit, ainsi qu'il vient
d'étre dit, a se procurer deux valeurs de départ conduisant a des écarts pelits el de
sens conlraires, el a prendre le point de rencontre de I'axe des abscisses et de la
droite joignant les extrémités des ordonnées représentatives de ces écarts, ce qui
équivaut A une simple traduction graphique du mode d’'interpolation dit par parties
proportionnelles.
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les éléments cotés, disposer d’une droite mobile, ou index, dépla-
cable & volonté sur le nomogramme ().
On voit que cette liaison graphique s'exprimera par le symbole

(= Py DDy, DDy,
ou 1 représente U'index et P; le point coté s

LLa forme la plus avantageuse a donner & la transformation voulue
consiste tout simplement dans I’échange de coordonnées carlésiennes

IFig. 5.
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en coordonnées paralleles (n°3); c'est sur ce simple échange qu’a é1é
fondé, dés 'origine, le principe de la nouvelle méthode (16). Il peut
étre effectué directement sur un nomogramme a droites concourantes

(1) Cette (vroite pourra étre tracée, d’un trait fin, sur un transparent appliquésur
le plan fixe portant les systémes cotés, ou réalisée au moyen d'un (il tendu sur ce
plan.
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déja construit. Les figures 5 et 6 en fournissent un exemple, sur
lequel, au reste, les avantages du nomogramme a points alignés,

Fig. 6.

au point de vue de la commodité de la lecture, sautent, peut-on dire,
aux yeux (V).

Mais, d’une maniére plus générale, on obtiendra les nomogrammes
a points alignés en formant les équations de disjonction comme
au n° 10, avec simple remplacement des coordonnées cartésiennes x
et 3 par les coordonnées paralléles « et ¢, les points ainsi définis par
leur équation étant déterminés par P'un des procédés indiqués a
la fin du n° 3, au besoin complétés par ceux étudiés au n° 4.

Ainsi, par le procédé du n° 10, les trois variables de toute équa-

(') La figure 5 est un fragment d’une Table graphique pour lUarpentage des
coupes qui était naguére en usage a I'Ecole forestiére. La graduation porlée le long
de O)- y sert a la fois pour les systémes (3,) (droites perpendiculaires & cet axe)
et (5;) (droites inclinées sur cet axe), ce qui entraine, sur la figure 6, le fait
que les points 3, et 3, de méme cote sont alignés sur le point z, = o. L'enveloppe
des droites z; de la figure 5, corrélative du lieu des points z, de la figure 6 serait
pratiquement impossible 4 déterminer par la voie simplement graphique, ce qui
implique un nouvel avantage des points alignés, trés appréciable notamment
quand il s’agit de la représcntation de certaines lois empiriques (24, Chap. IV,
Sect. IV, et 24, n° 71).
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tion représentable par points alignés peuvent étre disjointes au
moyen d’équations de la forme

ufi+vgi+hi=o0 (i=1,2,3),
et I’équation elle-méme s’écrira
Am=|fi & hil=o0 (i=1, 2, 3)

Remarquons tout d’abord que le support de I'échelle (z;) sera rec-
tiligne, ou non, selon que les fonctions f;, g, h; seront, ou non,
linéairement dépendantes, c’est-a-dire exprimables linéairement,
ou non, au moyen d’une seule fonction de z;. Nous appellerons genre
d’un nomogramme a points alignés le nombre des échelles a support
non rectiligne que comporte ce nomogramme, nombre qui varie, par
conséquent, deo a 3 (').

Nous ferons aussi observer que 'on peut trouver des couples de
valeurs de deux des variables pour lesquelles la troisiéme devient
indéterminée; il suffit pour cela que, dans le déterminant, les termes
homologues de deux lignes soient proportionnels. Par exemple, les
équations

I
fo

fourniront les couples de valeurs de 3., 35 qui rendent la variable 3,

_ &2 hy
& Iy

indéterminée. Ces couples de valeurs se rapportent nécessairement
4 un méme point.

De telles valeurs des variables sont dites critiques, le point auquel
est appliqué un couple de telles valeurs, un point critique. Tout
point commun aux supports distincts de deux systémes cotés cst
nécessairement un point critique.

Si la disjonction opérée dans I'équation donnée conduit a une dis-
position de systémes cotés peu commode, en particulier, si les frac-
tions de ces systémes, limitées aux valeurs pratiques des variables,
sont constamment coupées sous un angle trop petit par 'index unique
servant a la lecture, on peut y remédier en ayant recours a la trans-

(') Celte notion de genre ne fait pas double emploi, comme on a pu le croire,avec
celle d’ordre définiec au n° 7. La notion d’ordre se rapporte a 1'équation représentde,
celle de genre au nomogramme & points alignés. et, pour une équation donnée, la
représentalion peut parfois se fairc par des nomogrammes de genres divers (voirla
note de la page 3R).
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formation homographique la plus générale qui, dépendant de
huit paramétres, laisse libre le choix de quatre points. On peut, par
excmple, lixer aux extrémités de deux cotés opposés d’un rectangle
les points correspondant aux valeurs limites, en pratique, des deux
variables prises pour données. Pour définir une telle transformation
homographique de la fagon la plus générale, il suftit de multiplier
I'équation mise sous la forme du déterminant ci-dessus par le déter-
minant, supposé non nul,

Aowoov
S~ ’ '
1. R J
PSR S

ce qui donne le nouveau déterminant

Prfi+pgivvhy Wi pai+=v i Wi a g+ il =0

({=1, 2, 3.

On trouvera un exemple particuliérement caractéristique dappli-
cation de cette méthode dans 21 (n® 86 ).

15. Nomogrammes de genre zéro. — Lcs types canoniques d’équa-
tions représentables par des nomogrammes a points alignés, de genre
¢ 8 ¢
zéro, peuvenl s'éerive

() f]+‘fz+_/.;5:0
el
(2) Ji+fofs=o0,

dans chacun desquels on opére la disjonction au moyen des mémes
équations

(3) u = f, v =i/

qui délinissent, sur \u et Bo, des échelles des fonctions f ct f,. et
qui donnent, comme équation du troisiéme systéme,

(4) Hall v+ gt fy = 0
dans un cas, et
(5) wolt + 1y fzv =0

dans l'autre.
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[’équation ( 4), qui entraine
_ k2
r o+ ;.Lg'/'h
définit T'échelle de la fonction — f;, portée avec le module
St

Pa= oy SUr la paralléle aux aves qui divise leur intervalle dans
1

Ly

le rapport—- ng (n° 3, 2°).

L’équation (5) définit une échelle projective de celle de f; sur
I'axe AB (n° %).

Mais, d'aprés ce qui a été vu au numéro précédent, I'équation la

? I q | ’ 1

plus générale représentable par un nomogramme de genre zéro est
celle dont le premier membre se met sous la forme du déterminant
A1y lorsque les éléments de chaque ligne s’expriment linéairement i
I'aide d'une seule fonction f;. Aprés développement d'un tel détermi-
nant, I'équation est donc nécessairement de la forme

(6) ANSofo+=SBifi fr+ 2Cifi+=D =0 (0o Jo ke =1,2,3",

par suite d'ordre nomographique 3. Inversement, étant donnée une
telle équation, proposons-nous d'en construire un nomogramme.
Puisque, comme nous Pavons vu au numéro précédent, ce nomo-
gramme n'est déterminé qu’a une homographie générale preés, nous
sommes libres de nous donnerquatre droites qui en fassent partie, par
exemple celles Dy, D,, D, qui serviront de supports respectivement
aux ¢chelles (z,), (z2), (35) et celle sur laquelle s'aligneront trois
points ay, @, a; de ces échelles dont les cotes satisfassent simultané-
ment a I'équation (6) [ fig. =|. Les points P,, P, PP; ot se rencon-
trent les trois supports sont les points critiques, dont les cotes
(S5 <o) (20,00, (8, 350 sont des couples de valeurs critiques
correspondants ('). Dés lors, tout est déterminé, puisque, pour
chacune des échelles (s;), projective de celle de la fonction f;, on
1owen

connait trois poinls, savoir ceux qui sont cotés a;, i, 5;(*).

(') C'est a loccasion de cetle question que nous avons introduil dans celte
théorie la notion des points critiques.

(*) Si, pour certaines valeurs de f,, la valeur correspondante de 3; est imaginaire
(ce qui est le cas, par exemple, pour sin 3; lorsque cette fonction prend des valeurs
supcérieures & 1 en valeur absolue), il n’y a qu'a se servir de f; méme comme para-
métre pour la construction. On a ainsi des ¢chelles projectives d’échelles métriques,
sur lesquelles, aprés coup, on inscrit les valeurs correspondantes de s3,.
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Toute la question revient donc a calculer les valeurs critiques
v

Ziet $, — ou, ce qui revient au méme, les valeurs correspondantes

o; et o de f;—et a les répartir entre les points critiques.

FFig. -.

Pour avoir, par exemple, les valeurs critiques relatives aux indices
cet 7, il suffit, équation (6) étant ordonnée en f;, d’annuler les
deux coeflicients de cette équation. On trouve (') ainsi le résultat
suivant : si 'on pose

Fo=XB;C;— AD,
EA = AC,‘— BJ- B/,-, F[= FO—QB,‘C,', (-‘-,'= B,'D — CI‘C/,-,

' el o sont les racines de 'équation
E;of — Figi+ G;= o.
De plus, quel que soit /, on a
F2— {EG;= A,

A étant le discriminant de la forme obtenue en rendant homogeéne le
premier membre de (6).
Par suite,

oc—_F""'—\/A, g’!—FL_LS.
e 2 E; A o E;

On trouve, en outre, que les valeurs critiques attachées & un méme

(') Pour les détails du calcul et de la discussion, voir : 24, n° 75, et 25, n° 69.
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point critique doivent correspondre a des signes différents pris
pour y/A.

Les points de la droite D; étant liés de fagon univoque aux valeurs
de f;, la réalité de la représentation exige que A Zo.
31 A > o0, on a donc le choix entre les combinaisons

Pi(9h, 95), Pa(9h %1), Pa(o), ¢h)
et (1)

Pl(?:’h ?’!1)7 Pl(c"lv 0'.!!)7 P3(c.;,l'|".”,l)’

auxquelles correspondent deux sériesde dispositions, homographiques
entre elles dans chaque série.

"

Si A =0, les deux valeurs critiques ¢}, 2} de chaque fonction se
réduisent a une seule z;, ce qui exige la réunion des trois points P
ea un seul; les trois échelles sont concourantes ().

Si A <o, la représentation devienl imaginaire; on ne saurait la
rendre réelle sans recourir @ unc anamorphose transcendante.
M. Fonlené a fait voir .Voue. Ann. de Math., 3° 3érie, t. 19,
1900, p. 495) que cette anamorphose résulte de la transformation
gi=arc lang f,, la fonction f; étant projective de f;.

Pour obtenir une disposition permettant'emploi direct de I'échelle
de la fonction f; au lieu d'une échelle qui en ~oit simplement projec-
tive, il faut rejeter a I'infini le point on cette fonction devient infinie.
Cette condition pourra généralement étre réalisée pour deux des
fonctions, par rejet a l'infini de la droite joignant les points ou elles
deviennent 'une etl'autre infinies. On pourra, pour les trois échelles,
adopter celles mémes des fonctions f,. fs, /4, lorsque les pointx oi
ces fonclions deviennent infinies se trouvent en ligne droite. Si ces
points coincident chacun avec un point critique, un scul d'entre
eux pourra étre, a la [ois, rejeté a 'infini, sans quoi une des trois
échelles toul entiére y serail elle-méme rejetée (#).

16. Nomogrammes de genre un. Equations trinomes. — Si un nomo-
gramme & points alignés est de genre un, c’est-a-dire comporte deux

(') C'est a cette seconde hypothése (ue correspond la disposition de la figure -,

(2) En pareil cas, en plus des trois supports concourants. on peut sé donner les
alignements correspondant a deux systémes (a,., a,, a;) el (b, b, b;) de valeurs
satisfaisant a 'équation (6).

(%) On trouvera tout le détail de celte discussion dans 21, n° 76, et dans 24. n° i0.

A

MEMORIAL DES SC. MATH. — N“ 1 3
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échelles rectilignes, on peut toujours, par transformation homogra-
phique, rejeter a l'infini le point de rencontre des supports de ces
échelles, et prendre, dés lors, ces supports devenus paralléles pour
axes Au et Be. Dans ces conditions, I'équation représentée prend la
forme

(1) J1&s+ fahs+ fi=o,

d’ordre nomographique quatre, ou la disjonction des variables s’opére
au moyen des équations

u=pfi, ¢ = afs,
Hy &3 U .'Mh'c" -+ !lzfz; = o,

les fonctions étant. hien entendu, ici linéairement indépendantes.
Dans ce 1ype rentrent immeédiatement les équations trinomes telles que
(2) Sh+ps 4+ ¢ =0,

ot la disjonetion se fait au moven de

(3) w=up, =y,
(4) U+ ¢+ uzt=o.
Quel que soit n, on a dailleurs
11—z
t5) £=15 ’
1+ 3

qui définit sur AB une échelle projective d'cehelle métrique (1) (n”2).

On vient de voir que toute équation représentable par un nomo-
gramme de genre un est de Fordre nomographique guatre. M. Clark
s'est proposé de reconnaitre inversement a quelle condition une
équation de cet ordre est susceptible d'étre ainsi représentée. Le
résultat qu'il a obtenu @ la suite de caleuls assez laborieux (4)
découle immédiatement de la considération des valeurs critiques. Fn
effet, les échelles rectilignes étant supposées étre celles de =, el 5.,
on voit que les valeurs o, et o, de fi et f, correspondant au point
de rencontre des supports de ces échelles seront critiques. Si donc

(') On peut ne considérer, pour fa construction de cette échelle, que des valeurs
positives de z, les racines négatives pouvant étre oblenues en valeur ahsolue comme
racines positivis de la transformée en 3. Voir le détail de la construction dans 24
(1 éd., p. 1831 2" ¢d., p. 216,
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By

I'équation a trois variables la plus générale pour I'ordre nomogra-
phique quatre est écrite

(6) Sa(aofrfo+ ayfi + asfo+ as) + &3(bofrfo+ b1+ bafa+ bs)
“+ hg(cofrfat+ e fi+ cafs+ c3) =0,
les ¢quations
ApP1 P2+ @y Q1+ Ag%s+ A3 =0,
boo1ge+ 0191+ bagy+ b3= o,
CoG P2+ Ci P+ CaPa+C3=0

devront avoir une solution communc.
L’élimination de v, et ©, entre ces équations, par une méthode
calquée sur celle que nous avons cmployée au n° 11, lorsque I'on pose

a; a, aqs

D= [)l b~2 b3

Cy C3 Cy

et que l'on représente par D; ce que devient ce déterminant quand on
y remplace a;, b;, ¢; par a,, by, ¢y, conduit i 'équation résultante

() DD;+ DDy =o.

Telle est la condition trouvée par Clark (d'une tout autre fagon,
beaucoup moins simple) domt, suivant la remarque de M. Soreau,
le premier membre se confond avec le discriminant A de la forme
que I'on obtient en rendant homogeéne le premicr membre de (6).

Pour notre part, ayant obtenu cette condition par la voie tres
simple qui vient d’étre indiquée, nous avons fait la remarque que,
lorsqu’elle est remplie, les valeurs critiques de f, et f, sont données
par

D,
“=7p, “=p,’
3

d'ou se déduisent les valeurs correspondantes Iy et Jy et 3, et 3.

En dehors de ces-valeurs affectées au point critique, il suffit de se
donner arbitrairement les cotes de deux points de chacune des
échelles (5,) et (3,) pour que celles-ci soient enti¢rement déterminées
comme projectives de celles de f, et f,. Chaque pointde 'échelle ( z,)
est ensuite déterminé au moyen de deux alignements répondant a des
couples de valeurs de 5, et 5, qui satisfassent avec la valeur corres-
pondante de 35 a 'équation donnée.
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17. Nomogrammes de genre deux. Type conique. — Si, reprenant
I'équation d’ordre nomographique trois la plus générale
(1) Afifofs+ 2B fifi+ 2Cifi+ D =o,

on lui applique le procédé de disjonction indiqué au n° 10 pour for-
mer I’équation A, =0, on trouve, en conservant les notations du
n° 15, complétées par

H;= B,‘([“‘,—— ‘).BjCj—- 2]’;/.-(;/,) -+ 2 _\(:jC/,-,
h=A Fo—ZBIBQB;;,

que I'équation (1) est représentable au moyen des trois systémes de
points cotés
ufi+v=o,
Esf3+(Biu—Av — Fy) fa+ Cyu— Byv +Gr=o,
Esf}+(Biu—Av—Fyfs+ Cou—Byo+ Gy= o,

le premier ayant pour support une droite D (confondue avec AB), les
deux derniers, une méme conique C d’équation

(Bie—Av)—alju+2Ke+A=uo,

A étant toujours le discriminant du premier membre de (1) rendu
homogéne et les s, et 3, en chaque point de Cétant liés parla relation

(2) 2By fy — Fy = 2Ly fy — Fy.

On aurait encore deux autres nomogrammes de méme type par
permutation circulaire des indices 1, 2, 3.

Ces nomogrammes de genre deux, a deux coniques superposées,
ont été étudiés a fond par J. Clark (4) qui leur a donné le nom de
nomogrammes coniques.

Ici, les points critiques sont nécessairement les points de rencontre
de D et de la conique C, les valeurs critiques des f; se répartissant
entre eux suivant les groupes (¢}, 25, 9;) et (2}, 95, 9,)-

Suivant que A >0, A =0 ou A< o, les valeurs critiques ¢ et 9;
sont réelles, égales ou imaginaires et, par suite, la droite D coupe la
conique C en des points réels, confondus ou imaginaires. Mais, dans
tous les cas, la représentation est réelle.

Si I'on opére la transformation

$"i=2E,:f,'—F,' (L= 2,3),
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on trouve, si 'on pose
L] =A F2F3+ ?.BzEng—}— 2 B3E3F1+ L1C1 E2E3,
,\11= Bl F2F3+ ‘),CQE3F2+ 2C3E2F3+ ,.iDEgE;,

gl=Af1+Bl, ]I|=Kf|+Hl, l|=l‘1+l\/[“

que I'équation (1) devient

(1 bis)

g182183+ (&2 &3)lu+ L= o,

forme canonique obtenue par Clark d'une tout autre fucon.
Quand l'équation est ramenée a cette forme, les équations
disjonction prennent la forme simple

i+ hyv -+ =o,
Uw—gw+gi=o
u—g3v+ gi=o,

I'équation de la conique C devenant
v2— ju=o,
et la relation entre les valeurs correspondantes de 3, et 34,

S2= &3.

D’ailleurs 1'équation A,,, = o prenant ici la forme

51 o 4
1 —g g3 =o,
Rt

de

on voit, en développant ce déterminant, qu’elle provient simplement

de la muliiplication de (i bis) par le facteur parasite g, —

8.

Il estclair que, parune transformation homographique appropriée,
on pourra, en outre, fairc en sorte que la conique C soit un cercle.

Voir i cesujet : 24 (n” 84) et 24 (n° 77).

18. Nomogrammes de genre trois. — Clark a remarqué (4, Chap. V)
que la réduction de I'équation (1) du numéro précédent a la forme

canonique
&g+ BEgigi+1igi+38=o,
¢quivalente &

oi+B gil—v gi+o
g:+3 gi—y &3+3| =o,
g&+pB gi—71 &3+
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moyennant lintroduction  du  produit de facteurs parasites
(&1—&2) (g2— g3) (g3— &), conduit a un nomogramme sur
lequel les trois échelles ont pour support commun une cubique, au
point double dc laquelle viennent sc réunir les trois couples de
valeurs critiques, point double réel, de rebroussement ou imaginaire,
suivant que A >0, A =0 ou A << 0. On a donc ainsi, pour 'équation
générale d’ordre nomographique trois, un nomogramme de genrc
trois, a trois supports confondus.

Clark a remarqué, en outre, que, lorsque la condition (7) du n” 16,
pour qu’'une équation d’ordre nomographique quatre soit représen-
table par un nomogramme dec genre un n’est pas satisfaite, cette
équation est nécessairement représentable par un nomogramme de
genre trois (). Nous avons depuis lors, établi cette proposition de la
maniére trés simple que voici : )

Si nous écrivons I'équation développée (6) du n® 16 sous la forme

Saza+ gsfa+lyyia=o,

et que nous lui appliquions le procé¢dé de disjonction du n° 10. nous
poserons

o

12

U = — 0= —.

12 13

v

Mais pour que ces valeurs de « et ¢ conduisent effectivement a la
disjonction voulue, il faut que les trois équations

123=0, Y12=0

W

A2 = 0,

ne soient pas compatibles. Si, en effet, elles ’étaient, on aurait, pour
des valeurs convenables des coefficients X et u,
Tra= hapa—+ p Bz,

et, par suite,
4+ py =1,

équation indépendante de 3y et 3,, ce qui équivaudrait a une impossi-
bilité. Or, la condition d'incompatibilité de ces trois équations est
que le premier membre de la relation (7) du n® 16 (discriminant A

(1) Le fait qu'une ¢quation d’ordre trois peut éire représentée ad libitum par un
nomogramme de genre z¢ro, deux ou trois, et une équation d'ordre un, suivant le
cas, par un nomogramme de genre un ou trois, montre que les notions d’ordre et
de genre sont, par le fait, bien distincles.
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du premier membre de P'équation (6) du méme numéro) soit diffé-
rent de zéro. C'est le résultat de Clark.
On peut observer, en outre, si I'on pose

Uj= c;u— a;, Vi=ci0 — by,
et, conformément & la notation employée au n° 11,
U;V;— U; V=] U;V,]|,
que le résultat de la disjonction aboutit pour 3, et 3, aux équalions
.| Us Vil f24+ (|G V| — | UiV Dfi+ [ U Vsl =0 (4, /=1, 2),

définissant deux échelles du deuxiéme degré, de méme support, savoir
la conique dont I'équation en u et ¢ s’écrit

[ Ug V3|24 Uy Va|2— (| Ug Vi | Ua V3| =+ | Uy Vao|| U Va]) = o.

On trouvera dans les travaux de MM. F. Boulad (3) et Soreau(30)
d’intéressants développements sur la représentation, par nomo-
grammes de genre trois, des équations d’ordre nomographique cing
ou six.

La question, celle-ci purement analytique, s’est nécessairement
posée de reconnaitre a quelles conditions une équation quelconque
donnée est susceptible de revétir la forme

|figihil =0 (i, j, k=103,

et, en ce cas, de déterminer les fonctions fi, gi, hi.

Elle avait été primitivement résolue dans les cas particuliers sui
vants : 1° celui de 'équation (1) du n°® 135, correspondant aux nomo-
grammes de genre zéro a échelles paralléles, par P. de Saint-Robert,
(27); 2° celui de équation (1) du n° 16, correspondant a un nomo-
gramme de genre un, a peu prés simultanément, mais de facon diffé-
rente par Massau (14) et par M. Lecornu (11).

La solution dans le cas général a été donnée d’une fagon compléte
par M. Gronwall (7). Depuis lors, M. Soreau a fait connaitre (80) une
solution grandement simplifiée pour le cas ou I'équation donnée, au
lieu d’étre prise tout a fait quelconque (comme dans la solution de
M. Gronwall ), est supposée se présenter d’abord sous la forme

fiFas+ g1 Gaz+ hqHys=o0,
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19. Nomogrammes a double alignement. — Pour certaines équa-
tions a quatre variables I"y3;4 = o dissociables en deux équations
a trois variables

fl:!(zhz‘-’) :)20, f"H(:fh 33, C)=O,

moyennant I'introduction de la variable auxiliaire {(n° 12), il pourra
se faire que chacune de ces deux équations soit susceptible d’étre
représentée en points alignés. Les deux nomogrammes partiels ainsi
obtenus pourront étre séparés I'un de I'autre, le passage de I'un a
I'autre, par la commune valeur de J, pouvant au besoin étre guidé
par des traits unissant entre eux les points de méme cote sur les deux
échelles (J). Mais, en général, il sera possible d’adopter pour Z la
méme échelle sur les deux nomogrammes partiels; dans ces conditions
les alignements a prendre sur ces nomogrammes se couperont ¢n un
point du support L de cette échelle commune (), dont les cotes
n'auront pas, dés lors, besoin d’étre marquées ; ce point autour
duquel on devra faire pivoter l'index servant a la lecture, pour
passer de sa premiére a sa seconde position, sera dit un prvot, et le
support, lieu de ce point, la ligne des pivots ou, plus simplement, la
charnicre.

Si I et I" désignent les deux positions de I'index, la notation sym-
bolique du nomogramme est

Piml’ Pyl 7w,

L oml” Pyl Py 17

Dans le cas — le plus intéressant pour les applications — ou
cette charniére est rectiligne,M. Soreau a mis sous une forme élégante
(28, p- 320) le type général de I'équation correspondante, grace a
la simple remarque que voici : si 'on regarde la charniére comme la
ligne de terre d’une représentation de I'espace par projections ortho-
gonales, les points (3, ) et (3,) apparaissent comme appartenant & un
des plans de projection, (z3) et (z;) a l'autre; et, comme les
droites (34, 3») et (33, 5;) se coupent sur la ligne de terre, les quatre
points 3y, 3., 33, 3; sont coplanaires. Si donc on les définit en coor-
données paralléles u, ¢, v de I'espace, telles que I'axe Au se con-
fonde avec la charniére, on a, en exprimant que les quatre points
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-
=

sonl coplanaires,

Siog oo My
S s ha
(1) Jr g2 0 Tl =o.

S o gy Iy
Sioo & Iy

Telle est la forme d’équation cherchée. Elle offre 'avantage de per-
mettre, par généralisation de Dartifice indiqué a la fin du n° 14, la
transformation homographique la plus générale de l'ensemble des
deux nomogrammes, en leur conservant toujours méme échelle
auxiliaire (J), au moyen de la multiplication du  déterminant
précédent par un déterminant quelconque non nul a seize éléments.

Les équations du type le plus fréquent rentrant dans le type gé-
néral ci-dessus sont celles qui s’éerivent

(2) S1&+fo=fagi+fu
ou
o 1 N
I & —/f2
= 0,
o o 1 Js '
1 0o & —fi

pour lesquelles on obtient la disjonction voulue tout simplement en
appelant ¢ la valeur commune des deux membres de (2), ce qui
donne, pour le premier nomoeramme partiel

) a I )

lt=:J.§, =_'J‘|f17
Bt + pgae = ppf,
et pour le second,
U= P‘Ca 0 =— f"‘3f3?
Palt + pgyw = ppsfi.

M. Soreau s’est proposé de rechercher a (uelles conditions I'équa-
tion générale d’ordre nomographique quatre, a quatre variables, qui
peut toujours étre amenée a la forme

(3) g8+ 2yygig;+20igi+e=o0 (i j, k1=1,2 3 §4),

est représentable par un nomogramme a double alignement, a char-
niére rectiligne (28 et 830). Il a trouvé d'abord que, pour que les va-
riables de cette équation pussent se grouper dans unc équation de la
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forme Iy, = Fy;, il fallait que I'on et

° arg aris
ot _ Yo Y
'3.; - ‘(-)'; - ag ’
2 2 V21
N
O3 T 23
-~ = = —
Oy T 24

Clark a remarqué que les conditions précédentes se réduisaient a
trois, savoir

et que. de plus, la valeur commune ; de ces rapports devait étre
donnée par

e =& — 127384

Ainsi complétées, les conditions sont suffisantes, attendu que, si
elles sont remplies, on peut mettre I’équation (3) sous la forme (')

&1&+ v —(8&s+ Sugu+ 28

S181+ Saga+ ¢ p(&38s+ 112)

L’équation étant ainsi écrite, il suffit de désigner par g la valeur
commune de ses deux membres et de représenter simultanément les
deux équations

(5) 81818 + 82808 — 8182+ & — =0,
(6) PE83&i+ D383+ 0+ Yap g +p=0,

en leur affectant une échelle (&) commune qui constituera la char-
niére, ce qui est toujours licite quand la représentation est possible,
puisque dans chacun des nomogrammes partiels, on peut disposer
arbitrairement d’une des trois échelles.

Les discriminants des équations (3) et (6). 'une et I'autre
d’ordre nomographique trois, sont d’ailleurs

A =2+ §818sv34
A= p2(p?+ 43384 712)-

Les équations (5) et (6) peuvent étre représentées chacune par un

(') La notation ne doit préter ici & aucune confusion, étant entendu que y,, qui
entre dans le second membre, et y,, dans le premier, sont des coefficients et
non des fonctions.
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nomogramme conique(n°®17)dont I’échelle rectiligne soit 'échelle (g)
déja choisie.

Il est bien clair, sans que nous y insistions davantage, qu’on peut,
a partir de la, multiplier autant qu’on le veut le nombre des aligne-
ments. On a ainsi, dans le cas des points alignés, la généralisation
analogue a celle que constituent les systémes ramifiés pour les lignes
concourantes.

20. Nomogrammes a index paralléles ou en équerre. — Les
nomogrammes a index paralléles, envisagés en premier lieu par
M. Béghin (1), de méme que ceux a index en équerre, par
M. Goedseels (6), ont été rattachés au double alignement par
M. Soreau comme suit :

Lorsque I'équation générale représentable par double alignement,
avec charniére rectiligne, a été mise sous la forme (1) du numéro pré-
cédent, on peut la regarder comme exprimant le fait que les quatre
points

Si &i : .
x_hi, y = li’ 3=0 (i=1,2),
w =i = — 8 P

/Ij’ Y o, 3 hj (.] 'ia 4) .

sont dans un méme plan, les droites P, P, et PP, se coupant deés
lors sur Oz qui forme la charni¢re, lorsque le plan Oxz est rabattu
sur O.ry.

Or, si, dans ce déterminant (1), on remplace les éléments de la
derniére colonne par leur somme avec les éléments correspondants
de la troisi¢eme, et que l'on permute les deuxiéme et quatriéme
colonnes, on le met sous la forme

fn hy o g
.f-z Ilg 0 &2
f3 hy g3 &

i he g0 g

qui exprime que les (uatre points

fi hi .
= - = — L = ( =1,
£ g’:) Y gi, o (¢ I, 2)
; h; .
x=&, =-—li, s=1 (/=3,4)

& 8
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sont dans un méme plan. Mais ici les droites P, P, et P,P;, situées
dans les plans paralléles = o0 et 5= 1, sont paralléles, et il en est
de méme de leurs projections sur le plan O.ry, d'ou le nomogramme
a index paralleles (') dont la notation est la méme que celle du
nomogramme & douable alignement a la condition que la charniére
soit confondue avec la droite a l'infini du plan, ce que nous expri-
merons par la notation

Pywe I’ P,=1T [N

Lom I’  Paml”  Pyml.

Pour passer de la aux index en équerre, il suffit de faire tourner
les systemes (3,) et (z;), donc aussi'index I, d'un angle droit, ce qui
revient a remplacer la seconde ligne ci-dessus par

=g YT, (=3, 4)
La notation du nomogramme devient alors

Pim 1’ Poml’  Pyml” Pyl

21. Nomogrammes a index circulaire. — C’est encore M. Goed-
seels (6) qui, en généralisant le mode de liaison graphique entre
points cotés constitué par l'alignement, a envisagé tout d’abord
les nomogrammes sur lesquels I'index rectiligne est remplacé par un
index circulaire. -

Nous avons, de notre coté, formé, pour la premiére fois, le type
général des équations correspondantes de la facon que voici :

Si a et B sont les coordonnées variables du centre du cercle de
rayon 1 formant I'index circulaire, le contact avec ce cercle des trois
points colés

r=fi. y=gi (i=1,2,3)

s’exprime, si 'on pose
f?—l—g?— rt=hy,

(') Sil'index est tracé sur une équcrre transparente, on le transporte de sa pre-
miére & sa seconde position par glissement le long 'une régle; on peut aussise servir
d’un transparent portant un faisceau de droites paralléles suffisamment rapprochées.
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P
(&3

par les trois équations
a1+p2_2f11__2g£ﬁ+hi=o ([:l, 2, 3).

Le type d’équation cherché résultera de 1'élimination de o et 3
entre ces trois équations, probléme d’algébre identique a celui dont
nous avons donné la solution au n" 11, lorsque, dans les équations
considérées a cet endroit, on remplace simplement o;, f;, gi, respec-
tivement par 1, —2 f;, — 2 g;. Si donc posant ici

A=|fi g hi| (i=1,2,3),

nous représentons par Ay, Ag, Ay les déterminants déduits de celui-ci
lorsqu’on y remplace la colonne des f;, ou celle des g;, ou celle
des A; par une colonne uniquement composée de 1. nous voyons (ue
Péquation cherchée peut s’éerire

A2 Az fAN, =o.

. Gereevanofl (5) a usé d'index circulaires dans un autre ty

M. Gercevanofl (5 é d'ind culaires d aulre type
de nomogramme, (ue l'on peut considérer comme se rattachant aux
nomogrammes & index paralleles, et qui consiste en cecci : les
points 3, et 53 se trouvent a la fois sur un méme cercle ' dont le
centre O est en coincidence avec le point 5,. La notation est ici,

lorsqu’on tient compte de ce qui a été dit au n® 7,

l)|= Pg‘-‘r P;;HF.

Cette liaison graphique revenant a dire que les distances des
points P, et Py au point P sont égales entre elles (ce qui a conduit
M. Gercevanoff a donner a ce type le nom de nomogramme «
points équidistants), on voit que I'équation représentée aura la
forme

(So—SfDr+ (g2— D)= (fa—J1)*+ (& — &1)*.

qui, suivant la propre remarque de M. Gercevanoff, peut s'écrire
f~z—'f3 0 S3— &2

Sa+ &3 1 fz—l—_f;) = 0.

28 I 2fy
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Siles systémes (3,)et(3,)sont portés respectivement sur Oz et Oy,
auquel cas gy = o et f; = o, I'équation se réduit a

2fifa+g3—(f3+83)=o,

qui rentre dans le type (1) du n° 16 et peut, par conséquent, étre, en
outre, représentée par un nomogramme i points alignés de genre un,
grace a la disjonction

u=oufi, =g},
o fst 4+ o — ppa(fi+ g3) =o.

22. Nomogrammes & réseau de points a deux cotes. Equation
compléte du troisiéme degré. — Nous avons vu au n° 12 que le
principe des lignes concourantes ne permet pas la représentation in-
trinséque d'une équation a plus de trois variables, faute de pouvoir
utiliser des éléments a plus d'une cote qui ne soient pas condensés,
ce qui revient a dire qu'une telle équation n'est ainsi représentable
que moyennant sa dissociation en équations ne contenant pas chacune
plus de trois variables. Mais, lorsque les ¢léments a une cote inter-
venant dans un nomogramme a trois variables ne sont que des points,
ce qui est le cas pour les points alignés, il suffit de remplacer ces
systémes de points a une cote par des réseaux de points a deux cotes
(qui, eux, ne sont pas condensés) pour obtenir la représentation in-
trinséque de certaines équations qui, non susceptibles de dissocia-
tion, ne sauraient étre représentées en lignes concourantes ('). De
telles équations ne sont pas rares dans les applications. La méthode
des points alignés a permis d'en aborder systémaliquement une vaste
catégorie, réduisant ainsi, pour la premiére fois, & une représenta-
tion intrinséque un nombre de dimensions supérieur a trois.

Si maintenant, dans un nomogramme quelconque a points alignés,

(') Gertaines équations peuvent, ad libitum, étre représentées avec ou sans disso-
ciation. Nous avons notamment démontré que les équations représentables a la fois
par double alignement, avec charniére rectiligne, et par simple alignement, avec
réseau de points 4 deux cotes, sont celles de la forme (2) du n° 19, et nous avons
fait connaitre la transformation géométrique permettant de passer du nomogramme
du premier type & celui du second (n° 6% de la liste supplémentaire ajoutée a 21 dans
la Bibliographie. finale). ‘
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nous remplagons chaque échelle par un réseau de points a deux
coles, nous obtenons une représentation intrinséque, non dissociable,
de I'¢quation

Si2 g1 haa |

f34 &3 hsy | =o.

Sso o &se Dso

Tel est, en plus de ccux qui ont déja été signalés au n°® 14, I'avan-
tage capital qu’offre la méthode des points alignés. Parmi les équa-
tions de ce type, celles qui se rencontrent le plus fréquemment dans
les applications sont celles qui dérivent de la forme (1) du n° 16 par
substitution d’un réseau (z3, ;) & la simple ¢chelle (z3), c’est-a-dirve
qui s'écrivent

S1&s1+ fohas+ fas=o,

et pour lesquelles, par conséquent, la disjonction s’effectue sous la
forme
w=fi, ¢ = H-zf-.'.
et
Mo Zaste —+ Dy v 4 1y pafai= o,

ou, comme on l’a vu au n° 6,

3 Mhu—}‘l-z_g;s'., y= —Hipwsz_'
prhas—+ pagss o hgg 4+ 22 &30

Cette méthode permet la représentation de toute équation algébrique qua-
drinome, et notamment celle de I'équation compléte du troisiéme degré

B4+nz*+pz—+q =o.
Si I’on pose ici, comme pour I"équation trinome au n° 16,
U= pup, v =Pq,
il vient, pour le systéme (n, 3),
du+ v+ pn(st+nz?)=o0

ou

1—3 — @n32(z+n)
) y:——-—-—————-
1+ 3 : L e

r=20

Pour le détail de la construction, voir 24 (1™ éd., p. 333;2° éd., p. 3u2).
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D’apreés ce qui a déja été dit plus haut, tout autre type de nomo-
gramme ne comportant que des systémes de points a simple cote peut,
par I'introduction de points a deux cotes, fournir des modes de repré-
sentation pour équations a plus de trois variables.

Pourn’en citerqu’un exemple, M. P. Luckey (12), en partant du type
des nomogrammes a points équidistants de M. Gercevanoff (n° 21),
a envisagé des nomogrammes sur lesquels 1'équidistance est prise
entre points appartenant d’une part aux systémes doublement
cotés (3, 33) et (33, 34), d’autre part, aux systémes doublement
cofés (55, 56) €L (31, 53), de sorte que les distances Py, Py, et PPy
sotent égales. Un tel type de nomogramme rentre dans la catégorie
qui sera étudiée au n° 27. Si l'on suppose deux plans mobiles sur le
plan ot sont figurés les quatre systémes doublement cotés, portant
Pun des cercles I'" de centre O', 'autre des cercles I'" de O", chacun
de ces cercles ayant pour cote son rayon r, on voit que la notation du

nomogramme sera
P= 0 Py I (1)

PSﬁ: O” P;sl-‘l"(r).

CHAPITRE 1V,

NOMOGRAMMES A SYSTEMES COTES MOBILES.

23. Définition générale. Théorie morphologique. — Pour
multiplier sans dissociation le nombre des cotes affectées a un
¢élément entrant dans un nomogramme, le moyen qui s’offre tout na-
turellement & Desprit consiste a rendre mobile le systéme auquel
appartient cet élément et & lui allecter comme cotes, outre celles qui
servent a le définir dans ce systéme, les paramétres par lesquels on
peut fixer la position de celui-ci.

Supposons d’abord deux plans IT et I appliqués I'un sur l'autre,
dont I'un 11 soit considéré comme fixe, 'aulre II' comme mobile, et
qui portent respectivement des systémes d’éléments cotés E,. E,, ...
d’une part, E[,E,, ... del'autre. Les déplacements de I1' par rapporta Il
étant, dans le cas général, a trois degrés de liberté, il faudra, pour
fixer ce plan II' dans une position déterminée par rapport a II,
établir, de I'un a l'autre plan, trois contacts tels que E, ~E,, E, ~E,,
E;=E,. A ce moment, I'ensemble des deux plans pourra n’étre plus
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considéré que comme n'en formant qu'un seul, sur lequel, dés lors,
pourra étre constaté un quatriéme contact E; =~ E/.

Théoriquement, les éléments I5; et E; peuvent éire supposés quel-
conques; pratiquement, sauf dans des cas d’une telle rareté qu'il est
inutile de s’y arréter, sur ces deux éléments en contact, I'un est un
point, l'autre une ligne.

Pour qu’une représentation ainsi conslituée soil intrinséque, c’est-
a-dire non dissociable en plusieurs autres distinctes portant chacune
sur un moindre nombre de variables, il faut que les divers éléments
soient pourvus de cotes sans l'intervention d’aucun systéme ramifié
(un tel systéme introduisant, comme on I'a vu au n" 13, autant de
dissociations qu’il comporte de systémes de liaison). On aura, par
suite, le mode de représentation intrinséque ainsi réalisable le plus
général en supposant que chacun des quatre contacts a lieu entre une
ligne a une cote el un point a deux, ce qui correspond a douze va-
riables. .

Mais cette condition nécessaire n'est pas suflisante. Il y a excep-
tion si, dans tous les déplacements permis au plan IT', les lignes
intervenant dans I'un des contacts n’engendrent sur [ qu’un systéme
géométriquement o', auquel cas, ce systeme peut figurer de fagon
permanente sur IT et y étre coté par I'intermédiaire d'une dissociation;;
nous verrons une telle circonstance se produire lorsque les dépla-
cements de 1" sur [T se bornent & une translation simple ou a une
rotation,.dans le cas d'un degré de liberté (n° 25), i une translation
double, dans le cas de deux degrés de liberté (n° 26).

Ce qui précéde est susceptible d'une généralisation immédiate : si
I'on envisage m plans mobiles appliqués sur un plan fixe, la fixation
de leur ensemble dans une position déterminée exigera 3 m contacts;
aprés quoi il n’y aura plus (u'a constater un dernicr contact sur I'en-
semble ainsi fixé. On peut donc dive qu’en pareil cas, la liaison gra-
phique comprend 3m -+ 1 conlacts; en oulre, pour que la représen-
tation soit intrinséque, il faut que chaque contact associe, au plus,
une ligne a une cote @ un point a deux cotes, ce qui correspond
a (3m + 1) variables.

Si, d’ailleurs, un méme plan mobile intervient successivement dans
plusieurs positions pour une méme liaison graphique, il doit, dans
chacune de ces positions, compter, au point de vue de la structure du
nomogramme, pour un plan distinct. C'est ainsi qu'un nomogramme
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a double alignement (n° 19) doit étre regardé comme comportant
deux plans mobiles [’ et II" portant chacun un index I' et I, et un
nomogramme a points équidistants généralisé (n° 22 in fine), deux
plans mobiles II" et 11" portant respectivement les systémes de cercles
concentriques I' et T,

Remarquons enfin qu’un élément mobile peut étre mizte, soit
qu’il emprunte, une fois lixée la position du plan sur lequel il est
marqué, les cotes d’éléments avec lesquels il est en contact sur un
plan autre que le sien, soil méme, s'il sagit d’un point, qu’il pro-
vienne de la rencontre de deux lignes appartenant a des plans diffé-
rents. Si I'élément E’ du plan II'emprunte la cote = d’un élément de I,
on exprime ce fait par la notation E( BT '), et si un point intervenant
dans I'un des contacts provient de I'intersection des lignes L, de IT,
et L/, de II', on le désigne par la notation L. L.

Lorsquon y regarde de prés, on s'apercoit que ce qui distingue les

uns des autres les divers types particuliers de nomogrammes & élé-
ments mobiles, c'est la répartition, entre les divers contacts qu’ils
comportent, d'éléments constants, c'est-i-dire non cotés, que Pon
peut, pour simplificr, représenter par la notation o. C'est, dés lors,
le mode de distribution de tels ¢léments constants entre les divers
contacts dont se compose la liaison graphique qui nous a servi de
base pour la classilication des divers types de nomogrammes a plans
mobiles.

. 2%. Nomogrammes a un plan mobile. — En ce qui concerne les
nomogrammes i un plan fixe IMet un plan mobile II', étant donné que
le numérotage des contacts est quelconque (car on peut toujours les
permuler entre eux, el aussi permuter a la fois les deux éléments en-
trant dans chacun des contacts, ce qui revient a intervertir la nota-
tion de Il et [1'), on voit que l'on peut (en excluant le type pour
lequel trois des contacts seraient de la forme o= o, puisque alors
les plans II et II'; invariablement fixés I'un par rapport a l'autre, n'en
formeraient plus qu'un) rassembler dans le tableau suivant tous

(') Comme on peut toujours inscrire les cotes des lignes d'un systéme en leurs
points de rencontre avec une ligne quelconque, sur laquelle elles déterminent une
certaine échelle, on peut dire que les lignes mixtes sont des lignes mobiles dont
I'échelle des cotes, portée sur un certain support, cst fixe.
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les types distincts possibles (') :

[Win Eymo  Ey=o 00 om0
) im0 Om I, OO O 0
2 1 2
(THy) IZy=~o0 DT Ei=o0 OO0
1) l=o0 Ey=~o0 L D 00
2 3
(1113) LimE] Eymo om0 om0
(1Vy) Ei=o0o Ey~0 [zy=o0 E,=o
(1Vy E,—0  E,=o 1230 or [,
(1V3) =0 Eymo o= E;,  om=E}
IV, L= LEimo Ez=o0 OO0
4 1 1
V) Iy ) Eamo o=E} omo
5 1 3
1V 5= 15, LEa=E, owmo0 o0
6 1 = 2
(Vy) Epm ) Lymo Egmo  Eyjmo
(Vy Ei=E, Ejmo 5.0t O o= E',
(Va2 1 1 2 +
(Va) E=El EymE)} lizmo 00
(VI FEy=E] Ey=mE; Epmo  Ey=o
. 1 1 2 +
(VL) Ey=EL Byl Eymo om I
(V4 Ey=E, Eymly, Ezg=E{ omo
! 1 2 2 3
(VI Iy By EamE) EgmE} Eimo
(VI K= By Eam ) Eym By Ej= I

Pour que l'un de ces types comporte une variété ou ne figurent
que des points cotés, il suffit que, dans chacun des contacts, inter-
vienne une ligne non cotée, par suite que, dans la notation de cha-
cun des contacts, entre un o. Cela donne les types (I1,), (Il,), (1I1,),
(M), (IVy), (IVa), (I1Vy).

Il n’y aura encore que des points cotés lorsque les deux plans
auront en commun une droite ou un cercle (auquel cas, leur mouve-
ment rvelatif se réduira & un glissement le long de cette droite ou &
une rotation autour du centre de ce cercle), cette droite ou ce cercle
servant de support a une échelle ponctuelle sur chacun d’eux; cette
circonstance peut se produire pour le type (1ll;).

D’autre part, il est essentiel de remarquer que, si les éléments

(') L’ordre dans lequel sont rangés les divers types différe de celui que nous
avions adopté dans nos précédentes publications ; c'est pourquoi nous y faisons
usage d’un numérotage cn chiflres romains, au lieu des chiffres arabes figurant dans
ces publications,
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appartenant a un méme plan, qui interviennent dans trois des con-
tacts, sont des droites paralléles A, ou des cercles concentriques ', et,
« fortiori. une seule et méme droite, ou un seul et méme cercle, on
peut donner aux deux plans, soit une translation dans le sens de ces
droites, soit une rotation autour du centre commun de ces cercles,
sans quc les trois conlacts ainsi établis cessent d’avoir lieu, ce qui
entraine I'indétermination du quatriéme contact, lequel, par consé-
quent, peut étre effectivement supprimé. 11 faut nécessairement pour
cela que la notation de ce quatriéme conlact soit de la forme o=o.

Les types susceptibles de cette variété sont donc (1), (1Iz). (111,),
(1), (1), (IVL), (IV), (IVe), (Vy), (VI3). 1l va sans dire que, si
les droites A ou les cercles I intervenant a la fois dans plusieurs des
contacts sont cotés, c’est que les systémes auxquels ils appar-
tiennent sont géométriquement les mémes, mais avec des graduations
différentes pour les diverses variables qui s’y rapportent.

Alfin de rappeler que le quatriéme contact est indéterminé on peut
le désigner (simplement pour mémoire) par la notation »=». Clest
ainsi que la notation symbolique des nomogrammes a points alignés
sera, sil'on représente par A’ une droite unique lracée sur le plan IT',

Pi=A" Pym A" Pymd pen.

Pour avoir maintenant des types pratiquement utilisables de nomo-
grammes a un plan mobile, il n'y a plus qu'a particulariser la nature
géométrique de certains des éléments figurant dans les notations pré-
cédentes.

C’est ce qui va étre fait dans les numéros suivants. Mais, aupara-
vant, nous définirons deux modes de transformation qui auront un
role a jouer dans cette théorie.

Si tous les points M du plan, qui appartiennent a une méme paral-
lele quelconque PP, a P’axe A, coupant la ligne L en P et la ligne L,
en Py, sont reportés, sur cette méme droite PPy, en des positions
M, telles que tous les segments MM, soient égaux au segment Py,
on dit qu'il y a anamorphose paralléle @ A, de L en L,.

Si, dans la définition précédente, on remplace les droites paralléles
a A par des cercles de centre O, et les segments pris sur ces droites
par des arcs pris sur ces cercles, on dit qu’il y a aramorphose con-
centrique autour de O, de L en L.

Nous allons maintenant passer en revue quelques-uns des princi-
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paux types de nomogrammes a plan mobile, en les faisant systémati-
quement dériver des types tout a fait généraux ci-dessus définis, bien
que ceux d’entre eux qui sont déja usuels aient été tirés par leurs
premiers auteurs de considérations n’ayant entre elles aucun licn
apparent.

23. Systémes cotés a un degré de liberté. Systémes glissants et
systémes tournants. — DPour que les déplacements de M" sur T
n’aient qu'un degré de liberté, il faut que deux points de II' aient
sur II des trajectoires déterminées; autrement dit, que deux des
quatre contacts constituant la liaison graphique sur le nomogramme
alent lieu entre éléments constants, c’est-a-dire répondent a la nota-
tiono~o; d’ou ilrésulte que lesnomogrammes correspondants appar-
tiennent nécessairement a 'un des types (11,), (I1,), (III;) et (IVy).

Parmi ces déplacements de l" a un degré de liberté, les plus sim-
ples sont ceux qui se bornent a une translation ou a une rotation.

Dans le cas de la translation, 'axe Oz’ restant paralléele 8 Oz, on
peut supposer que I'origine O”ait sur I une trajectoire ¢ quelconque;
mais il suffit de faire subir a tout I'ensemble de la figure, aussi bien
sur II' que sur II, une anamorphose paralléle a Oy, de c en Oz (n°24),
pour reconnaitre que I'on ne porte aucune atteinte a la généralité en
supposant que la trajectoire de O’ se réduise a Oz, ce qui revient a
définir le déplacement de II' par rapport a Il par le simple glissement
de O'z" le long de Ox, qui s’exprime par Oz=0'2". On a alors
affaire a un systéme glissant.

Dans le cas de la rotation, on peut toujours supposer qu'elle a lieu
autour-de O mis en coincidence avec O’, ce (ui s'exprime par O=0'.
On a ainsi un systéme tournant.

On peut d'ailleurs remarquer que, pour chacun des deux contacts
entre point et ligne, qui s’ajoutent al’'une oul'autre des coincidences
O.r=0'z" et 020, les points peuvent toujours étre supposés
appartenir a II, les lignes a Il'. En eflet, dans le cas d’un systéme
glissant, si le point £'=a, )'=206 de II' se trouve sur la ligne
S(x,y)=odell, le point x = —a, y»=2>= de Il se trouve sur la
ligne f(— ', )') = o de II', et, dans le cas d’un systéme tournant, si
le point r'=a, y' = b de II' se trouve sur la ligne f(x,))=o0
de II, le point z=—10b, y=—a de Il se trouve sur la ligne
f(—y,—z')=o0dell
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Remarquons encore que si les deux lignes L et L, de 1" entrant
dans ces deux contacts sonl constantes, c’est-a-dire sans cote, elles
peuvent étre remplacées par une droite unique D' perpendiculaire
a Oz dans le cas du systéme glissant, ou passant par O dans le cas
du systéme tournant. Il suffit, en effet, d’appliquer a I'ensemble des
points (P,) et (P.) de II, a mettre en contact avec ces lignes, une ana-
morphuose paralléle 8 O.x dans un cas, concentrique a O dans l'autre,
de L, en D’ pour les points (P,), de L, en D' pour les points (P,).

Si les droites L), ou L}, appartiennent a un systéme a une cote
engendré sur [1' par translation d’'une méme ligne dans le sens de O'z’
pour le systéme glissant, par rotation autour de O pour le systéme
tournant, une anamorphose paralléle & Oz, ou concentrique a O, de
I'une des lignes L, ou L,, en une droite D' perpendiculaire a Ox
dans un cas, ou passant par O dans 'autre (cette anamorphose étant
pratiquée ala fois sur [ et sur I1'), transforme les systémes (L) et (L)
en systémes de droites perpendiculaires 8 Oz ou issues de O.

Les derniéres remarques montrent que, dans le cas des lignes L
et L., conslantes, le nomogramme se réduit a I'accolement de deux
nomogrammes alignes concourantes. réalisé par un systéme de liaison
que constituent des perpendiculaires & Oz, dans un cas (échelles
binaires accolées), des droites issues de O, dans l'autre; et que,
dans le cas de systemes (L)) et (L)) engendrés par translation
le long de O'z’, dans un cas, par rotation autour de O’, dans I'autre,
il y a également dissociation, d'aprés ce qui a été vu au n° 23,
puisque, dans ces deux cas, les lignes (L)) ou (L)) n’engendrent sur
1 dans les déplacements relatifs (translation le long de O'z’ ou
rotation autour de O) de Il' que des systémes oc'.

On n’aura donc de représentation intrinséque — et, dés lors, a six
variables — avec de tels nomogrammes que si les lignes de II' inter-
venant dans les contacts a éléments cotés appartiennent a des sys-
témes a une cote qui ne soient engendrés ni par translation d’une
méme ligne parallélement a O’z dans un cas, ni par rotation autour
de O’ dans 'autre.

Donnons-nous done, dans le cas des systémes glissants, sur II, les
points I’,, et Iy,

(P12) z=f1a, ¥ =g,
(P3s) = fa, ¥ =&
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et, sur I’ les lignes L et L,

(L) Fs(2', 5y 35) =o,
(l‘lﬁ) Fe(z",.}", 2g) = 0.

Si « est 'abscisse de O" rapporté a Oz et O)-, les contacts P,, ~L
et Py, =L s’expriment par

Fs(fia—a, g1, 3z5)=o,

d’ l’ . F”(.ﬁ“'— % &34 Z.;t) =0,
ou l'on tire
SJi2— 2= G;(g12, 25),
Sai— 2 = Gl ga1, 30).

L'¢limination de 2 entre ces équations fournit I'équation cherchée
(n Jio— fai= G5(&12, 35) — Go (&34, 50)-

On peut, bien entendu, supposer plusieurs des six variables rem-
placées par des constantes, ce qui conduit i des types d’équations a
cing et quatre variables, également susceptibles de représentation
intrinséque.

Si les lignes L et L) sont des droites perpendiculaires a Oz (dont
les systémes peuvent étre cngendrés au moyen d’un seul index
mobile sur M en restant perpendiculaire & O'x"), les équations de
ces lignes se réduisent a

z'=f; x' = fu,
et I'équation finale devient
(2) fiz—fs'«:—fs—f‘;,

dont, ainsi qu'on vient de le voir, la représentation n’est plus intrin-
séque.

Remplagant, dans cette équation, les variables z, et z; par des
constantes ( et, changeant ensuite la notation des indices), on a

(3) Si—fo=fsi—Ts

Les fonctions o n’entrant plus dans cette équation, on peut les
remplacer par des constantes. Il reste donc (inalement, cur I, deux
échelles simples = f, et x = f3, portées sur des paralléles a O.x;
sur I1" deux faisceaux de perpendiculaires a O'z’, engendrés an moyen
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d’un index unique (porté par un curseur glissant le long de O'.z") et
dont les graduations z'= f;, £’ = f, peuvent étre portées sur des
paralléles 4 O'x'. On a réalisé ainsi le type de la régle @ calcul ordi-
naire (') qui, lorsque l'on prend f; =logo;(pour =1, 2, 3, 1),
fournit la représentation de I'équation

oo,

92 3

-~

On peut aussi, dans (2), remplacer les échelles (3;) et (z) par
des échelles binaires (35, 34) et (34, 33), ce qui conduit a la repré-
sentation de

4) Jia— fai= Sfso— Sas.

Passons maintenant au cas des systémes tournants. Si les systémes
des points Py, et Py; sont définis, sur IT, par

(P12) T = @12, ¥ = Y1,
(P3» o= @y, ¥ = buy,
et les lignes L et L, sur I', par

(L) Fs(x', 3, 35) = o0,
(Lls) Fl'.(-'l", }”, Z(;) = 0.

on voit, en appelant o I'angle que O'z’ tait avec Oz, que les contacts
P,,~L!

"y Py L sTexpriment par

Fy(o5acosw + dppsinw, g1acosm — bypsinw, 35) = o,

Fg (psicosw —+ &g, sinw, oy,c0500 — by, sinw, ) = o.

L’élimination de w entre ces équations ferait connaitre I'équation
représentée ; cette élimination ne saurait étre effectivement opérée
que si la forme de 75 et Iy élait connue. Si les lignes L et L: sont
toutes des droites issues de O' confondu avec O, les équations F; = o
et Fg = o prennent la forme

Yo% oy _w

x' < x T

(') La régle a calcul classique dont I'invention, due & Oughtred, Wingate et Scth
Partridge, remonte au milieu du xvie si¢cle, est donc un des plus anciens instru-

ments & échelles cotées qui se trouvent rentrer a posieriori dans la catégorie des
nomogramnies.
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et les conditions de contact s’écrivent

Us (p12€08 0 + $pasinw) = g5 (Y12c050 — grasinw),

Ug(Ua:c050 + Yai5inw) = @ (Y COSW — @a;8inm),
entre lesquelles I'élimination de w est immeédiate et donne

o5 12— ‘?1-2% _ '?u\'{:sr— ?ﬁ_a.'!d__u,
Q5 P12+ %'],41-3 g3+ '1'14;’1'/34

qui, si I'on pose, d’une maniére générale,

v,
I = arclang f;,
P

se transforme en

tang fia— fs) = tang fy; — /i)
Jra— fs=fa—fu.

On retombe ainsi sur la forme (2) ci-dessus.

Les échelles f et /s étant ici portées sur des cercles de centre O, on
peut répéter, a cette différence de disposition preés, et, par suite, en
remplacant les droites paralleles a O.r par des cercles de centre O,
tout ce qui a été dit ci-dessus & propos des systémes glissants, pour
aboutir au Lype du cercle a calcul ordinaire ('), équivalent, au point
de vue de 'usage, a la regle & caleul.

ou

26. Systémes cotés a deux degrés de liberté. Systémes orientés. —
Le plan IT" aura, par rapport a I1, des déplacements a deux degrés de
liberté lorsqu’un seul des quatre contacts constituant la liaison gra-
phique du nomogramme sera de la forme o~o. En conséquence, tous
les nomogrammes rentrant dans cette catégorie appartiennent a 'un
des types (I1L,), (HIy), (IVy), (IVy), (V3), (V).

Parmi les nomogrammes de cette espéce, les plus importants a
considérer au poinl de vue des applications sont ccux dans lesquels
le plan 1" a une orientation fixe, assurée parla condition que l'axe
O'x’ reste paralléle a I'axe Oz, condition qui, si I'on désigne par z,
le point a I'infini sur Oz, se traduit par le contact

. O'2.

(') La premiére idée de I'échelle logarithmique circulairc est due & Oughtred
(1632), et a été utilisée pour la premicre fois dans un cercle a calcul par Biler (1696).
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Les systémes cotés portés parll'sont, dés lors, orientés. M. Mar-
goulis (13) s’est livré a une étude approfondie des nomogrammes de
cette sorte, dont il a réalisé un trés grand nombre d'applications du
plus haut intérét, notamment a I'aérodynamique et a 'aéronautique.

Ainsi que dans le cas des systémes glissants et tournants, nous
observerons qu’un contact entre point pris sur Il' et ligne prise sur I
peut toujours étre remplacé par un contact entre ligne prise sur I' et
point pris sur I, attendu que, si le point z'=«, »' =0 de II' se
trouve sur la ligne f(z,¥)=o del, le point x =—a.,y =—0dell
se trouve sur la ligne f(—z',—)")=o0 de II'. Cette observation, en
permettant de ne considérer que des contacts entre points de II et
lignes de I’ fait rentrer tous les nomogrammes correspondants dans
les types (II1,), (IV,) (V) et (VIy).

Le type le plus général de cette espéce, rentrant dans (VI,), qui
fournira unc représentation intrinséque, sera celui qui, dans chacun
des trois contacts autres que z ,~O'z’, associera un pointa deux cotes
pris sur IT & une ligne a une cote prise sur [T’y en vertu de la notation

T oo o'z P]-ll-' L{‘- P;”H L’s Psg'-' L’g.

Il s’appliquera donc a une équation a neuf variables. Pour former
cette équation, si le point P;; st défini sur Il par

(Pip x = fij, = &ijs
et la droite L, sur Il', par
(L) Fi(a', ¥, 34) = o.

il faudrait, — si, dans la position considérée, les coordonnées de O,
rapportées aux axes O.x et Oy sont 2 et B, — éliminer o et 3 entre
les équations

F-.(fm— a. g12—8, 33)=0o,
(1) Fo(fsi—a, gu—8, 3)=o,

Fo(fss—2, &ss— B, 39)=o.

Cette élimination ne peut pas étre explicitement opérée dans le cas
général. Elle le peut si I'on particularise la nature de deux des
trois fonctions F;, g, Fy, parce qu’on peut alors tirer « et  des deux
équations correspondantes pour transporter leurs valeurs dans la troi-
si¢me.

Un cas encore trés étendu ou cette élimination est réalisable (et qui
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se rencontre, au reste, fréquemment dans les applications) est celui
ou deux des réseaux de points a deux cotes du plan II se réduisent a
un seul (3, 3,); dans ces conditions, les systémes de lignes (5;) et
(zs) de I' [qu’il nous est maintenant loisible d’appeler (z5) et (34)]
constituent eux-mémes un réseau (3;, 5;) dont les points sont mis
en coincidence avec les points du réseau (3, 3,), et la notation du
nomogramme devient

T O'2" PPy, Pagm= L],
Ici les équations (1) ci-dessus sont remplacées par

Sa—a= fsﬂ,

et I'élimination tout a fait immédiate de o et 3 entre ces équations
donne

(2) F(fss+ far—f12, &so+ &3:— L12y 37) = 0.

Pour mieux faire ressortir I'intérét d'un tel type de nomogramme, fournis-
sant une représentation intrinséque decertaines équations a sept variables (d'une
forme, nous le répétons, fréquente dans les applications, comme I’ont fait ressortir
les intéressantes recherches de M. Margoulis), nous ferons remarquer que,
par la méthode ordinaire des lignes concourantes, telle qu'elle est exposée
au Chapitre II, la représentatidn de l'équation () exigerait Pintervention
de deux systémes ramifiés a six variables chacun, ce qui revient a une disso-
ciation en onze nomogrammes partiels & trois variables, movennant I'intro-
duction de dix variables auxiliaires, et que, de plus, 5; excepté, chacune des
six autres variables z; devrait donner lieu a4 deux systémes cotés distincts,
ce qui exclut la possibilité de prendre aucune de ces six variables comme
inconnue. L’avantage résultant de I’emploi du plan mobile II’ est ainsi, peut-on
dire, rendu flagrant.

Certains types particuliers de nomogrammes, plus anciennement
pes p » P
proposés, peuvent étre rattachés a posterior: a ce type général, lors-
qu’on y remplace plusieurs des variables par des constantes et que
Ion spécialise la nature de certains ¢léments y intervenant.
(’est notamment le cas pour les nomogrammes a images logarith-
o o] tal
miques de M. Mehmke (21, 1™ éd., p. 376; 2° éd., p. 414) permet-
tant la résolution des équations algébriques complétes jusqu’au
8 jusq
cinquiéme degré.
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Nous ferons enlin remarquer, par application de ce qui a é1é dit
au n° 23, que la représentation ainsi obtenue cesse d'étre intrin-
séque lorsque l'un an moins des systémes de lignes (L)), (Ly),
(L}) du cas général, dans tous les déplacements du plan II" compati-
bles avec I’hypothése faite, n’engendre sur 1 qu’un systéme o' de
lignes. Cela n’a lieu que si ce systéme ne comprend que des droites
paralléles entre elles, ou se réduit a une seule droite constante. Quand
ce dernicr fait se produit a la fois pour les trois systémes de [I' on
tombe sur un cas dans lequel rentrent les abaques hexagonaux (n°10).
Et, en effet, nous avons déja vu qu'un tel abaque pourvu de trois
échelles binaires se dissocie en quatre nomogrammes a lignes con-
courantes (n° 14).

27. Nomogrammes a plusieurs plans mobiles. — Ainsi que
nous I'avons vu au n® 23, nous pouvons maintenant multiplier le
nombre des plans mobiles appliqués sur le plan fixe, et, tant (ue
nous nous bornerons a ne faire entrer dans les 3 m 4-1 conlacts con-
stituant la liaison graphique du nomogramme que des lignes a une
cote au plus et des points a deux cotes au plus, nous obtiendrons
ainsi, sauf exception dans le cas de systémes engendrés qui soient
géométriquement o', des représentations intrinséques pour des
équations contenant un nombre de plus en plus grand de variables.

Si, par exemple, nous munissons la,régle a calcul de plusieurs
réglettes, nous obtenons la représentation d'équations de la forme

Si+fotro o fu= 1

Il suffit pour cela de munir les bords de la régle des échelles des
fonctions /| et f, etles diverses réglettes des échelles des fonctions /5,
JSa, -+, fu et de mettre en contact, avec une méme perpendiculaire a
la direction commune des échelles, O; avec 5, pour i =2, 3,..., n,
puis de lirela valeur de s qui. sur I’échelle de f, est en contactavec z,
de I'échelle de f,, ce qui correspond (si on raméne les divers sup-
ports a la coincidence) a la notation

Sy Oy,
2y Oy,
R
Sp—1= Op,

Ty 3.
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Si nous remplagons les échelles simples par des échelles binaires,
nous obtenons la représentation (non intrinséque, bien entendu, cette
fois) de I'équation

fl.ll +f~2,n+l+- .. +f‘n, 2n—1 =f( 5, ).

Voici maintenant un exemple de nomogramme a un nombre quel-
conque de plans mobiles a deux degrés de liberté, mais non orientés.
Alors que, avec des régles glissant tout le long les unes des autres,
on peut, comme on vient de le voir, effcctuer une sommation de
fonctions & une ou deux variables en nombre quelconque, M. H.
Hansson a remarqué (8) qu'au moyen de régles s’appuyant simple-
ment les unes sur les autres par un point, alors qu’un autre de leurs
points reste sur une droite fixe, on peut cffectuer la multiplication
de ces fonctions.

Les axes O,z et O,) étant ceux du plan fixe, portons sur O,y
I'échelle de la fonction f, avec le module 1, puis considérons des
axes O,R,, O;R;, ..., O,R,, dont les origines O, Oy, ..., O,
soient astreintes i rester toutes sur O, .z, et les repéres Ry, Ry, ... Ry,
distants de ces origines, respectivement de {,, ly, ..., {,, d rester, R,
sur O,y Ry sur O4R,, ..., R, sur O,_,R,—,. Dans ces conditions
si les droites O;R; portent chacune I'échelle d’une fonction f;, con-
struite avec le module g, etsi sy, 54,.... 3,_, sont les cotes des point>
ou O,R,, O3R,, ... O, R, s"appuient sur O, 9, O3R,, ..., O, R,y
on voit bien aisément, par simple considération de triangles sem-
blables, que I'ordonnée du point de O, R, coté¢ 5, est donnée par

M Mg
y= MRS

Si done, ayant posé
P )
= e Py

[;’- --In

on considére sur le plan fixe le faisceau des droites (3) définies par
y=uf(3),

dont la graduation pourra étre marquée sur une paralléle a O, ), on
voit que I'on aura ainsi représenté I'équation

fif:’- -~fn=f,
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la valeur correspondante de z étant celle qui sert de cote a la droite (3)
sur laquelle tombe le point z,.
La notation symbolique de ce nomogramme s'écrit, au reste, trés

simplement
0= 0, 5 =Ry,
0= 0y s = Rs,
Oy.zm 0y S =R,
I3,

Ici encore, bien entendu, comme dans le cas des régles glissantes,
on peut doubler le nombre des variables en remplacant les échelles
simples par des échelles binaires.

28. Systémes mobiles 4 trois degrés de liberté. —— Dans le cas
ot le plan Il est doué de trois degrés de liberté, on peut chercher a
former Péquation la plus générale ainsi représentée intrinséquement,
en faisant intervenir, dans chacun des quatre conlacts, un point a
deux cotes appartenant a IT et une ligne a une cote prise sur I1', d’ou

la notation
P]-_n"-l ]"9 P;;_;— L’ 100 P;;r,'-' L,I| 1 P:sl-i I/] 2%y

ou, sous forme plus condensée,
Pajf aim L’s+i (i=l, 2, 3, ).

Chaque systéme de points a deux cotes sera défini, sur [1, par des
formules telles que

(Paj_q,21) T = foi-1,2i, V= &2i-1,24
et chaque ligne a une cote, sur II', par une équation telle que
(Lgsi Fyii(2'y y'y Bs4i) =o0.

Si, d’ailleurs, o et 2 sont les coordonnées de O’ rapporté a Oz
et Oy, o I'angle de O'2’
de I a T sont

avec Oz, les formules de transformation
£2'=  (x —a)cosw + () — 3)sinw,
y'=—(xr—a)sinw+(y—[)cosw.
Remplacant 2’ et )’ par ces valeurs dans les équations des quatre

lignes L}, ;, on n’a qu’a y substituer ensuite fa;_i,2; €t 3/ 1,2, pour
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avoir quatre équations entre lesquelles il suffit d’éliminer o, 3 et ©
pour obtenir I'équation cherchée. Cette élimination ne pourra natu-
rellement pas s’effectuer en général, lorsque les équations des L,
resteront uelconques. Voici toutefois un cas ou, de fagon analogue
a ce qui a été vu pour les plans orientés, la forme de I'équation repré-
sentée peut étre obtenue; c'est celui ot les qquatre systémes de points
a deux cotes se réduisent a deux P,, et P;,; dans ces conditions
les lignes L et L/, , ., etL’,, de I'autre (que nous
pourrons maintenant dénoter L et L, L) et L) devant passer, les
premiéres par P, les secondés par Py, il y aura en fail, coincidence,
d’une part, entre un point Py, et un point P}, d’autre part, entre un
point Py4 et un point P.,. La notation du nomogramme sera devenue

oy A Lo ] 4
P2 Pys PyEPlg.

d’une part, L./

Elle implique I'équidistance de Py, a Py;, d'une part, de P a P,
de l'autre, et, par suite, I'équation représentée est de la forme

(Sr2—foi)+ (gra— &332 = (fss— frs)2+ (&30 — &18)%.

En somme, ce type de nomogramme, comme celui proposé par
M. Luckey (n°22), repose sur une constatation d’équidistance entre
deux couples de points a deux cotes; il y a, au point de vue des pos-
sibilités de représentation, rigoureuse équivalence entre ces deux
Lypes. '

Dans le procédé Luckey, la constalation de I'équidistance se fait
au moyen de cercles de méme rayon, de centres Py, et P;;, passant
I'un par Py,, l'autre par P.y; ici la constatation se fait directement
parla superposition de deux distances égales ('). Ce rapprochement
offre I'intérét de faire mettre, en quelque sorte, le doigt sur la dis-
tinction qui exisle entre une représentation intrinséque ou non. Celle
qui vient d’étre envisagée en dernier lieu est intrinséque; celle ren-
contrée au n® 22 (in fine) ne 'est pas: la variable auxiliaire par
laquelle y est pratiquée la dissociation apparait, au reste, explicite-
ment dans la notation; ¢’est le rayon »» commun aux cercles I' et 1.

Ainsi, pour une méme forme d’équation, la représentation, qui

(*) On se rend facilement compte du mode suivant lequel doit, en ce cas, étre
réalisée la liaison graphique : le point P{; du plan I élant mis en coincidence avec
le point P,, du plan T, on fait tourner I’ autour de ce point jusqu'd ce que la
ligne 5, du réseau (s, 5,) passe par le point P,;; dans celte position le point P,; est
celui qui coincide aver Py,
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n’était pas intrinséque avec deux plans mobiles quand on se bornait
a deux degrés de liberté, a pu le devenir avec un seul plan mobile
quand on a ajouté un troisiéme degré de liberté.

Si, dans ce type de nomogramme, correspondant au plus grand
nombre de variables pour lequel la représentation reste intrinséque,
on suppose les quatre systémes de points a deux cotes réduits a
quatre systémes de points a une cote, la notation devient

PiE Py PyRPY,
et'on rctombe sur I'un des types mis en évidence par M. Goedsecls
(6), que nous avons retrouvés de notre coté (20) en déduisant, par
ane marche systématique de notre théorie morphologique, tous les
1y pes possibles de nomogrammes & un plan mobile, applicables a des
équations & trois ou quatre variables et ne comportant comme élé-
ments cotés que des points a une cote.
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