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Math. Sei. hum. (15%année, n°58, 1977, p.31-50)

AGREGATION TYPOLOGIQUE DE DONNEES DE PREFERENCES (%)
J. LEMAIRE (%x)

1. INTRODUCTION

On rencontre fréquemment des données de préférences en Marketing , dans les
procédures de test de produits , en gestion, dans les problémes de choix
multicritéres , en psychologie mathématique, dans 1'analyse des questionnai-

res, en politique, dans les problémes de scrutins .,.

De telles données sont souvent constitu@es par une famille de relations
binaires sur 1l'ensemble des objets & comparer noté ici X avec p=card(X). Par-
mi les types de relations utilisées, les mod@les d'ordres ou de préordres
totaux apparaissent féquemment car il sont facilement manipulables, tant au
niveau du recueil des données qu'au niveau de leur traitement. Un préordre
total définit un classement des objets de X comportant éventuellement des
groupes d'objets équivalents et un ordre total est un préordre total qui
n'introduit pas de notion d'équivalence (M. BARBUT et B. MONJARDET (1970)).

Une relation w de préordre total sur X pourra donc &tre notée :

= . o 0 = > = o e 0 = e o @ e o 0
3| w w xk w xk + 1 w w xk % % xk + 1 ; 3ixk
1 1 2 q-1 q
(pour simplifier les notations, on omettra parfois w). Cette notation indique

la présence de q groupes d'objets &quivalents:

G,= {x],...,xk]}

(x) Présenté au Congrés Européen des Statisticiens de Grenoble (Sept. 1976)
(x%x)LASSY , I.U.T. , 41 Bd Napolé&on III , 06041 NICE CEDEX .
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G2= {xkl+ ],...,sz}

e 410 }
1 gl q

formant une partition de X et que tout élément de Gi a été préféré stricte-
ment 3 tout E€lément de Gj dés que i € j. Conformément & la notation ci-dessus

nous poserons:

X é y (x préféré strictement 3 y) si (x,y)ew et (y,x)¢w,
x=y (x et y équivalents) si (x,y)ew et (y,X)ew,
x >y (x préféré largement a y) si (x,y)ew.
%
EXEMPLE R

X={1,...,7} modélise 7 essences végétales naturelles:

1 Géranium
menthe
marjolaine
citral
romarin

ylan-ylan

~N o L BN

néroli

et 40 individus donnent sur X un préordre total:

eny ol 4 > 7 > 2)>0% 21> 3 > b
N2 S m 7 ) &6wm 2 w4 ) F )
N G > 72 )2 )4 2% >3 >
NG 4 7 0L >4 > s )3 2 )6
NS 4 > 6 )25 > 3 > 721
M) & & 22 >E 7 > 1L >a > 3
~NO 7 224 > 3>% )27 »ae2i1
NO R 226 25 > 7 >4 =1 >3
ND) Y 225 >6 52 >7 >a > 1
NO 10O 4 > 2 > 6 > 7 25 23 ) U
MO L g4 = 2 > H o= 72 )l o> 3 )6
IO T4 7002 > 4 ) 5 Xom o) o= ob
MY L 24 > 7 =35 >2 )31
M4y 24 >S5 =6 > 3= 72 =1
S 1E 7 08 56 22 53 a1
MO 16 224 25 526 > 7 =31
N LT 4 = 7 > 2 > 6 =35 =1
NO1LR 4 > 2 > S e 27 3> 1
N LY 4 > &6 > 7 »EH 2 3 51
NG 20 4 > & 2 3 > 2 1 >7 58
N0 23 4 > 2 > 7 >SS 1 » 3 6
NO 22 G2 yE ya » 3 =7 > 1
[0 IS P26 > 7 =524 ) 3 51
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NO g & > S 20 > 7 > 3,1
NO 25 9 » 2 > aAi=%5=6 )71
MO e 4 > 722 6 25 >3 >2> 1
NO 27 G 27221 ry3 X205 )4
NO 2B &> >4 ¥y 3 37 L5
™MD 29 4 > 2=95 56 )3 =731
NOED & 24 > 2 55 >3 »7 51
NO O EL 4 = 2 =8 )2 6 =3 7 =1
ey T 4 37 28 > 2 06 231
oy R a7y 2 mon o= 1 o= R
tHl 30 Sy e > s > 2 04 y Xy 1
tnyRE 4 > Ly 0 2D s 7y 31
p Sey S > 2 >4 3> 7 >3 s >
MUV T & = 7oy Am 2 o=mo4 =5 o
MU E & 4 25 > 7 25 21
414 3 & 2GS 7 L or2 5o
IR IS A Sor 3y S o2 70 2 1

Agréger une famille (Wi)ieT de préordres totaux sur X consiste 3 syn-
thétiser les classements qu'ils induisent sur X en les ré&sumant au mieux par

un ou plusieurs classements.

EXEMPLE: ordre total médian
En mesurant 1'&cart entre deux préordres totaux sur X par le cardinal de leur

différence symétrique :
d(w,w') = card(w A w')
on appelle ordre total médian, toute solution du probléme:

min X d(Wi, w)

w ordre total i€l

Dans 1l'exemple précédent , ce probléme n'admet qu'une seule solution:

4 >2>6>5>7>13>]
w w w w w w

dont la qualité peut @tre mesurée par la moyenne des tau de KENDALL entre w

et chaque LR
1

TI(w) = X T(w,wi)
card(I) i€x
Avec: T(W,Wi) = 1 -2 d(w,wi)/(p(p-l))

Iei, T (w) = 0,44.

On peut améliorer la qualité du résumé trouvé en recherchant des résu-

més plus complexes: par exemple, des ordres partiels (A. ASTIE (1973)),
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des tournois (J.C. BERMOND (1972)), des quasi-ordres (R.D. LUCE (1956), F.S.
ROBERTS (1971), J. MENUET (1974), E. JACQUET-LAGREZE (1975)), des tresses

(C. FLAMENT (1962) et (1971), Y. KERGALL (1974))... Ce faisant, on prend le
risque d'alourdir considérablement les algorithmes. Nous proposons, dans cet-
te publication, une démarche conservant les modéles d'ordres ou de préordres
totaux pour les résumés mais qui permet d'obtenir des résumés locaux. On les

obtient en recherchant simultanément:

- une partition de I en k classes C]"”’Ck s

- un ou plusieurs résumés pour chacune des sous-familles
(W), .
( 1)1GCj

EXEMPLE

Avec 3 classes, dans 1'exemple précédent, cette démarche conduit aux résumés:

- classe Cl= {5,7,9,10,14,16,18,20,25,28,29,30,31,35,36,38,40}
un ordre total médian: w, 4>2>5>6>3>7>1

1
Tcl(wl) = 0,66

- classe C2= {2,3,6,8,13,15,19,22,23,24,26,27,33,34,37,39}
un ordre total médian: v, 6>7>5>2>4>3>1

¢ (w2) = 0,59
2
- classe Cy= {1,4,11,12,17,21,32}
un ordre total médian: Wa 4>7>2>5>1>3>6
TCB(W3) = 0,68

Pratiquement, les résumés locaux sont obtenus en intégrant une procédure
d'agrégation - dans 1l'exemple précédent, celle de la recherche des ordres totaux
médians - dans la phase de recherche des noyaux d'un algorithme du type nuées
dynamiques (E. DIDAY (1971)). Cette démarche généralise une procédure proposée
par E. JACQUET LAGREZE (1971) dans le cas de deux classes.Par ailleurs, elle
peut s'étendre 3 d'autres méthodes d'agrééation ordinale. Cette publication

en détaille quelques unes classiques:

- modéles de R.A. BRADLEY et M.E. TERRY (1952)
- méthode de BORDA
- méthode de codage optimal de DE LEEUW, TAKANE, YOUNG (1975)

ou nouvelle 3 notre connaissance, suggérée par la formalisation méme du pro-

bléme:
- méthode du permutoédre.
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Pour une étude plus systématique, on pourra se reporter d la référence: J.
LEMAIRE (1976). Dans ces exemples, la forme des résumés nous a conduit i
distinguer deux principaux types de modéles pour exprimer les tendances lo-

cales:
-~ les modéles directs ol les résumés sont des ordres ou des préor-

des totaux sur X,

- les modéles tampons ol ces résumés sont des couples (w,k) avec

w préordre total ou ordre total et k codage admissible de w.

L'aptitude d'un résumé w ou (w,k) 3 représenter un des préordres totaux de
la famille (Wi)iGI sera mesurée par une quantité q(wi,w) ou q(wi,(w,k)).
Dans le second cas, q(wi,(w,k)) ne dépendra que de k et de w, ce qui confé-
re a4 k un role tampon entre w et W, (d'ol le nom du modéle). Les meilleurs

résumés associés aux préordres d'une sous.famille (w. C est une partie
P i

i€C
de I) sont les solutions du probléme:

min qC(w) S ¥ q(w.,w) ou min qC(W,k)

W card(C) i€c L (w,k)

Aprés avoir précisé les concepts de base dans le paragraphe 2, nous don-
nerons, dans le paragraphe suivant, quelques indications sur les différentes
méthodes d'agrégation envisagées précédemment. La formalisation de la recherche
des tendances locales sera détaillée dans le paragraphe 4. Nous y préciserohs
la forme desnoyaux retenus dans le schéma des nuées dynamiques et nous &ten-
drons 3 ce type de noyaux les théorémes de convergence &noncés par E. DIDAY
(1971). Une analyse critique sera présentée dans le paragraphe 5 et le derni-
er paragraphe illustrera cet exposé avec le traitement de 1l'exemple de 1'in-

troduction.

2. CONCEPTS DE BASE
Dans toute la suite, W désignera 1'ensemble des préordres totaux sur X et W’°

celui des ordres totaux.

Une représentation synthétique des préordres totaux est donnée par le

concept de fonction score basé sur un calcul de rangs moyens (M. BESSON (1975).

Si wEW et x€X, on pose:

card{y€X; x 2 y} + card{y€X; x 2y} -1

W
2

s (x)

w

Pratiquement, on constate facilement que:

sw(x) = card{y€X; x > y} si w est un ordre total,
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sw(x) = moyenne des swo(y) sur 1'ensemble des objets y équivalents

i x si w® est un ordre total compatible avec w .

EXEMPLE

X = {a,b,c,d,e} et w est le préordre : a=e > b >c =4d
On peut choisir comme ordre total w’ : a> e >b> c > d
s ot 4 3 2 1 0
w S S
S, :3,53,5 2 0,50,5

Ces représentations sont caractéristiques:

y <= sw(x) > sw(y)

£ £V

y <= sw(x) = sw(y)

et on déduit aisément de la construction précédente que la moyenne des valeurs

prises par une fonction score est égale & O+l+...+p-1 = p(p-1)/2.

Un autre concept, celui de relation probabiliste, s'introduira naturel-

lement dans les calculs de moyennes. Sur X, une relation probabiliste -appe-
1ée aussi relation floue de préférences (A. KAUFMANN (1975))- est une appli-

cation p de XxX dans 1'intervalle [O,l] telle que:
¥ x,y € X: p(x,y) + p(y,x) =1

Concrétement, p(x,y) définit une intensité de préférence de x 3 y, celle-ci
étant d'autant plus forte que p(x,y) est proche de 1 et la notion d'indiffé-
rence correspond a4 la valeur 1/2. Tout préordre total w peut €tre caractérisé

par une relation probabiliste p, en posant:

I si x

g1 sV

pw(x,y) = %.31 X
0

sinon

Le lien entre ces deux types de représentation est immédiat

s (x) = z p (x,y)
W vEX w
y#x

Les relations probabilistes i valeurs dans {0,1} sont appelées tournois.

3. EXEMPLES DE PROCEDURES D'AGREGATION
Les deux premiers exemples s'intégrent dans le cadre des modéles directs.

Les suivants, dans le cadre des modéles tampons.
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3.1. Méthode des ordres médians

Les résumés sont des ordres totaux. Suivant les notations de 1'introduction,
on pose:

q(wi,w) = card(wiA w)

I1 est facile d'exprimer q(wi,W) 4 1'aide des relations probabilistes asso-

ciées 3 W, et w:
q(w,,w) = e, y) = p (x,7)]
x,y € X i

Par un calcul facile, il vient alors que (E. JACQUET-LAGREZE):

q(wisw) = p(p"l)/z - X (PW.(X’Y) - pwgy’x))
x >y i i

(On rapbelle que w est un ordre total). Ainsi:

e =p(-1/2 - X (p.(x,y) = p(y,%))
X 2>y
w
ol P est la moyenne des relations probabilistes de la famille (pw )iGC .
La minimisation de qC(w) par rapport 3 w€W’est donc équivalente a:t

max z (pa(x,y) = pr(y,%))

° C C
weEWw X >y

w

E. JACQUET-LAGREZE (1969) propose une heuristique pour approcher les solu-
tions de ce probléme. Celles-ci peuvent €tre obtenues exactement en prolon-—
geant cette heuristique par un algorithme de BRANCH AND BOUND. (J.C. PEYROUX
(1975), J. DE CANI (1972), J. LEMAIRE (1976)). J.C. BERMOND (1972) et (1976)
propose un algorithme qui peut s'étendre 3 d'autres résumés —-des préordres

totaux par exemple—. Néanmoins, dans ces extensions, les calculs deviennent

vite trés lourds.

3.2. Méthode du permutoédre

On admet cette fois les préordres totaux comme résumés. Cette méthode est
1'analogue de la précédente en considérant les fonctions scores. DansZRX,
ensemble des fonctions numériques définies sur X, 1l'image de 1'application
wEW S, est le permutoé&dre (M. BARBUT et B. MONJARDET (1970), J.P.
BENZECRI (1971), A. DEGENNE (1972)). On choisira ici:

>

2
aGrpw = Il 5, =5, |

w

P . 1 . X PR
| désigne la norme euclidienne classique sur R". Grdce au théor&me

ol II.
d'HUYGHENS, la minimisation de qC(w) par rapport & wEW se raméne au probléme

suivant:



.38

min ||s - s || 2
weW C w

ol s, désigne la moyenne des fonctions scores de la famille (s . On no-

C
tera que la moyenne de la fonction s

w.)iGC

c est toujours égale a p(p—})/Z. En fait,

Sc constitue la partie codée du résumé auquel conduit la méthode de BORDA, 1la

partie ordinale &tant le préordre total induit par S¢*

X 2>y si et seulement si s,.(x) 2 s.(y)
w C C
B
Wy présente souvent 1'inconvénient d'introduire des notions de préférences
strictes entre x et y méme lorsque les scores moyens sC(x) et sC(y) sont voi-
sins.
EXEMPLE . .

X={a,b,c,d,e} et s,: 01,8 2,1 4 2,1. Bien que les scores moyens de b,c et

C
e soient voisins, la méthode de BORDA conduit au préordre total

Wy d >c=esbs>a

par contre, la méthode du permutoédre dont il est ici question aboutit -on

va le voir plus loin- au préordre total:

2
et comme: s 4 2 2 2 0 s ||sC— swP|| = 0,06.

Pour résoudre le probléme minl[sc— sW||2, on se raméne a un probléme de
recherche de plus court chem-in dans un graphe valué. Selon G. KREWERAS (1969),
au préordre total w induisant comme groupes d'objets équivalents : G],..., Gq
avec x >y si xeGi, yGGj et 1 < j, on peut associer le chemin:

C = (X, X-G,, X-G,uG

gy wees X=GLU ... qu= @)

d'origine X et d'extrémité @ dans le graphe admettant pour sommets les parties
de X et pour arcs les couples (A,B) pour lesquels A > B. On définit ainsi
une correspondance bijective entre les préordres totaux sur X et l'ensemble
de ces chemins. Pour formuler le probléme précédent dans les termes annoncés,
il suffit de valuer ce graphe de telle sorte que la valuation du chemin C,

soit égale 3 "sC- Sw" 2. Pour cela il suffit de poser:

(Card(A)+card(B)—l

. - s, ()’

v(A,B) =
X € A-B
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pour tout arc (A,B) de ce graphe. En fait, grdce & la proposition suivante,

on peut se restreindre au sous-graphe défini par les sommets du chemin Cw .
B

PROPOSITION

Toute solution du probléme minl[sc— Sw” 2 contient le préordre total
induit par ¢

Démonstration : pour simplifier, on pose §=5 Dans la suite, on uti+

lisera la définition de la fonction score d'un préordre total donnée dans

le paragraphe 2 et on notera: Fw =|{s—sw||2 pour tout préordre w € W. Il faut

d'abord prouver que si w° est une solution du probléme posé:

s(x) > s(y) = swo(X) > Swa(x)

Considérons par cela le préordre total w. construit & partir de w° en

inversant les rdles de x et y. On arrive aiséument 3 la relation:

F =F.o+ 2(S(X)-S(Y))(Swo(x)'swo(Y))

dont résulte 1'implication précédente. Ensuite , il faut prouver que:

s(x) = s(y) = Swo(x) = swo(y)

Pour cela, posons s.= s(x) = s(y) et B = {zex; s(z)=s.} . Soient 81> o0 > 8

les différentes valeurs de s o SUr B et Bj= {z€X; swo(z)*sj}. On va démontrer
successivement que les trois éventualités: q > 3, q = 3, q = 2 sont impossi-
bles. Raisonnons par 1'absurde en supposant d'abord que q > 3. Les ensembles

BZ""’ Bq—l constituent des classes d'équivalence successives de w° car si

s, > Swo(Z) > sq , alors z€B ; en effet, si swo(u) = s, et Swo(V) = Sq’ d'aprés

1
1'implication démontrée précédemment, on a: s(u) > s(z) > s(v) donc aussi

s(z) = s. puisque s(u) = s(v) = s. . Considérons alors le préordre total w.

-~

construit A partir de w° en réunissant les classes B, et B3 . En posant
bj= card(Bj), on obtient aisément:
b,b
Fw.= Fwo - —f—é-(bz + b3)
cequi contredit le caractére optimal de w°. La premiére &ventualité est donc
impossible. Supposons maintenant que q=3. Soient A = {z€X-B; swo(z)=sl} et
C ={z€X~B; Sw°(z)=sq}' Un raisonnement analogue au précé&dent montrerait que

les ensembles: AuB,, BZ’ CuB, constituent des classes d'équivalence successi-

3
ves de w°. Si A ou C est vide, la démarche précédente appliquée aux classes

B] et B2 ou B2 et B3 conduit & une contradiction. Sinon, considérons les deux

préordres totaux w,oetw obtenus en:

2
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- réunissant B et B, et isolant A pour LT

- réunissant A,B], B, pour w,.

On établit aisément que:
(a—bz)(a+bl+ bz)
F =F , + bl(m + )
v w 4
(a+b])(a+b]+ b2)

)

F =F o +Db (—m -
W, w 2 4
ol a,bl,b2 désignent les cardinaux respectifs de A, B], B2 et m la somme

Y s. - s(x) . La encore, on aboutit 3 la contradiction:
XEA

b,-a <-b-a

qui rend cette seconde éventualité impossible. Supposons enfin que gq=2. Com-
me précédemment, on démontre d'abord que les ensembles AUBI et CUB2 consti~
tuent des classes d'équivalences successives du préordre w°. De méme, si A ou
C est vide, la démarche précédente conduit a une contradiction. Sinon, consi-

dérons les deux préordres totaux w, et v, construits i partir de w° en:

- réunissant AUB] et B, et isolant C pour Wy

- réunissant CUB2 et B] et isolant A pour oY

On établit aisément que:

a+b]+ b2+ c

le= FW° + b2(-m—n+(c-a—b]) ’ )
a+ b|+ b2+ c
Fw = Fw° + bl(m+n-(c~a+b2) )
2 4
ol c=card(C) et n désigne la somme L s. - s(x) . L3 encore, le caractére

optimal de w° conduit a: x€C

c—a—b1 > c—a+b2

ce qui est impossible. L'éventualité q=2 est donc elle aussi impossible.

EXEMPLE
Avec les données de 1'exemple précédent, on obtient le sous-graphe de la page

suivante. Il n'y a qu'un seul chemin de valuation minimum:
Coo = (X, {a,b,c,e}l, {a}, @)

dont la valuation est égale 4 0,06. Il correspond au préordre:
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2
et |[sg-s ol © = 0,06.

3.3. Méthode 1 de BRADLEY et TERRY
(Références: R.A. BRADLEY et M.E. TERRY (1952), R. RUSSEL et W.A. THOMPSON

(1966), A. ASTIE (1973)). Ici, les résumés sont du type (w,p) ol w est un

ordre total sur X et p une relation probabiliste compatible avec w au sens
suivant :

¥x,y€X: x>y = p(xy) 21/2

Cette notion de compatibilité &quivaut & une notion de transitivité faible
sur les relations probabilistes: p est compatible avec un ordre total si

et seulement si:

¥ q, ¥ Xiseees Xq € X: p(x], x2) >1/2 et ... et p(xq_], xq) s 1/2

= p(x], xq) >1/2

(J. LEMAIRE (1976)). Le choix suivant correspond 3 un critére de maximum de

vraissemblance lorsque les v, sont des ordres totaux:

q(w., (w,p)) = - I p_ (x,y) Log p(x,y)
1 w.
x,y € X 1
Evidemment: q.(w,p) =- I P.(x,y) Log p(x,y)
C C
x,y € X

-~

Si w est fixé dans W°, la minimisation de cette quantité par rapport 3 p est
s p p p

réalisée pour 1'unique relation probabiliste:
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max(1/2, pC(st)) si x
p‘;(X’Y) =
min(1/2, Po(y,%)) siy

ESAVAREE V4

Il reste donc 3 déterminer la ou les solutions du probléme min qc(w,p;).
o

. wEW
comme il peut se mettre sous la forme:

] . 1
max I pn(x,y) Log max(z,pn(x,y)) + p(y,x) Log min(s,ps(y,x%))
° c: 2°FC C C
weEW x >y
%
il suffira, pour le résoudre d'utiliser un des algorithmes évoqués dans le

paragraphe 3.1.

3.4. Méthode 2 de BRADLEY et TERRY
(Références: R.A. BRADLEY et M.E. TERRY (1952), L.R. FORD (1957), A. ASTIE

(1970)). Cette seconde méthode présente des propriétés d' exhaustivité sta-
tistique (A. ASTIE (1970)). Ici, les résumés sont du type (w,s) ol w est

~ . X
un préordre total et s une fonction de R telle que:

¥ x€%: s{x) >0, 7 s(x) =1, s induit w
xeX
Cette fois:
' s(x)
q(w,, (w,s)) = - )X P, (x,y) Log ——
X,y € X i s(x) + s(y)

La minimisation de qc(w,s) sera donc obtenue en maximisant la quantité:

s(x)
z P (x,y) Log ————
X,y € X s(x) + s(y)

N X _ .o .o .. .
par rapport d s€R” vérifiant les deux premiéres conditions o~dessus. Pour ce

dernier probléme, nous renvoyons le lecteur a 1'article de L.R. FORD (1957).

3.5. Méthode de BORDA

C'est certainement la plus utilisée des méthodes d'agrégation puisqu'elle
conduit, ainsi que nous 1'avons déja annoncé au paragraphe 3.2. au classement
défini par la moyenne des fonctions scores. Les ré&sumés sont du type (w,s)
ol w est un préordre total et s une fonction de Ig(induisant w. On choisit

comme mesure d'adéquation:

q(wi,(w,S)) = sti' S||2
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D'aprés le théoréme d'HUYGHENS, la minimisation de qc(w,s) conduit 3 1'unique
solution:

(WB= préordre total induit par Seo sC)

G. KREWERAS (1969) propose une interprétation géométrique de cette méthode.

3.6. Méthode de codage optimal
(Référence: J. DE LEEUW, Y. TAKANE, F. YOUNG (1975)). Dans ce dernier exemple

les résumés sont du type (w,s) ol w est un ordre total et s une fonction de
R”, de moyenne nulle, de norme 1 et induisant w. La mesure d'adéquation est
définie par:

a(gs (09)) = [[B, () = 3| 2

- . - . X .
ol PW est le projecteur orthogonal sur le cone Kw des fonctions de R qui
1 . i

sont compatibles avec wi:

sGKW si et seulement si ¥ x,y € X: x 2y = s(x) > s(y)
i i
(Pour déterminer Pw (s), on peut utiliser 1'algorithme de J.B. KRUSKAL (1964))

P i ... . -
Comme précédemment, la minimisation de qc(w,s) est obtenue en résolvant:

min I || () - s’

sG]RX 1€C 1

moy. s = 0
sll=1
puis en associant 3 toute solution, le préordre total qu'elle induit. Ce pro-
bléme étend 3 des cOnes une technique d'analyse canonique généralisée proposée
par D.J. CAROLL et J.J. CHANG (1972). La normalisation de la norme est néces-
saire pour éviter la solution triviale s=0, mais elle détruit la nature con-
vexe du probléme. Pour aborder ce probléme, on peut utiliser 1'algorithme

suivant:

initialisation: sgl) € KW de moy. nulle

i
itération n : s(n)= m/||m|| ol m désigne la moyenne
des an) pour i€C,
(n+1) _ (n) .
s; = Pwi(s ) pour 1i€C
X . X X,C
En posant: IR, = ensemble des fonctions de R" , de moyenne nulle, U = (R,) ,
”l(Si)|”2= —L 3 Ilsﬂlz, K= I K AU,V 1l'ensemble des &léments
card(C) 1i€C i€C i

(Si)iec de U tels qu'il existe sGR)o( vérifiant s;= s pour tout iec et
S la sphére unité de V, on peut interpréter l'algorithme précédent en termes

de projections successives sur le cOne K et sur S. En posant:
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_ () _ , (n)
X7 055 Diec ot Y= (87 Dige

1'itération n de 1'algorithme consiste & déterminer:

Yn = projection de Xn sur S
Xn+1= projection de Yn sur K

On peut alors énoncer le résultat suivant de convergence:

PROPOSITION

converge en décroissant vers une limite notée e.

la suite IHXD- Yn“, I

Les suites (Xn— X . ) convergent vers 0. Tout point

n+tl’n > 1 g—E(Yn_ Yn+l)
d'accumulation (X,Y) de la suite (Xn, Y

1

n
n)n > 1 est tel que:

X est la projection de Y sur K

Y est la projection de X sur S

et e =[x - || -

Avant de démontrer ce résultat, remarquons que la convergence sera acquise

dés l'instant oli ces points d'accumulation sont dénombrables ce qui doit sans
doute se produire sauf peut étre dans des cas trés particuliers (faces paral-
leles ...). Par contre, rien ne garantit qu'un point d'accumulation soit solu-
tion du probléme posé. On trouvera dans J. LEMAIRE (1976), un exemple montrant
1'influence du choix initial sur cette propriété. La démonstration qui suit
s'inspire d'une récente publication de J.DE LEEUW (1977) qui généralise le

résultat précédent au cas de 2 cones.

Démonstration: pour simplifier, on notera |.| la norme [||.||| sur U. La dé-

croissance de la suite ,Xn- Yn' et donc sa convergence est évidente. Soit (X,
Y) un print d'accumulation de la suite (Xn’ Yn)' Comme S est borné ainsi que

son image par projection sur K, il existe une sous-suite (Xn., Yn') telle que:

S ! 1
an X, Yn,~>Y s Xn,+]-> X' et Yn,+l—>Y
Par continuité de la norme, on a d'abord:
e=|X-Y|=|X"-Y'
puis, vu que pour tout n', A6K et BES
X 1= Yn};5|xn,— B| , 1xn,+]— Yn,leA - Y | et 'Xn'+1_ Yn,+l|5|xn#] = B

on déduit par passage a la limite:
X - Yl<[X - B, X' ¥g|A - ¥ et |X'- V<] X'~ B

Y est donc la projection de X sur S, X' celle de Y sur K et Y' celle de X' sur
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S. Conséquence:

X' -y <X -y g ]x -y
Les deux extrémes étant &gaux et les projections uniques, on a donc X' = X et
Y' = Y. En particulier, on déduit auss de ce qui précéde qu'on peut toujours
extraire d'une sousesulte (Xn" Yn,) une sous=-suite (Xn"’ Yn") telle que:

Xw>X , X >X , Y.>Y et Y., >Y

I1 est donc impossble jue les suites (Xn- X ,,) et (Yn— Yn+l) ne tendent

n+l
pas vers 0.

4. ALGORITHME D'AGREGATION-PARTITIONNEMENT

C = (C],;.., Ck) déslignera une partition en k classes de I ot k est un entier
positif. Ii désignera 1'ensemble des partitions en k classes de I. 1L sera
1'ensemble des noyaux destinés & représenter les classes. Comme les différentes
méthodes d'agrégation envisagées dans le paragraphe précédent peuvent conduire
3 plusieurs résumés ordinaux pour synthétiser les préférences de la sous~famil-
le (wi)iGC’ I sera en fait 1l'ensemble des parties finies de 1'ensemble des
résumés ordinaux. L = (L],..., Lk) désignera un k-uplet de noyaux. La qualité
de la représentation des classes d'une partition de ﬂi par un k-uplet de noyaux

sera mesurée par :

1
card(C.) ——— % 4 ()
1 J card(Lj) rGLj j

N~ =

W(C,L) =

Les meilleurs couples sont les solutions du probléme:

min min w(C,L)
CeER LeL

Le schéma des nuées dynamiques proposé par E.DIDAY (1971) permet de 1'aborder:

initialisation: gpe HL
1
)

itération n : LF solution de min W(L)EF-
LeL

n . .

C" solution de min W(LF, ©)
ceE

Les sous-problémes précédents peuvent étre facilement solutionnés moyennant

une hypothése supplémentaire pour les modéles tampons:
Pour toute partie C de I et toute partie ordinale w d'un
(T)

résumé, le probléme: min qC(w,k) avec k codage admissible de w

n'admet qu'une solution.



46

PROPOSITION

Si C € E, la solution maximum (au sens de 1'inclusion) du probléme suivant:

min W(C,L) est définie par:
LG]Lk

L; = {r; r minimise qc(r)}
h]
Démonstration: le caractére additif de W montre que L° est solution du problé-

. . . . .. 1
me précédent si et seulement si pour tout j, Lg minimlise ————— % qC(r).

ard(L.) ré€L.
C(J)]J

Le k-uplet L° défini dans la proposition est donc bien
. - ~ PR . .
solution du probléme posé&. De plus, si L est une autre solution, pour tout j:

1
— I , q, (r) = min q, (r)
card(LT) reL} Cj r Cj
J J
.. + .
Ceci n'est possible que si e (r) est minimum pour tout rGLj , autrement dit

. + ]
si L. LS.
] c ]

Remarque: le probléme de la minimisation de qC(r) admet toujours un nombre
fini de solutions. C'est &évident pour les modéles directs considérés. Pour
les modéles tampons, cela résulte de l'hypothése (T) qui est satisfaite dans
tous les exemples considérés sauf peut @tre dans le dernier dans des cas trés

particuliers.

La seconde proposition est classique (E. DIDAY (1971)):
PROPOSITION
SiLe Ik.’ une solution du probléme min W(C,L) est définie par:
24
1

C? = {i€I; j plus petite solution de min ——— I q(wi,r)}
] 1 card(Ll) rGL1

Enfin, moyennant de tels choix & chaque itération de l'algorithme, on obtient
les résultats suivants de convergence (pratiquement, une dizaine d'itérations
suffit):

PROPOSITION

. n n . . . s
Les suites (W(C, LP)) et (C, LP) sont toutes deux stationnaires, la premié-

re étant de plus décroissante.

Démonstration: par construction, on obtient pour tout n:

l, EP) < W(EF—I’ Ln—])

WEeh, LY < W

Ceci assure la décroissance de la premiére suite. De plus comme P, est fini
et W(EP-], LF) = min W(EP—], L), la suite (W(EP_I, LF)) est stationnaire. Il
LeL,

en est donc de méme de la premiére suite de la proposition grdce aux inégalités
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précédentes. Pour n assez grand, on a donc :

n—-1

we™™, L = e, L

n-1 . - < . n
, L), il résulte du caractére maximal de L au sens

Comme L minimise W(C
de 1'inclusion queIE -1 est contenu dans LP. La suite (LP) est donc croissante
pour n assez grand. Son caracté@re stationnaire résulte alors des hypothéses de
finitude: I est fini dans le cas des modéles directs et on utilise 1'hypo-
thése (T) dans le cas des modéles tampons. La stationnarité de la suite (EP)

en résulte immédiatement.

Remarque: toute limite (gf, Lf) de la suite (EP, EP) vérifie donc:

L° est solution de min W(C°, L)
LeL,

C° est solution de min W(C , L°)
CeP,

C'est un élément non biaisé (E. DIDAY (1971)).

5. CONCLUSION

I1 apparait clairement que le schéma des nuées dynamiques peut s'adapter 3 de
nombreuses méthodes d'agrégation. Parmi celles décrites au paragraphe 3, la
premiére, la troisiéme et la quatriéme présentent 1'avantage d'opérer directe-
ment sur les relations w, ou sur les relations probabilistes associées. Néan-
moins, si 1'on ne se contente pas d'heuristiques, elles mettent en oeuvre des
algorithmes assez lourds qui posent parfois des problémes de dégénérescence
(L.R. FORD (1957)). Par ailleurs, dans le cadre des préordres totaux, 1'usage
des fonctions score ne nous parait pas constituer un a priori tré&s criticable
et les deux méthodes basées sur ce concept sont aisément réalisables. Cet a
priori disparait complétement dans la méthode de codage optimal. Nous la dé-
conseillons néanmoins a cause de sa tendance i détruire les préférences stri-
ctes: trés souvent, lorsque x y on aura P (s)(x) = w (s)(y); & cause des
problémes de convergence qu elle souléve et ées cas de degenerescence qu'elle
peut engendrer dans le cadre typologique (J. LEMAIRE (1976)); et enfin parce
qu'elle conduit souvent A des résultats nettement différents de ceux donnés
par les autres méthodes qui, de ce point de vue, paraissent souvent s'accor-
der. Dans le cas des préordres totaux, nous préférerons donc les méthodes
basées sur le concept de fonction score . Il convient enfin de mentionner que
les deux méthodes décrites: m. de BORDA et m. du permutoé&dre ont conduit & des

résultats trés voisins méme dans le cadre typologique.



6. EXEMPLE

On peut visualiser assez bien la structure des données de 1l'introduction en
réalisant une analyse en composantes principales sur les fonctions score

des préordres 3 agréger (figure 1). Dans le plan des axes | et 2, nous avons
délimité les groupes et les tendances locales obtenus par la méthode des or-
dres médians. 3 classes apparaissent assez nettement. On peut le voir avec

une analyse hiérarchique qui, tout en donnant des indications sur la valeur
optimum de k permet aussi d'amorcer 1'algorithme des nuées dynamiques. On peut
aussi le voir en examinant les cercles des corrélations. Celui relatif au plan
des axes | et 2 révéle trois essences nettement corrélées avec les deux pre-
miéres composantes principales. Elles déterminent 3 groupes qui sont chacuns
caractérisés en gros par le rejet de 1'une de ces trois essences. Sur la
figure, ces' trois groupes ont &té déterminés en retenant le meilleurs passage
parmi 10 correspondant respectivement A& 10 partitions de départ. La méthode du
permutoédre fournit pratiquement les méme groupes d& 6 individus prés, margi-

naux. Quant aux tendances, elle conduit a: 4m6=22>5>7 =351
6>7=2=5>4=3>1

4=7=2>5>3=] =6

. Plan des_axes 1-2

. axe 1
Inerties absorbées: 27

31%, 2u%

39

6>725»2>433>1
Ylan-ylan

34 15
33

8 Néroli
24 23

19
)
20 5\\/

4229526232721

axe 2

u»7>2»5»1»3>6
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cercle des corrélations
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