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Math. Sci. hum.(14% année, n°S5, 1976, p.25-36)

PROCESSUS D'EQUILIBRATION ET SOUS—-GRAPHES EQUILIBRES
D'UN GRAPHE SIGNE COMPLET

X
Tadeusz SOZANSKI

~

Un graphe signé sert i une description mathématique d'un ensemble
d'individus ou d'objets impersonnels, dans lequel on a deux relations dont
1'une considérée comme '"positive" est opposée & l'autre considérée comme
"négative'. Le concept d'équilibre défini pour un graphe signé quelconque
par F. Harary tire son origine de théories psycho-sociologiques, selon
lesquelles des systémes cognitifs et des groupes sociaux déséquilibrés
évoluent vers l'état d'équilibre. Cependant, les applications présentes des
graphes signés ne se bornent plus & la psychologie sociale. Supposons, par
exemple, qu'on a un ensemble X dont deux éléments quelconques sont "semblables"
(relation positive) ou "dissemblables" (relation négative). L'équilibre se
définit de telle fagon que cette structure est équilibrée, si X se compose
de deux parties disjointes (l'une d'elles pouvant €tre vide) telles que

les €léments de la méme partie soient semblables tandis que ceux des parties
différentes soient dissemblables. Une structure qui n'admet pas une telle
bipartition peut étre modifiée, le résultat étant une structure &quilibrée
aussi proche que possible de la structure donnée. Cela nous améne & 1'Ctude

du processus d'équilibration d'un graphe signé.

Dans cet article nous considérons les graphes signés complets (non
orientés) qui ont été étudiés notamment par C. Flament. En s'appuyant sur les
résultats de son travail [3] nous examinerons le comportement des sous-—
graphes équilibrés dans le processus d'équilibration. Si 1'on admet
1'hypothése que ce processus montre une tendance & conserver les sous-

structures équilibrées, la question suivante se pose : quelle est la relation
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entre cette hypothése et celle qui affirme que la structure en entier
s'équilibre par un nombre minimum de changements. Le but principal de notre
contribution est de donner quelques résultats mathématiques concernant ce

probléme.

GRAPHES SIGNES COMPLETS. NIVEAU D'EQUILIBRE ET DEGRE DE DESEQUILIBRE
Nous rappellerons d'abord quelques définitions et propriétés de base se
rapportant aux graphes signés, et nous en ajouterons d'autres. La terminologie

de graphe utilisée sera celle de C. Berge [1].

Un graphe signé d'ordre n est par définition un systéme S = (X,P,N)
composé d'un ensemble X 3 n éléments, appelé ensemble de sommets (ou points)
de S, et de deux parties disjointes P et N de l'ensemble gaz(X) des paires de
sommets distincts. P est appelé ensemble des arétes positives, et N ensemble des
arétes négatives. On peut regarder également un graphe signé comme un couple

*
(X,s), ol s est une application d'une partie V de SPZ(X) dans {+,-} . On pose alors

P={vEV /s =+}) et N={vEV/ s(v) ==} D'autre part, é&tant donné
S = (X,P,N) on définit la fonction de signe s en posant V = P U N, et pour
vVEV :s(v) =+, siveE P s(v) = -, si v € N, Un graphe signé S = (X,P,N),

)
pour lequel P UN = -IZ(X), est appelé complet.

La fonction de signe s'étend a des chalnes de longueur quelconque, le
signe d'une chalne étant le produit des signes des arétes composantes. Un
graphe signé S = (X,P,N) est dit équilibré si et seulement si le signe de
tout cycle est positif, ce qui a lieu selon un théoréme de Harary ([5])

lorsque X admet une bipartition en X] et X2 telle que chaque aréte positive

ait ses deux extrémités dans X] ou XZ’

ses extrémités dans Xl et 1l'autre dans X2.

et chaque aréte négative ait l'une de

Soit A une partie non-vide de 1'ensemble des sommets d'un graphe signé
S = (X,P,N). Le sous-graphe de S engendré par A est un graphe signé

Q) . .
= (A,P =PN GPZ(A) et N, =N~N jz(A). Appelons Zndice du

NA) avec P A

SA A’ A
niveau d'équilibre le nombre

0 (S) = max {|A|/ SA est équilibré}.

On dira qu'un sous—graphe équilibré 5, est maximm, si |A| = p(S).

*
Jet ensemble sera considéré comme un groupe & deux éléments, la multiplication étant définie

habituellement, c'est-a-dire : + , + = = . ==+ et + . ==~ + = -
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Tout ensemble d'arétes de S dont le changement de signe donne un
graphe signé équilibré est appelé ensemble d'équilibration de S. On dit
qu'un ensemble d'équilibration Uo est minimum, si pour tout ensemble
d'équilibration U de S on a : |U| > |UO|. La cardinalité d'un ensemble
minimum d'équilibration de S, notée §(S), s'appelle degré de déséquilibre de

*
S .

Nous nous occuperons 3 partir d'ici exclusivement des graphes signés
complets. Nous les appellerons briévement cs-graphes. Soit S = (X,P,N) un
cs—graphe avec X = {x],...,xn}. Considérons les triangles contenant un sommet

fixé de S, par exemple x, . C'est-d-dire, considérons les cycles constitués

1

de trois arétes de la forme X, X.,X.X.,X.X
17127173°7 371

d chacun de ces triangles son signe est appelée base d'équilibre de pivot x5

. Une fonction qui fait correspondre

de S (nous dirons bri&vement base de S dans x]). Cette notion introduite par
Flament se montre trés utile pour &tudier les.cs—-graphes. On peut définir un
cs-graphe d'ordre n en associant des signes aux triangles contenant x, et aux

1

arétes allant de X, a chacun de n-1 points restants, le signe d'une aréte

xixj (i,j # 1) étant le produit des signes associés aux ar’e‘tes_}lt]xi,xlxj et
du sigge associé au triangle de sommets xl,xi,xj. On a donc 2% cs—graphes

distincts ayant la méme base, construits sur un ensemble & n &léments. En outre,
1orsqufune base est connue, on peut en déduire les signes de tous les triangles

*k
d'un cs-graphe .

Un cs—graphe est équilibré si et seulement si tous ses triangles sont
positifs, ce qui équivaut & 1'hypothése que les triangles d'une base sont

positifs.

On peut identifier les cs—graphes aux graphes simples en faisant
correspondre & S = (X,P,N) un graphe simple G = (X,P) (ou son complémentaire
G = (X,N)). S = (X,P,N) et S' = (X',P',N') sont Zsomorphes si et seulement
s'il existe une application bi-univoque de X sur X' conservant les signes
d'ar8tes. On voit que cela se réduit a l'isomorphisme habituel des graphes
simples associés & S et S'. Cependant, lorsqu'il s'agit d'étudier
1'équilibre, un autre (et plus faible) concept de similitude structurale
semble convenable. Nous dirons que S et S' sont e-isomorphes, s'il existe une

bijection de X sur X' qui induit une correspondance bi-univoque entre les

*Nous nous en tenons ici & la terminologie de [3] . Dans [4] Flament définit le N-équilibre
d'un graphe simple G = (X,V), oi N <V, ce qui équivaut & 1'équilibre du graphe signé
S = (X,V-N,N), On introduit plus loin le degré de N-déséquilibre de G, noté SN(G), qui est
égal a § (s).

*fCela découle du fait suivant observé par Flament : le produit des signes des quatre triangles

construits sur quatre points est toujours plus.
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triangles de S et ceux de S' telle que les triangles qui correspondent 1'un
4 1'autre aient le méme signe. Il est &vident que le e—isomorphisme de S et

S' entraine que p(S) =p(S") et §(S) = 8(s").

La classe des ensembles d'équilibration d'un cs—graphe S est déterminée
complétement par une base quelconque de S. Fixons la base dans X - Chaque
sous—-ensemble Z de X - {x]} = {xz,...,xn} définit d'une fagon unique un
ensemble d'équilibration dont la partie composée d'arétes allant de x, a
d'autres points de S ne contient que les arétes X X, avec X € Z. Une aréte

-

XX, (i,j # 1) appartient d cet ensemble d'équilibration si et seulement si
1'un des cas suivants a lieu : 1. Le signe du triangle de sommets xl,xi,xj est
+, et a. Xs € 7Z et xj ¢ Z , oub. X, ¢ 7 et Xj € Z ; 2. Le signe de ce
triangle est - , et a. X, € Z et xj € Z, ou b. X, € Z et xj ¢ Z. On peut
trouver l'ensemble d'équilibration défini par Z en procédant de la fagon

suivante. Associons & une aréte X X4 le signe -, si X, € Z, et +, si X, ¢ Z.

Construisons un cs—graphe en utilisant la base de S dans X, - Les arétes
négatives du cs—graphe obtenu constituent l'ensemble d'é&quilibration

correspondant & Z.

Chaque ensemble d'équilibration U de S = (X,P,N) donne un graphe simple
(X,U). Un probléme intéressant est de caractériser ces graphes simples dont
les ensembles d'arétes sont des ensembles minimums d'équilibration de
cs—graphes. Pour le moment nous savons seulement que le degré de tout sommet
d'un tel graphe simple d'ordre n doit @tre inférieur ou égal & E%L . En effet,
prenons la base dans X:s et remarquons que deux ensembles d'équilibration,
1'un défini par Z < X - {xi} et 1'autre défini par le complémentaire de Z dans

X - {xi}, différent seulement par leurs arétes incidentes a X

S et S' sont e-isomorphes si et seulement s'ils admettent des ensembles
d'équilibration respectivement U et U' tels que les graphes simples (X,U) et

{(X',U') soient isomorphes.

La classe de tous les cs-graphes définis sur un ensemble X est munie

d'une distance. Pour S] = (X’PI’NI) et S2 = (X’PZ’NZ) on pose d(Sl,Sz) =
IPIA P2|, c'est-a-dire, la distance de S] et 82 est égale 3 l'effectif de la
différence symétrique de P] et P2. En d'autres termes
1
4651589 = 7 115, Gepxp) = sy ey

On peut donner la définition équivalente du degré de déséquilibre par la formule
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§(8) = min d(s,5)
5

oi S parcourt la classe des cs-graphes équilibrés définis sur 1'ensemble
des sommets de S. Il en résulte immédiatement que pour deux cs-graphes S1
et S, définis sur X on a

[86(s)) - 8(s,)| < d(5;,5,).
L'indice du niveau d'@quilibre vérifie 1'inégalité analogue. On a
[p(8)) —0(s,)| < d(s.,8,) .

Un cs—-graphe dont tous les triangles sont négatifs s'appelle anti-
équilibré. S = (X,P,N) est anti-équilibré si et seulement si S = (X,N,P)

est équilibré. Le degré de. déséquilibre d'un cs—graphe anti-&quilibré d'ordre
n(n-2) (n-1)2

4 T4
n impair. En effet, on peut supposer toujours que S n'a que des arétes négatives.

n est égal 3 E(n), ot E(n) = pour n pair, et E(n) = pour
Remarquons qu'il faut (2) - k(n-k) changements de signe pour obtenir un cs—graphe
équilibré tel que la bipartition qui lui correspond soit composée d'ensembles de
k et n-k éléments. Par conséquent, §(S) = min (;) - k(n-k) = (2) - max k(n-k) =

E(n). k k

Un cs-graphe S = (X,P,N) s'appelle cs-graphe de p—coalition
(p-clusterable, cf. [2]) si X est la 5éunion de p ensembles non-vides deux i deux
disjoints A]""’Ap tels que' P= U q}(Ai). Nous calculerons le degré de

1=1

déséquilibre d'un tel cs-graphe en généralisant la formule pour un

cs—-graphe de n-coalition d'ordre n.

THEOREME 1. Soient m ..,mp les effectifs des ensembles AI""’Ap de la

1’

partition correspondant & un cs—graphe S de p-coalition d'ordre n. Posons

I=1{1,...,p} et pour I'©¢ I : £(1') = z m.. On a alors
. ' 1 —_—
i€I
P
1 2
§(s) = E‘[n - Z mg] - max £(I")(n-£(I'))
. i
i=1 I'cl
Preuve

Nous emploierons la récurrence sur n—-p. On a déja démontré que la formule est
vérifiée pour p=n. Ayant supposé que le théoréme est vrai pour les cs—graphes
d'ordre n de p+l-coalition, considérons un ensemble minimum d'équilibration U
d'un cs—graphe S d'ordre n de p-coalition. Nous allons montrer que U ne contient

aucune aréte ayant ses deux extrémités dans un méme ensemble de la partition
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A ,...,A . On aura alors
I P
' p
88) =1ul = 7 mm + T  mm, =l[f(1 Y2 (m=£(1 )2 7 m2.] -
g;(l ) 1] g;(I—IO) 1] 2 o o j=1 1
o

P
21 [2 2]_ _ , .
= [n izl my f(Io)(n f(IO)),IO étant une partie de I.

Supposons que U comporte des arétes reliant des points dans A], par exemple.
Clairement, U transforme la clique engendrée par A] en un sous—graphe
€quilibré auquel correspond une bipartition de A]. On a donc k.k changements

de signe 3 1'intérieur de A,, k et k = ml-k étant les nombres d'éléments

J’

des ensembles de la bipartition de Al' A la suite de ces changements on

obtient de S un cs-graphe de P+l-coalition dont le degré de déséquilibre,

d'aprés l'hypothése de récurrence, est donné par l'expression

k.f(JO) + E'f(J—JO) + + Z m.m,, ol JO est une partie de

i T
@Z(JO) JZ(J‘JO)
J={2,...,p}. Soit f(Jo) > f(J—JO), par exemple. L'ensemble d'&quilibration
U' de S ayant m, .f(J-J ) + Z m.m. + m.m. pour effectif a
: eyt ¢u-gy t
2% 0 2 .0
moins d'éléments que U. En effet,

ol = |u'] = k& + k(EQT) - £(J=T)) > O.

On a donc obtenu la contradiction et le théoréme est démontré.

I. Tomescu a démontré ([6]) que pour tout cs-graphe S d'ordre n on a
§(S) < E(n). Nous ferons usage de 1'indice du niveau d'équilibre pour établir

une évaluation plus précise de §(S).

THEOREME 2. Le degré de déséquilibre d'un cs-graphe S d'ordre n vérifie les

inégalités suivantes, ol m = p(S).

n-m¢s< 8§(S) < E(m) - E(m).

Preuve

Ona: nm=pR) ~-p(S) < dR,S) = §(S), ol R est un cs-graphe équilibré
d'ordre n. La deuxiéme évaluation sera démontrée par récurrence sur n-m.
Supposons d'abord que n-m = 1, c'est-a-dire, que S contient un sous-graphe
équilibré d'ordre n-1. Soit A = {al,...,an_]} son ensemble de sommets et a

le sommet restant de S. Désignons par A] et A2 les ensembles de la bipartition
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de A qui correspond au sous—graphe &quilibré SA' Posons

+

Ay

{ai€ A / s(aoai) = +} et A] = {aiE A] / S(aoai) = -},
A; et A; sont définis de méme. Evidemment, 1'un des ensembles d'équilibration

U, = {aoai / ai€ A] U A2 } et U2 = {aoai / aiE A] U A2 }

a au plus [E%%L] €léments, ol [E%?—] représente le plus grand entier
n-1

n'excédant pas Efl . Remarquons enfin que [—5—] =E(n) - E(n-1).

On peut faire la récurrence de la fagon suivante. Etant
donné un cs-graphe S d'ordre n avec p(S) = m, on en obtient S' tel que
p(S'") = m+l et d(S,S') < E(m+l) - E(m). Pour construire S', il suffit
d'équilibrer un sous—graphe de S d'ordre m+l contenant un sous-graphe
équilibré d'ordre m, en utilisant 1'ensemble d'équilibration trouvé comme
précédemment. On a 6(S') < E(n) - E(m+1) en vertu de 1'hypothése de récurrence.
Par conséquent, §(S) < 8§(S") + d(S,S") < E(n) - E(m).

Les seuls cs-graphes d'ordre n dont le degré de déséquilibre est E(n)
sont les cs—graphes anti-&quilibrés. Ce résultat de [6] se déduit
immédiatement du théoréme 2. En effet, pour tout cs—graphe S d'ordre n qui n'est

pas anti-équilibré oma : p(S) > 3, d'od §(S) < E(n)-1.

ENSEMBLES D'EQUILIBRATION ET SOUS-GRAPHES EQUILIBRES

Passons maintenant & l'étude.de la relation entre les ensembles d'équilibration
et les sous—graphes équilibrés d'un cs-graphe. Soit U un ensemble
d'équilibration d'un cs-graphe S. On dira que U conserve le sous-graphe
équilibré de S engendré par A, si aucune des arétes de U n'a ses deux
extrémités dans A. U conserve Sy si et seulement si A est un ensemble stable*
du graphe simple (X,U). Appelons un sous-graphe équilibré de S résistant,
s'il est conservé par un ensemble minimum d'équilibration de S, et fortement
résistant, si tout ensemble minimum d'équilibration de S le conserve.

Un ensemble d'é@quilibration U de S sera appelé conservateur, s'il existe un
sous—-graphe équilibré maximum de S conservé par U, et fortement conservateur,
si U conserve tous les sous—graphes équilibrés maximums de S. Ces définitions

permettent de formuler quelques énoncés qui nous semblent propres a décrire

1'aspect considéré du processus déquilibration. Ces énoncés sont présentés

*
A propos du concept de stabilité voir (1], chap.13.



32

ci-dessous, leurs dépendances logiques étant désignées par des fléches.

Tout U min. est | < . Tout R max. est
f. conservateur f. résistant

| /*
I1 existe U min. I1 existe R max.
f. conservateur f. résistant

21 l5
Tout R max. est Tout U min. est
résistant conservateur

31 lG
Il existe R max. I1 existe U min.
résistant conservateur

Aucune de ces propositions n'est vraie pour un cs-graphe quelconque. Un

cs—graphe S0 d'ordre 12 de 5-coalition, pour lequel mo=m, =m, = 2 et

3

m, =m = 3, est un contre-exemple. Il résulte du théoréme 1 que S0 admet
un seul ensemble minimum d'équilibration. Cet ensemble d'équilibration
transforme le seul sous-graphe équilibré maximum de So’ composé de deux

coalitions de 3 éléments, en une coalition de 6 &léments.

Aucune des implications numérotées de | & 6 ne peut étre renversée.
Nous allons examiner les trois cs—graphes S],SZ,S3 présentés ci-dessous (pour

ne pas compliquer le dessin on a indiqué seulement les ar@tes négatives).

X X X X
1 2 3 1
A P - .
e : e ,/ AN
’ 1 ~ \
P ' N 4 \
, N / \
’/ X3l. \\ // \
N \

XA ' X X ¢ X XA X
2‘\ ! ;4 1 4 2\ ;3
\ . / \ /
\ X ’ \ ’
\ 5 ’ \ ’
\ ’ \ ’

\ /7 \ /

\ ’ \ ’

\ / \ ’

\ / \ ’

O = = - - O e - - R e T -

X X X X X X
6 7 5 6 4 5
S S S

1 2 3

L'ensemble {XI’XZ’X3’X4} engendre un seul sous—-graphe équilibré maximum de Sl'

I1 y a 9 ensembles minimums d'équilibration : U, est 1'ensemble des arétes

négatives de Sl’ U2 = {x2x5,x2x7,x3x6,x3x7,x4x5,x4x6,x6x7},

U3 = {XIXS’X1X6’X1X7’X2X6’X3X5’X4X7’x6x7}’ et les six restants sont leurs

images obtenues par les permutations suivantes de 1l'ensemble des sommets de
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8, : (x4,x],x3,x2,x6,x7,x5) et (xz,xl,x3,x4,x7,x6,x5). Trois ensembles
minimums d'équilibration (Ul et ses images) ne sont pas conservateurs tandis
que les autres sont fortements conservateurs. Sl montre donc que les
implications | et 6 ne peuvent &tre renversées.

82 est un exemple d'un cs-graphe pour lequel les implications inverses
de 3 et 4 sont fausses. On a p(Sz) =3 et 6(52) = 4. L'ensemble des arétes
9 ¢ Il y a 8

sous—-graphes équilibrés maximums, parmi lesquels deux, 1'un de sommets xl,xé,x

négatives de S, est le seul ensemble minimum d'équilibration de S

3
et 1'autre de sommets X,,X3,X,, De sont pas résistants. Les autres, par exemple

le sous—-graphe de sommets X[ sXq5X sont fortement résistants.

59
Les sous—graphes équilibrés maximums de 83 sont les sous—graphes de

sommets respectivement : Rl - xl,xz,x3 5 R2 - xl,xz,x5 5 R3 - x],x3,x4 5

R4 ESYEIRE SO R5 T XgsX,eXg. Ilyas ensemples minimums d'équilibration :

U1 = {x2x4,x3x5,x4x5} conservant RI’RZ’R3 ; U2 = {x]xé,x3x4,x3x5} conservant

RisR,HR, 5 Uy = {xlxs,x2x4,x2x5} conservant R ,R.,R. 5 U, = {XIXZ’XIXS’XZXB}

conservant R3,R4,R5 3 U5 = {xlx3,xlx4,x2x3} conservant R2,R4,R5. On voit que

les implications inverses de 2 et 5 sont fausses dans ce cas.

PR . . oL . 2 a
Le théoréme qui suit montre que la condition : p(S) > 3 0 entralne que
tout ensemble minimum d'équilibration de S est fortement conservateur, autrement

dit, que tout sous—-graphe équilibré maximum est fortement résistant.

THEOREME 3. Tout ensemble minimum d'équilibration d'un cs-graphe S d'ordre n

- L 4 - - . - 2
conserve tous les sous—graphes &quilibrés de S d'ordre supérieur a 3 o

Preuve

A, P 2 .
Considérons un sous—graphe &quilibré d'ordre m de S avec m > 3 D Soit
A = {al,...,am} son ensemble de sommets. Dé&signons par B = {b],...,bn_m} le
complémentaire de A dans l'ensemble des points de S. Soit U, un ensemble
minimum d'équilibration de S. U0 est déterminé complétement par sa partie

composée des ar@tes allant de a, (choisi pour pivot de la base) aux points

1
d'un ensemble Zo = A0 U Bo’ ol Ad: A - {a]} et B0 < B. Pour démontrer le
théoréme, il suffit d%tablir que Ao = (. Supposons que IAOI =k > 0.

On verra que ceci contredit la minimalité de U,- Nous montrerons que 1'ensemble

d'équilibration U, défini par 7, = B a moins d'éléments que U_.

Un ensemble d'équilibration peut comporter, en particulier, certaines
arétes de la forme aibj avec a; € A - {al} et bj € B. Soient T, et T, les

parties respectivement de U, etU composées d'arétes de cette forme. On voit

1
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que |UO] - |u = k(m-k) + |Tol - |T1| . Nous allons utiliset 1'inégalité

|
suivante :

| = Iz 0l < Iz a1,

La différence symétrique de T0 et T, est égale i {aibj/ a.€ Ao’ bj€ B}.
i

1

Pour vérifier cela remarquons que toutes les ar&tes aibj avec aie Ao

n'appartiennent pas i To A T,, et pour chaque aréte aibj avec ai€ AO

l'une des situations suivantes a lieu : 1. Le signe du triangle de sommets

a .,b. +. : .b. - i . .b. -
1,al,bJ est On a alors ale € Tl To’ si bJE Bo’ et ale € TO Tl’

si bj€ BO 3 2. Le signe de ce triangle est —. On a alors : aibj € T-T

si bj€ B, et aibj €T, - T, si bj ¢ B,-

]’

On a donc |T0 A T | = k(n-m) et en conséquence nous obtenons

1|

u | - [u,] > k@k) - |1 aT | =k@u-nk).

(|
Si 2m-n > k, alors [UO| - |U1| >0 et U, n'est pas minimum. Dans le cas
contraire on raisonne de méme ayant pris la base dans un point a. € Ao'
L'effectif du nouveau AO est m-k. La relation 2m-n > m-k doit &tre vérifiée,
puisque on aurait autrement 2m-n < k et 2m-n < m-k, d'oi m < %-n. Le théoréme

a donc été démontré.

Nous n'avons pas réussi & trouver des conditions suffisantes pour les
autres énoncés présentés sur le diagramme. Nous sommes en mesure de démontrer
seulement que la condition p(S) > n-2 entraine que tout ensemble minimum
d'équilibration de S est conservateur et tout sous—graphe &quilibré maximum de

S est résistant. Nous en omettons la preuve.

Soit U un ensemble d'équilibration d'un cs-graphe So = (X,PO,NO).
Une suite d'ar@tes (ul,...,ur) obtenue en ordonnant U est accompagnée d'une
suite de cs-graphes (SO,S

...,Sr) telle que Si+ résulte de Si par le

1? 1
changement de signe de 1'aréte u,. Cette suite de cs—graphes définit un

chemin dans le graphe simple ayant les cs—-graphes construits sur X pour sommets,
S et S' étant adjacents si et seulement si d(S,S') = 1, autrement dit, s'ils
différent par le signe d'une seule aréte. L'hypothése qu'un cs-graphe
s'équilibre par un nombre minimum de changements de signe ne précise pas, sur
lequel de r! chemins possibles pour un ensemble minimum d'équilibration de

r éléments le processus d'équilibration s'effectue. Nous proposons une
hypothése supplémentaire qui affirme que le niveau d'équilibre mesuré par
1'indice p ne baisse pas 3 chaque étape du processus d'équilibration. Peut-on

mettre d'accord ces deux hypothéses ? Le théoréme suivant donne la réponse

affirmative.



35

THEOREME 4. Soit U un ensemble minimum d'équilibration d'un cs-graphe S0

d'ordre n avec p(So) =m et 6(SO) = r. On peut ordonner U de telle fagon

que la suite de cs—graphes (So’sl""’sr) définie par la succession des

arétes de U vérifie

m=p()sp(E) s . <o) <0(5) =n.
Preuve
Nous montrerons que l'on peut trouver une disposition successive des éléments
de U qui donne une suite de cs—graphes (SO,S{,...,Sé) telle que p(Si) > m pour
i=1,...,r. Etant donné un sous—graphe &quilibré de Sod'ordre m, engendré par A,
divisons U en deux parties. Une ar@te de U appartiendra & la premiére partie, si
elle a au moins une de ses extrémités hors A, et 3 la deuxiéme partie
dans le cas contraire. Ordonnons U de fagon que les arétes de la premiére partie
précddent les restantes. D'aprés le théoréme 3, ces derniéres manquent, si
m > E-n. Si la deuxiéme partie de U est non-vide, elle est composée des arétes

3

reliant deux sous-ensembles Aj et A de A qui forment une bipartition de A.

2
Soit Sé le cs—-graphe résultant de So a la suite de changements de signe des

arétes de la premiére partie de U. Sé et les cs-graphes qui le suivent

contiennent deux sous-graphes équilibrés, 1'un engendré par (X-A) U A] et
1'autre engendré par (X-A) U AZ' L'un ou l'autre a au moins m sommets. En effet,

.o . 2 -
1'inégalité m < 30 entraine que n-mtk >m ou n-m + m~k = n~k > m, od

k= |4

Soit Sg le premier cs—graphe dans la succession tel que son indice du
niveau d'équilibre est m+1. La disposition des arétes de U qu'on a définie nous

fournit j termes initiaux u ..,u. de la suite d'arétes cherchée. Le

1
raisonnement se répéte maintenant pour Sg, U - {u],...,uj} étant son ensemble
minimum d'équilibration, et ainsi de suite.

Si p(SO) > %-n, 1'indice du niveau d'équilibre ne diminue pas sur chacun des
plus courts chemins & 1'équilibre, ce qui n'est pas toujours vrai.

de la figure.

Considérons 1'ensemble minimum d'équilibration U, du cs—graphe S

1 1
On a p(Sl) = 4. En changeant le signe de l'ar@éte X X5 on obtient de §, un

cs-graphe dont 1'indice du niveau d'équilibre est 3.
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