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G. Th. GUILBAUD

LA REGLE DES PARTIS ET LA RUINE DES JOUEURS

| - LA REGLE DES PARTIS™

8i de grands mathématiciens, tels Galilée, Képler, Jéréme Cardan, s'étaient
appliqués avant Pascal & énumérer et dénombrer les chances, il n'en reste pas
moins que c'est trés précisément en 1654, dans un échange de lettres entre Pascal
et Fermat, que naquit la Théorie de la Décision englobant & la fois la Théorie
des Probabilités et la Théorie des Jeux.

L'occasion en fut un probléme de "partis" (aujourd'hui nous dirions: de
partage) posé par le Chevalier de Méré. On sait quel était le probléme de
Méré: un jeu, constitué d'une suite de coups ("parties" dans les textes de Pas-
cal), prévoit selon des régles bien définies, comment partager les enjeux dans
chaque issue possible du jeu. Or ces régles ne prévoient nullement une interrup-
tion du jeu avant sa fin réguliére. Cependant il se peut que, pour force majeu-
re, le jeu doive &tre interrompu: quel est alors le "parti" (ou le partage)? Il
ne serait pas juste que les joueurs reprennent leurs mises respectives; "l'ar-
gent que les joueurs ont mis au jeu ne leur appartient plus car ils en ont quitté
la propriété" selon les termes mémes de Pascal. Et pourtant il faut bien prendre
we décision. La reégle du jeu ne permettrait-elle pas de décider encore dans ce
cas non explicitement prévu, selon un principe analogue & celui du Code civil
selon lequel "les conventions obligent non seulement & ce qui y est exprimé, mais
encore & toutes les suites que 1'équité, l'usage ou la loi donnent & 1'obliga-
tion"?

La solution de Pascal est en effet fondée sur cette convention initiale. La
régle des partis qu'il énonce spécifie donc que si les joueurs ont bien quitté
la propriété des enjeux, "ils ont regu en revanche le droit d'attendre ce que le
hasard peut leur donner, suivant les conditions dont ils sont convenus d'abord.

"Mais comme clest une loi volontaire, ils peuvent la rompre de gré a gré,
et ainsi en quelque terme que le jeu se trouve, ils peuvent le quitter, et au
contraire de ce qu'ils ont fait en y entrant, renoncer a l'attente du hasard,
et rentrer chacun en la propriété de quelque chose; et en ce cas, le réglement
de ce qui doit leur appartenir doit &tre tellement proportionné & ce qu'ils
avaient droit d'espérer de la fortune, que chacun d'eux trouve entidrement é&gal
de prendre ce qu'on lui assigne, ou de continuer 1'aventure qu jeu: et cette
juste distribution s'appelle le parti" (1).

Prenons garde au caractére arbitral de cette solution; loin de la soumettre

(1) Pascal: "Traité du triangle" (usage du triangle arithmétique pour déterminer les par-
tis qu'on doit faire entre deux joueurs qui jouent en plusieurs parties).

% Cet article a été rédigé avec la collaboration de Monsieur M. Eytan.
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3 1'avis des joueurs (et de prévoir alors un marchandage), on 1'impose, comme
conséquence logique de la reégle du jeu.

"Le premier principe", dit Pascal (1), "qui fait connaftre de quelle sorte
on doit faire les partis est celui-ci:

Si 1'un des joueurs se trouve en telle condition que, quoi qu'il arrive,
une certaine somme doit lui appartenir en cas de perte et de gain, sans que le
hasard puisse la lui.8ter; il ne doit en faire aucun parti, mais la prendre en-
tiere comme assurée, parce que le parti devant &tre proportionné au hasard,
puisqu'il n'y a nul hasard de perdre, il doit tout retirer sans parti.

Le second est celui-ci. Si deux joueurs se trouvent en telle condition, que
si 1'un gagne, il lui appartiendra une certaine somme, et s'il perd, elle appar-
tiendra & l'autre; si le jeu est de pur hasard, et qu'il y ait autant de hasard
pour 1'un que pour l'autre, et par conséquent non plus de raison de gagner pour
1l'un que pour l'autre, s'ils veulent se séparer sans jouer, et prendre ce qui
leur appartient 1égitimement, le parti est qu'ils séparent la somme qui est au
hasard par la moitié, et que chacun prenne la sienne".

Par exemple soient Primus et Secundus les deux joueurs; chacun d'eux a ga~
gné un certain nombre de "parties", pas assez cependant pour que le jeu prenne
fin. Désignons par (A) 1'état actuel. Si 1l'on n'était obligé de s'arréter, la
"partie" suivante pourrait &tre gagnée soit par l'un soit par 1'autre des joueurs
(en supposant, pour faciliter le langage, une partie nulle impossible): désignons
ces possibilités par (B) et (C). Schématiquement on a:

(4)

(B) (C)

Supposons que le parti en (B) soit:

16 pistoles & Primus, 8 pistoles & Secundus alors que le parti en (C) est:
10 pistoles a Primus, 14 pistoles & Secundus.

Sur les 24 pistoles en jeu, Primus est sir d'obtenir 10 "sans que le hasard puis-
se la lui &ter".

I1 pourra donc dire & Secundus: "donnez-moi les 10 pistoles qui me revien-
nent quoi qu'il arrive". De méme Secundus pourra revendiquer les 8 pistoles qu'il
est certain d'obtenir. Quant aux 6 pistoles qui restent ils les séparent par la
moitié, c'est—a~dire 3 pistoles chacun.

Le parti en (A) sera donc:
13 pistoles & Primus, 11 pistoles & Secundus.

Aingi le processus séquentiel qu'est le jeu, permet, par une méthode de ré-
currence, de connaftre le parti en une situation donnée & condition de le con-
naftre aux moments immédiatement ultérieurs. Or il est une situation privilégide
ol le parti est connu de par la régle méme du jeu: c'est la situation finale.

(1) Pascal: "Traité du triangle" (usage du triangle arithmétique pour déterminer les par-
tis qu'on doit faire entre deux joueurs qui jouent en plusieurs parties).
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Remontant alors de proche en proche 1la généalogie des situations, le parti pourra
8tre calculé dans wne situabion queicongue du jeu (y campris, d'ailleurs, la situation ini-
@ia;ge ol les joueurs n'ont encore rien fait d'autre que quitter la propriété de 1'argent mis en
au).
! La méthode équivaut & faire la moyenne arithmétique des partis en (B) et
(C) pour obtenir celui en (A). Représentant un parti par un vecteur ligne (le
premier nombre indiquint la part de Primus, le deuxiéme celle de Secundus), on
a: ((16,8) + (10,14))/2 = (13,11).

La méthode se généralise aisément: supposons qu'il y ait n joueurs (le parti
sera donc un vecteur ligne & n nombres), les r éventualités (E ), (E2), ceay enny

N

(B,) succédant mnedlatexnent la situation (A) avec des proba,bllltés Pqs Preees
Py Le parti en (A) est alors:

P1 (8.1, b1, e sy 11) + P2 (a,z, b2, K] 12) + oo +p2 (ar’ br, o0 0y r)

ol (ajy bjy «+o, 1;) est le parti en (E;), le premier joueur recevant a; pisto-
les, le second by, ..., le nieme 1; pistoles. Le parti en (A) est donc la moyen-—

ne pondérée (par les probabilités) des partis aux situations immédiatement ulté-
rieures & (4).

\

Pascal, ayant trouvé cette méthode, commniqua le probléme & Fermat. Celui-
ci, par une méthode un peu différente, retrouva la solution du probléme posé par' '
de Méré. Voici ce qu'en dit Pascal dans sa lettre du 29 Juillet 1654 (la précé-
dente étant perdue):

"... je regus hier au soir, de la part de M. de Carcavi, votre lettre sur
les partis, que j'admire si fort que je ne puis vous le dire. Je n'ai pas loisir
de m'étendre; mais en un mot vous avez trouvé les deux parties des dés et des par-
ties dans la parfaite justesse: j'en suis tout satisfait, car je ne doute plus
maintenant que je ne sois dans la vérité, aprés la rencontre admirable ou je me
trouve avec vous ... M. de Méré n'avait jamais pu trouver la juste valeur des
parties, ni de biais pour y arriver, de sorte que je me trouvais seul qui eusse
connu cette proportion'.

Les deux autres lettres de Pascal & Fermat en notre possession contiennent
outre le probléme de la poule, des discussions techniques sur la régle des partis
et la solution donnée par Fermat.

Voyons donc de plus prés la solution détaillée du probléme: deux joueurs,
Primus et Secundus, misent 64 pistoles dans un jeu qui consiste en une succession
de parties ol chacun d'eux peut gagner un point. Le jeu se termine lorsque 1'un
des joueurs obtient 4 points. Soit (x,y) la marque, c'est-d-dire soit x le nom-
bre de points de Primus, y celui de Secundus. La succession des parties peut &tre
représentée par un réseau ou l'on inscrit la marque correspondante & chaque sommeb:

«— (O’Oku

(0y1) (1 ,0)
02 an* T30

“— \o
3 )2 2,1

\
(1 3 (2, 2) (3,1)
1,8 )\"(2 S

(2,4) TG T4,2)
G405 T4,3)

(0,4)/ (470)
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~ Pour les situations finales (sommets pendants du réseau), nous connaissons
les partis. Représentons-les encore par un vecteur-ligne (u,v), u étant la
part du Primus, v celle de Secundus.

Pour les marques:
(0,4) 5 (1,4) ;5 (2,4) ; (3,4)
le parti est : (0,128).
Pour les marques:
(4,3) 5 (4,2) ; (4,1) 5 (4,0)
le parti est : (128,0).
Pour les situations qui précédent immédiatement une situation finale,la ré-

gle des partis donne immédiatement le résultat; par exemple pour la marque (3,3)
la situation précéde celle ou les partis sont respectivement (0,128) et (128,0) :

/N

(0,128\) (128,0)

Les chances étant égales, le parti est: ((0,128) + (128,0))/2 = (64,64).
Faisant ainsi le calcul de proche en proche on obtient le réseau suivant:

(64,64)
(44,84) % (84,44)
(24,104)/\‘(64,64) /\‘(104,24)
(8,120) T (40,88) ¢« *(88,40)4—  ™(120,8)

(0,128) ‘/\"(16,1 ‘|2)4’./\(64,64)‘/ \‘(112,16)/ \‘(128,0)
(0,128)4/\(32,96)"/ \*»(96,32)/ \"'(128,0)

-

(0,128)% M (64,64) & (128,0)
(0,128) = (128,0)

On remarque que le parti est conmu mé@me au départ: le jeu sera donc équita~
ble si chacun des joueurs doit miser 64 pistoles. Le parti prend donc la signifi-
cation suivante: c'est la valeur du jeu, la somme qu'un joueur doit équitablement
verser pour participer au jeu. Sur le réseau on voit non seulement le parti, mais
encore ce que chacune des parties & venir rapporte aux joueurs. Il est remarqua—
ble que quel que soit le nombre de parties d'un jeu, les deux premidres ont la
méme valeur, c'est-a-dire procurent le méme gain & 1'un ou l'autre des joueurs.
Dans notre exemple le gain est de 20 pistoles dans chacune des deux premiéres
parties (étant entendu que le joueur gagnant ne fait que gagner au cours de ces
deux parties).

Exprimons sous forme algébrique la riégle des partis. Pour cela introduiscns
le manque en une situation: si (x,y) est la marque, et a le nombre de points né-
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cessaire afin de gagner le jeu, le manque sera (a-x, a-y). Soit alors une partie,
ou la situation de manque (u,v) conduit (avec des probabilités respectives p et
q) aux situations de manque (u-1, v) et (u, v-1). Soit G la part de Primus; la
reégle des partis conduit & dScrire:

G(u,v) = p.G(u-1,v) + q.G(u,v1)

(u,v) G(u,v)

/\ P q

(u-1,v) (uyv-1) .
G(u~1,v) G(u,v-1)

Si 1'on considére G comme un vecteur (le vecteur parti), alors cette équa~
tion de récurrence est valable pour chacun des joueurs.

Tracer le réseau des partis d'une partie revient en fait & donner la solu-
tion de 1'équation de récurrence en chaque situation, avec les conditions aux
limites:

a) G{O,v) = BE pour tout v <a (Primus emporte 1'enjeu E s'il obtient a points,
c'est-d~dire si son manque est 0).

b) G(u,0) = 0 pour tout u < a (Primus n'obtient rien si son adversaire a un man—
que de O points).

On montre que la solution de 1'équation de récurrence est:

v
G(u,v) = B.p" E (u+;_1) q;
i=0

(Jordan: "Calculus of finite difference" Chelsea).

L'importance de la régle des partis dépasse la seule théorie des Jeux: se
donner en effet une loi qui & la situation (A) fait succéder les situations

\

(E1), (Ez), «oey (Bp) et une loi de composition lindaire des partis conduit a

identifier le probléme des partis et celui de la composition des chances. Pascal
lui-méme en fut parfaitement conscient. Dans une lettre adressée & Celeberrimae
Matheseos Academiae Parisiensi, datée de 1654, il expose son programme: 'Navis—
sima autem ac penitus intentatae materiae tractatio, scilicet de compositione--
aleae in ludis ipsi subjectis, quod gallico nostro idiomate dicitur faire les
partis des jeux..."

Dans un réseau quelconque, dont les sommets portent des probabilitds é1é-
mentaires données, on pourra aisément calculer le parti initial P, en fonction



8.

des partis P), aux sormets pendants. La loi de composition étant lindaire, on au-

ra:
= Z‘ o Py

Les & pourront alors &tre interprétés comme des probabilités composées
(ak est la probabilité du sommet pendant k lorsqu'on se place & 1l'origine).
Le calcul des espérances (le "droit d'attendre" de Pascal) conduit donc &

la compositio aleae. I1 n'est nullement nécessaire pour cela de spécifier les
Py : on aurait un calcul symbolique permettant de manipuler les probabilités ay

dont la nature importe, au fond, assez peu, pourwvu qu'on sache les combiner entre
elles.

2 - LE PROBLEME DE LA RUINE DES JOUEURS

On considére un jeu ou les deux adversaires, Primus et Secundus, peuvent &
chaque coup gagner un point avec la probabilité p (resp. q) et perdre un point
avec la probabilité q (resp. p).

Le résean du jeu est, en powbant uniquement les marques ‘de Primus:

0

N 0N\

L 2/\\/\3

. , \\ N
N AN
etc. .

Cherchons le parti initialj; la rdgle des partis ne peut &tre appliquée, car
le jeu n'est pas limité, il n'y a pas de situations finales. A cela Pascal remé-
die en limitant le jeu & la marque 12 de la fagon suivante:

— si la marque de Primus est 12, il gagne la partie (sa part est 1);
— si la marque de Primus est —-12, il perd la partie (sa part est 0).

Néanmoins ce jeu présente encore, du fait de cycles dans le réseau, des sé-
quences de longueur arbitraire. Négligeons pour 1l'instant cette difficulté et
tournong-nous vers l'aspect algébrique de la régle des partis, pour essayer d'ob-
tenir une solution.

Soit donc x 1la marque de Primus, P(x) son parti en ce point. A partir de
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cette marque, Primus peut obtenir soit x + 1 avec la probabilité p, soit x — 1
avec la probabilité q; d'apres la régle des partis, on at

P q
x+1 x-1
P(x) = pP(x + 1) + qP(x~1)
P(12) =1 )
avec (P :f/= Q)
P(-12)=0

Portons dans 1'équation de récurrence P(x) = u¥; on obtient

u = pu2 + q
dont les solutions sont u =1 et u =-Iq)- .

La théorie des équations aux différences finies indique alors que la solu-
tion générale de 1'équation de récurrence est:

. *
P(x) = c1 +C, (p)
Calculons C, et Cy en écrivant que les conditions aux limites sont vérifides:

P(12)

12
R _
¢, +C, (P) =1

P(-12)

I

-12
9 —
C1 + G, (P) =0

d'ol :

Enfin, la partie initiale de Primus est:

2,12 2 12
p2p'é-4'% P

2 27 12 12
(pm) —(q1'2) Pota
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On trouverait de facon analogue que la part initiale de Secundus est :
12
0(0) = —9q

12 12
P +q

De fagon générale si 1'on décide d'interrompre le jeu aprés n coups, en

posant
P(n) =1
P(—n): 0

le parti initial de Primus (resp. Secundus) est proportionnel a p™ (resp. q").
C'est le résultat donné par Pascal et par Fermat.

La dénomination '"probléme de la ruine des joueurs" provient de ce qu'on
peut considérer la condition P(-n) = O comme signifiant que Primus est ruiné
aprés avoir perdu n points (ou n écus ... etc..); id. pour la condition
P(n) = 1 considérée comme la ruine de Secundus.

(rédaction par M. EYTAN

d'une lecon faite le 16 Mars 1962
par G.Th. GUILBAUD)

3 - HISTOIRE DU PREMIER PROBLEME DE RUINE DES JOUEURS
1656 - 1718

Extrait d'une lettre de Pierre de CARCAVY & Chr, HUYGENS, en date du 28 Sep-
tembre 1656.
(publiée par Ch. Henry dans son ouvrage sur Carcavy — se trouve aussi dans la
correspondance de Huygens (1), n® 336, et dans celle de Fermat (2), n°® 78).

kesoo voicl une autre proposition que M. Pascal a fait & M. de Fermat, la-
quelle il juge sans comparaison plus difficile que toutes les autres.

« Deux joueurs jouent & cette condition que la chance du premier soit "11"
et celle du second "14": un troisieme jette trois dés pour eux deux et quand il
arrive onze, le premier marque un point, et quand il arrive quatorze, le second
de son c8té en marque un.

«Ils jouent en 12 points, mais & condition que, si celui qui jette les dés
raméne onze et qu'ainsi le premier marque un point, s'il arrive que les dés fas-
sent quatorze le coup d'apreés, le second ne marque pas mais 8te un point au pre-
mier, et ainsi réciproquement ...."

(1) Oeuvres compldtes de Christiaan Huygens T. | p, %92-91,
(2) Oeuvres de Fermat T. Il p. 328-331,
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Le texte poursuit en donnant quelques exemples:

six fois onze suivi de trois fois quatorze : 3 points au premier
six fois onze suivi de neuf fois quatorze : 3 points au second
6 onze, 17 quatorze, 4 onze et 5 quatorze : 1le second gagne.

I1 est clair que les chances du Onze et du Quatorze ne sont pas égales:

une énumération facile montre qu'avec trois dés il y a 27 fagons d'amener Onze
contre 15 fagons seulement d'amener Quatorze.

Le probléeme posé par Pascal & Fermat revient donc & la forme suivante:
Deux événements, de probabilité donnée, soient p et q (ici: p/q = 27/15).

Une suite de coups: 1'événement p augmente une somme S de 1 point, 1'événement g
la diminue d'autant. La somme initiale est zéro. On arr&te quand la somme S at—
teint + r ou = r (ici r = 12). On demande les probabilités respectives de ces
fagons de terminer, soient P et Q, en fonction de p, g, r.

C'est un probléme de ruine.

D'aprés Carcavy, Pascal et Fermat savaient résoudre de tels problémes, dés 1656
au moins.

Car sitdt le défi posé par 1'intemmédiaire de Carcavy (1), Fermat répond que le
rapport des chances est compris en 1156 et 1157.

C'est donner la solution numérique
1156 < P/Q '< 1157
pour p/q = 27/15

mais ce n'est pas indiquer la méthode.

«M. de Fermat m'envoya incontinent cette solution: celui qui a la chance
Onze contre celui qui a la chance Quatorze peut parier 1156 contre 1, mais non
pas 1157 contre 1, et qu'ainsi la véritable raison était entre les deux par ou
M. Pascal ayant connu que M. Fermat avait fort bien résolu ce qui lui avait été
proposé, il me donna les véritables nombres pour les lui envoyer et pour lui té-
moigner que de son cété il ne lui avait pas proposé une chose qu'il n'eut réso-
lue auparavant3¥

Mais que va donc donner Pascal, pour montrer ce qu'il sait — puisque Fermat
vient, en réponse & son défi, de lui donner le résultat numérique attendu. De nos
jours, ce qu'on attendrait, en pareil cas, ce serait la "formule'",

4 savoir P/Q = (p/o)F
Mais tel n'est point le style de nos gentilshommes.

Pascal se contente de donner & Carcavy, pour les envoyer a Fermat, les deux
nombres (2) suivants (représentant P et Q) :

150 094 635 296 999 121
et 129 746 337 890 625,

(dont le quotient, & une unité prés est bien 1156).

(1) La réponse de Fermat ayant été envoyée & Carcavy, il est clair que celui-ci servait d'intermé-
diaire alors que Pascal et Fermat avaient correspondu directement en 1654,

(2) Le tome | (page 493) des oeuvres de Huygens donne, par erreur, 2 au lieu de 1 pour le dernier
chiffre du premier nombre. '
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Qu'eussiez~vous fait & la place de Fermat ? Evidemment décomposer en fac—
teurs premiers ces deux nombres. C'est immédiat:
336 ot 312 512
c'est-a~dire
27'? et 15'2
et c'est assez clairement dire que les chances P et Q sont proportionnelles a:

pr et qr, puisque p/q = 27/15, et r = 12.

C'était bien 1la 1l'intention de Pascal, et non pas, comme pourrait le croire
un lecteur moderne, seulement la solution numérique exacte par contraste avec la
solution approchée donnée par Fermat. Pascal aurait fort bien pu donner la valeur

exacte P/Q = (27/15)12 = (9/5)12; c'est—a—dire:
282429536481 /244140625

Ou bien en décimal, mais ce n'était point la coutume a 1'époque:
(18/10)12
=1156,831381426176

Si Pascal a donné, sans les simplifier, les deux temmes de la proportion,
c'est bien pour signifier la loi ou, comme nous dirions, la solution générale du
probléme, & un correspondant tel que Fermat, pour qui 1l'arithmétique des entiers
naturels n'a plus de secrets.

Pascal ne doutait pas d'ailleurs, au témoignage de Carcavy, (cf. le passage
cité plus haut), que Fermat n'ait trouvé la solution. Et Carcavy ajoutait avec
confiance & l'adresse de Huygens:'Mais ce que vous trouverez de plus considéra~
ble est que le dit ST de Fermat en a la démonstration, comme aussi MY Pascal de
son cbté, bien qu'il y ait apparence qu'ils se soient servis d'une différente
méthode". Le langage des nombres était pour les hommes de cette époque plus par-
lant que pour nous. Ce qui n'enleve rien & la constatation que nous avons souli-
gnée: la proportion donnée par Pascal est treées proprement significative.

—— EPILOGUE

En 1658, Chr. HUYGENS envoya & son maftre SCHOOTEN un petit traité, que
celui-ci traduisit en latin sous le titre "de Ratiociniis in ludo aleae'" et pu—
blia dans ses exercices de mathématique. En appendice, on trouve cing problémes,
simplement énoncés sans solution — et annoncés par quelques lignes de la préface:

"depuis longtemps, les plus grands géométres de toute la France se sont oc-
cupés de ce genre de calcul; mais en résolvant les questions qu'ils se propo-—
saient réciproquement, ils cachaient leurs méthodes ... on trouvera a la fin de
notre ouvrage quelques uns de ces problemes; je les ai donnés sans solution, non
seulement parce que je n'aurais pu &tre clair sans entrer dans de trop longs dé-
tails, mais encore parce que j'ai cru devoir laisser quelque chose pour exercer
les éventuels lecteurs'.

Et voici le cinquiéme de ces exercices:



"A et B prennent chacun douze écus et jouent avec trois dés aux conditions sui-
"vantes: s'il vient onze points, A donnera un écu & B, mais s'il en vient qua~—
"torze, B donnera un écu a A ; et celui qui le premier aura réuni tous les écus
"gagnera la partie. Il se trouve que le sort de A est a celui de B comme
1244140625 & 282429536481".

On reconnait le probléme de Pascal relaté par Carcavy, et 1l'on voit aussi
que Huygens en donne le résultat numérique, aprés simplification (voir la lettre
de H. & Carcavy, 12 Octobre 1656, n° 342, p. 505 du Tome I de la correspondance
de H.).

En 1713, Nicolas Bernoulli publia 1'oeuvre de son oncle Jacques Bernoulli,
le fameux Ars Conjectandi, dont la premiére partie reproduisait avec des commen-—
taires, le petit traité de Huygens traduit par Schooten. On y trouve la solution
de notre probléme.

Bernoulli commence par observer les chances de A et B, qui sont indiquées
par le nombre de combinaisons favorables & chacun, & savoir a= 15 et b = 27.
Puis il propose un raisonnement par récurrence ("inductione") qu'il résume "sans
calcul" de la fagon suivante:

19) - 8i A avait tous les écus sauf un il aurait o chances de gagner, et
de méme, quand B a tous les écus sauf un, il a & chances de gagner.

20) - Si A avait tous les écus sauf deux, il aurait @ chances de les avoir
tous sauf un, au coup suivant, c'est-a~dire a chances d'obtenir a chances de
gagner, donc ag chances de gagner..Et si B a tous les écus sauf deux, il a ¥
chances de gagner.

3°) - Bt ainsi de suite: & raison de chacun des écus qui manquent & un
joueur pour temminer la partie, il y & a chances pour A et b pour B, d'@tre
ramenés au cas antérieur.

49) — Au commencement du jeu, chacun a douze écus, donc il manque & chacun

douze écus pour gagner. Et les chances sont comme al? et b2,

Bien entendu, Bernoulli prévoit que ce "ratiocinium" ne satisfera pas tout

le monide, et il compldte par des indications trés précises pour une mise en forme
rigoureuse.:

Enfin, notre auteur ajoute, mais sans détails, la solution du m&me probléme
lorsque les deux joueurs ne posseédent pas initialement le méme nombre d'écus. Si
A posséde m écus et a chances d'en gagner un & chaque coup, et si B en pos-
séde n et b chances, les chances de tout gagner par A et par B sont comme
les nombres:

g -pm _ M0 et pTR_ O W
(3 condition que a == b, sinon les chances sont conome m & n ).

La solution compléte sera explicitée par de MOIVRE (The Doctrine of chances,
1718). J'en ai donné 1l'analyse dans mes lecons sur les éléments principaux de la
théorie mathématique des jeux (Stratégie et décisions économiques, Paris, C.N.R.S.
1954) pages I/12 & I/19.

Toute la question sera reprise dans 1'édition (traduite en francais et com-—
mentée) de 1'ARS CONJECTANDI que prépare le Centre de Mathématique Sociale.



