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METHODE DE CALCUL
DU COEFFICIENT DE SINGULARITE
POUR LA SOLUTION DU PROBLEME DE LAPLACE
DANS UN DOMAINE DIEDRAL (%)

par M. LENCZNER (1)

Communiqué par E. SANCHEZ-PALENCIA

.

Résumé. Dans ce travail, on étudie la solution de I’ équation de Laplace posée dans un

domaine diédral de R®. La frontiére du domaine est réguliére sauf le long d’une aréte. On
suppose que le second membre est dans L*(2). On caractérise les fonctions singuliéres duales
c’est-a-dire le noyau de I’opérateur adjoint, puis I’espace des singularités. Contrairement au
cas des polygones, ces deux espaces sont de dimension infinie. Nous les caractérisons sous
forme d’espaces de Sobolev. Ensuite, on en déduit la formulation variationnelle dont le
coefficient de singularité est solution.

1. INTRODUCTION

On considere la solution de 1’équation de Laplace avec second membre
dans L?(2) posée dans un domaine cylindrique infini, dont la section
contient un angle de mesure supérieure a 7. Au sommet de I’angle, la
solution est singuliere. L’objet de cet article est d’introduire une méthode de
calcul du coefficient de singularité. Le principe de la méthode est une
extension de celui utilisé par P. Grisvard [1] dans le cas bidimensionnel. On
caractérise d’abord 1’espace vectoriel des fonctions singuliéres duales, puis
la partie singuliére de la solution, enfin on introduit la formule de calcul du
coefficient de singularité. Le coefficient de singularité est ’unique solution
d’une formulation variationnelle qui fait intervenir seulement les fonctions
singulieéres duales et les seconds membres de 1’équation, ce qui est une

(*) Manuscrit regu le 25 mai 1992.
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396 M. LENCZNER

extension du résultat de Moussaoui M. [1] relatif aux domaines de
R

Une caractérisation des singularités avait déja été construite par M. Dauge
[1], P. Grisvard [3] et Mazy’a et Rossman [1]. En outre, ces derniers auteurs
ont aussi établi une formule de calcul des coefficients de singularités utilisant
des intégrales singuliéres. L’approche que nous avons ici est différente de
celles des références ci-dessus. Chez ces quatre auteurs, 1’essentiel de leur
travail concerne la caractérisation des singularités. Ici, au contraire, I’étape
principale se trouve dans la caractérisation des fonctions singuli¢res duales.
Ensuite, les fonctions singuliéres en sont déduites assez facilement. Notre
approche fait apparaitre 1’existence d’un isomorphisme entre 1’espace des
fonctions singuliéres duales et un espace de trace. C’est ainsi, qu’elle apporte
une premicre caractérisation des fonctions singulieres duales. Par ailleurs, la
représentation des singularités utilisées ici n’emploie pas explicitement de
produit de convolution avec des noyaux singuliers comme c’était le cas dans
les travaux précédents. Enfin, la formulation variationnelle vérifiée par le
coefficient de singularité est nouvelle, et ouvre des perspectives pour le
calcul numérique du coefficient de singularité.

Cette méthode a été introduite pour des domaines fissurés bornés ou non
dans la theése de ’auteur, et annoncé dans la note [2]. Le présent article
constitue une extension de ces travaux.

2. POSITION DU PROBLEME ET PLAN DE LA METHODE

Dans ce paragraphe, nous introduisons les notations et les équations. Puis,
nous présentons rapidement le principe de la méthode d’étude des singulari-
tés. '

Soit {2 un diedre infini dont la section w est dans le plan (x, y). On
suppose que :

HYPOTHESES 1 :

— l'axe du diédre est paralléle a I'axe Oz,
— la section w contient un et un seul angle de mesure a > ,
— les arétes de cet angle sont droites au voisinage de la pointe de I'angle,
— le reste de la frontiére de w est de classe C'.
a

On note U la solution du probléme de Laplace avec condition aux limites
de Dirichlet :
{AU:geLZ(!)) "
U=Uye H*?@302) et Ue H'(2).
Dans la suite du paragraphe, on note A 1’opérateur 4 muni des conditions aux
limites. Du fait de la présence de 1’angle, la solution U n’appartient pas en
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CALCUL DU COEFFICIENT DE SINGULARITE 397

général 3 H?(£2). On décompose généralement U en partie singulidre
U’ € H'(2) et en partie réguliere UX € H>(2):

U=US+UR.

L’objet de la méthode est de caractériser complétement US. Le probléme
étant posé, dans la suite, nous présentons le plan de la méthode.

On considere d’abord 1’équation aux dérivées partielles avec des conditions
aux limites homogenes, c’est-a-dire dont la seule donnée non nulle est
geL*(n).

Au paragraphe 3, on montre que A est un isomorphisme entre I’ensemble
M des fonctions régulieres admissibles et son image A(M).

Au paragraphe 4, on montre que la caractérisation de S* se ramene a celle
d’un espace de conditions aux limites compatibles avec 1’espace des
solutions d’une équation aux dérivées partielles. On notera ¢ * 1’opérateur
défini sur cet espace de conditions aux limites, et a valeur dans I’espace de
solutions de 1I’équation aux dérivées partielles.

Au paragraphe 5, il est établi que ¢ * est un isomorphisme en montrant que
son adjoint en est un.

Au paragraphe 6, un noyau singulier est introduit. Il permet de construire
les éléments de S*. Cela €tablit un lien avec les travaux de P. Grisvard et de
M. Dauge.

Le paragraphe 7 fait le bilan des isomorphismes existant entre les espaces
introduits.

La formule de calcul du coefficient de singularité est introduite au
paragraphe 8. Sa forme discrétisée est énoncée au paragraphe 9.

3. ISOMORPHISME ENTRE M ET SON IMAGE
Dans ce paragraphe, nous montrons que 1’opérateur A est un isomorphisme
de M 1’espace des fonctions régulieres dans son image.
THEOREME 1 : L’opérateur A est un isomorphisme de :
M= {ue H*(2)tel queu =0 sur 302}
dans son image A(M).

Preuve : La continuité, la surjectivité et I’injectivité de A sont évidentes.
Pour montrer que A est d’inverse continue, on utilise le théoréme de Banach.
Pour cela, il faut montrer que A opére d’un espace de Banach dans un
Banach, et donc que A(M) est un espace de Banach. Pour cela, il suffit de
montrer que A (M) est fermé dans L*(£2), en vérifiant la majoration a priori
suivante : pour tout u € M :

"u“iﬂ({))sC("Au"]}(n)+ ||“||§,1(m), )
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398 M. LENCZNER

donc :
”u”1212(_()) =<C (”Au "1}(()) + ”Au ”H"(!))) =C "Au "[}({}) ’

dont on déduit immédiatement que 1’image de M est fermée.

Puis, pour montrer (2), on utilise la proposition 19.4 et la remarque 19.5.3
de M. Dauge [1] dont on déduit ce résultat d’image fermée relative aux
domaines bornés.

Pour tout i € N, on définit 2, et 2/, les restrictions de {2 a
zeli—-2,i+2[etze ]i —3,i+ 3[. Alors d’aprés M. Dauge :

||u ” f{z(ni) <C (”Au ”LZ(_(),!) + ”” ”121’(0/)) 3

et en sommant sur i € Z, on obtient (2). O

4. CARACTERISATION DE $* L’ESPACE DES SINGULARITES DUALES

Dans ce paragraphe, on caractérise S* a 1’aide de 1’isomorphisme existant
entre I’ensemble S* des fonctions singuli¢res duales et H* un espace de
fonctions définies sur ’aréte.

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que w est le secteur
d’ouverture a et de rayon R: w = {(r, )€ ]0, R[ x 10, a [}. Ce choix
permet d’effectuer une séparation de la variable ¢ dans les éléments de
S*.

Rappelons que I’ensemble S* des fonctions singulieres duales est 1’ortho-
gonal de A(M) dans L?(£2). Comme A (M) est fermée, c’est aussi le noyau de
I’opérateur adjoint A*. Comme l’opérateur de A est formellement auto-
adjoint, les éléments U* de S* (appelés fonctions singulieres duales) sont
solutions de :

U* e L>(2)AU* =0 dans 2 et U* = O suraf2 . 4)
Ce qui s’écrit en coordonnées polaires :

a2 a?
U*+%WU*+?U*:Odans!)et U* =0 sur 8.2,
r z

az
—U* +l_a_
ar2 r or

Pour simplifier, on commence par réduire I’équation en utilisant la décompo-
sition spectrale de U* par rapport a 6.
L’opérateur non borné :

& :L2(10, a[) » L2(10, a )
N 82w
962
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CALCUL DU COEFFICIENT DE SINGULARITE 399

de domaine D(®)= {ue H*(10, a D/u(0) = u(a) =0} est auto-adjoint
d’inverse compact. Par conséquent, il admet un spectre ponctuel, et
I’ensemble de ses vecteurs propres :

(W, =sin (kAB)) oy o0 A =2
o

forme une base hilbertienne de L*(]0, « [) (cf. par exemple Dautray R. et
Lions J. L. [1] chapitre 8, § 2, théoréme 7). Les fonctions singuliéres duales
U* peuvent étre projetées sur cette base. Dans la suite, on montre que les
projections des fonctions singuli¢res duales sur les vecteurs w, de cette base
sont toutes nulles sauf la premiére. C’est une propriété spécifique au
Laplacien posé dans un secteur. Plus précisément :

LEMME 1 : Toute solution U* de (4) s écrit :
U*(r,z, 0)=Uf(r, z)w,(0).

Preuve : Pour démontrer le lemme 1, on établit les équations satisfaites par
chacun des U}¥, puis, celles vérifiées par U & leur image par la transformation
de Fourier dans la direction z. Chaque U & est la solution d’une équation de
type Fuchs en r. Par application du théoréme de Fuchs, on détermine la
forme des solutions. Pour montrer que les U & sont nuls, on constate qu’ils ne

sont pas dans I’espace fonctionnel souhaité.
Les Uj* sont solutions de :

pour (r,z)e ]J0,R[ xR:

19 [ U kay ., OUE
rir (15 ) v -0 ®

U =0 pour (r,z)e {0,R} xR.

Maintenant qu’on a obtenu les équations vérifiées par U;¥, nous cherchons
leur régularité au voisinage de 0. On utilise le fait que U* € L?(£2).
Comme :

2
"U*“iz(ﬂ)z J‘ﬂ (Z U]?‘-Wk) rdrdf dz < oo

keN

du fait que les w, forment une base hilbertienne il vient :

(24

2
||U*||iz(n)=—J (Z U,;") rdrdz <o
2 10,RIxR ‘reN

a fortiori :
J (Uk*)zrdrdz<oo pourtout ke N. 6)
10,R[ xR
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400 M. LENCZNER

La fin de la démonstration du lemme 1 résulte du fait que pour
k # 1, la seule solution vérifiant (5) et (6) est U;* = 0. Admettons-le pour un
temps.

Puisque les U} sont nuls pour k # 1, c’est que U* = U{*(r, z) w;(6).

Dans la suite, on montre que les U} sont nuls pour k s 1. Supposons
k=2.

Notons U}* I’image de U}* par la transformation de Fourier. U} est solution
de :

UF e L]0, R[ x R)

18 ( 3UF (k/\) 2w
12 (5 ) O~ £20¢ =0

Uf=0 en r=

Rappelons le théoréme de Fuchs relatif aux équations différentielles ordinai-
res (c¢f. Reinhard H. [1], théoreme I1.1.4) :

Pour r variable complexe, on considére I’ équation :

, 3% av B
r;+rP(r)a—r+Q(r)v_0 (E)

ou P et Q sont analytiques dans le disque |r| <R, Soit I’équation
indicielle :

mp—-1)+PO)p +00)=0

a) Si les deux racines de cette équation ., et p, sont distinctes, et telles
que leur différence n’est pas un entier, alors I’espace des solutions de
(E) est de dimension 2, et est engendré par :

v, =r""f1(r) et vy, =1 ()

o fi(ry=ag+ayr+ayr*+.. et f,(r)=bo+b,r+b,r*+.. f, et
[, étant analytiques dans |r| <R,.

b) Dans le cas ot | = m, + n avec n € N (on suppose que | est la plus
grande des deux racines), alors v, est solution de (E) et il existe une seconde
solution v, indépendante de v, de la forme :

v,(r) = cv,(r) . log r + r** ¢ (r)

ol y(r)=rcy+c;r+ ... est une fonction analytique.
Ici, I’équation indicielle est :

2= (kA )* donc Mmy=kr et p,=—kA.
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Il vient pour #; — &, non entier (notamment « différent de 2 =) :

Uk(r, £)=A.r"" fi(r, &)+ B.r" f,(r, £).

U#(R) = 0 entraine que

A E) e 6)
R fi(R, €) R™[frR, €)

U;:"(r,g):A-(

Enfin JJ (U,E")zrdrd§<oo entraine que 2ux,+1=-1. Or
R J0,R[

a <2 m, si bien que A >% et donc k < 2.

En conclusion, U,;" est nul pour tout k = 2.

Dans lecas ol s, — p, = 2 kA est entier, (en particulier pour @ = 2 7), il
existe une premiere solution :

vi(r, €) =r"* fi(r, £)
et la deuxiéme solution est :
vy(r, €)= Cvy(r, ) logr + ™ ¢ (r, £)

avec ¥ (r, ¢) fonction analytique en r.
La solution générale est donc :

UX(r, £) = Av (1, €) + Buy(r, £).

Pour les mémes raisons que ci-dessus, cette solution est nécessairement nulle
pour k # 1. Lorsque k = 1 alors @ = 2 7, on va vérifier que le terme en log
dans v, est nul, si bien que:

Uk, E)=A.r" fi(r, &) + B.r* f,(r, £).

Pour déterminer ¢ dans 1’expression de v,, il suffit d’introduire 1’expression
de la solution dans 1’équation vérifiée par Uf. On trouve que ¢ est solution
de :

3y 20y 2C< 1 _3p -1/23111)_
ar2+r ar T\ 72" A= =0

Ce qui est impossible si C # 0 puisque ¢ est analytique. Si bien que
C est nécessairement nul. Ce qui achéve la démonstration du lemme 1.
O
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402 M. LENCZNER

Le principe de la méthode consiste 2 introduire la fonction v * définie par :

v*(r,z) = UFr, z) o A*=_A=- 2.
a

D’aprés le théoreme de Fuchs ci-dessus, la transformée de Fourier de
v* admet une trace en r = 0 donc, il en va de méme pour v*. Ainsi,
v* est solution d’un probléme aux limites classique. Aprés substitution de
Ui par r* " . v*(r, z) dans les équations (5) et (6) avec k = 1, on trouve que
v* est solution de :

62U*+1+2/\*?_lij+620*
ar? r or 822
vV*(R,z)=0 pourtout zeR @)
v¥e L}, ,,«(C).

=0 dans C = ]0,R[ xR

Ici, Li (C) désigne I’espace a poids dont la norme est :

””"Ei(C) = J v2 r* dr
c
Remarques 1 :

(i) Du fait que v* e L?,,,.(C), il n’est pas possible d’écrire une
formulation variationnelle de cette équation autrement qu’au sens d’une
dualité.

(ii) Dans le cas de la fissure A * = — % , donc v* est solution du probléme
non dégénéré :
Pvr  B0*_ Apx 0 dans C = 10, R[ xR
or? 0z
V*(R,z)=0 pourtout ze R
v*e L*(C).

Pour résumer :
LEMME 2 : L’ensemble S* des solutions U* de (4) est I'ensemble des :
U*(r, 6,z) =r""v*@r, z).sin (A * 0)
ou v* décrit I’ensemble des solutions de (7).
Dorénavant, on note :

— V * I’ensemble des solutions de (7) (V * est isomorphe a S*)
— H* I’ensemble des traces sur la frontiere r = 0 des solutions de (7).

DEFINITION 1 : On a vu que les fonctions v* ont des traces sur la frontiére
r=0, on note ¢* l'opérateur de relévement défini de I ensemble
H* de ces traces dans V * :

b*: H* L, V*
h* > ¢ *(h*) = v}k

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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CALCUL DU COEFFICIENT DE SINGULARITE 403

on v est la solution de (7) qui vérifie les conditions aux limites
v* = h* sur le coté r = 0. Par construction, ¢ * est urie application (tout
élément de H* a au moins une image dans V *). ]

5. ETUDE DE L’OPERATEUR ¢ *

Dans ce paragraphe, nous montrons que ¢ * est un isomorphisme.

THEOREME 2 : L’ opérateur & * est un isomorphisme de H* = H- ' ~*"(R)
dans V* = L} ,,+(C). Donc, S* est isomorphe a H*.

Preuve : Posons uw = — 1 —2 A* <1, u est supposé étre positif. Le cas
p = 0 correspondant au cas de la fissure (¢ = 2 ) sera étudié a la fin de
cette démonstration.

On sera amené a introduire le probleme adjoint de (7) :

3%rv L arv
ar? K’ ar  az2

f dans C

®)
arv
trj,,_p V=49, tr‘,:0<a—r+,uv) =
Ainsi qu’une condition de compatibilité entre f et h.:
J h.trj,_oqv*dz+ J f.v¥*drdz=0
R c ©)

‘pour tout v* € Z (C )N L2, (C) solution de (7).

La démonstration comprend quatre étapes :

(i) Définition des espaces de Sobolev I?’; (C ) nécessaires pour 1’étude de
(8).
(il) Soit X = {v € Ijli (C)telquetr|, _gv = O} et B 'opérateur :

B:X > LL(C)xH " (R)

v ?%rv + ov N %rv . ( orv + ,uv)
—> —_— —_t —, _ —_ .
or? or 572 Ir=0\ r

On montrera que B est un isomorphisme sous la condition de compatibilité
(9) qui assure la surjectivité de B.

(iii) Soit V = {ve LL(C)telquev = r *v* ol v* € V*} et ¢ I’opéra-
teur :

¢V SH' 'Y (R)

rzo('ar—v+/w) =¢ ()

tr
[ or
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404 M. LENCZNER
ol v est ’unique solution de (8) dans lequel on a supprimé la condition aux
limites, en r = 0, c’est-a-dire que v est I’unique solution de :
3%rv L +a2rv
or? *or az2

tr|,_g v=0.

=f
(10)

On montrera que ¢ est un isomorphisme.
(iv) Enfin, on vérifiera que ¢ * est I’adjoint de ¢, et que ¢ * est un
isomorphisme.

(i) Soit HfL (C) les espaces de Sobolev avec poids, définis pour
ke N et u €10, 1[ par récurrence :

H%(C)=L%(C)

k
_iETzeLi(C) ot ki,

pour k=1, H,(C)= {veH, ' (C) tel que
Ky
or oz

k2€N etkl—f'kz:k}.
o1k S AHL(©)
On note H,(C)=2(C) """

Pour k= 1, on définit les espaces I;I’; C):

H,.(C)= {veH\ ' (C)tels que v e HX (C)} .
2 7k
et A (C) =T (Y.
Les espaces HY (C ), H" (C) et H (C) vérifient les propriétés suivantes :

(@) Les H},(C) sont des espaces de Banach, on note : I g ¢y leur
norme. De méme les f[f, (C) sont aussi des espaces de Banach pour la
norme :

"v"i["(c) = (”v”zﬁ“l(c) + "rv ll?{f‘(c))llz .
(B) D’apres P. Grisvard [2] :
ISI’;(C)= {v eH’;(C)telque v;v=0surdC pouri =0, ..., k—1}

ou »; v désigne la trace d’ordre i de v sur 3C.

On en déduit facilement que :

H (C) = {v € H%(C) tel que »;v =0 sur 8C pour i =0, ..., k—2 et
vi_(rv) = Osur dC }.

() Enfin, d’apres J. L. Lions [1], la restriction »; oo de I’opérateur trace
d’ordre i a la frontiere r = 0 est surjectif et continu de H',‘L (C) dans
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H, 2 (R) pour i <k —1. On en déduit que Vi|,_, est surjectif et
4_;1-—1

~ k-
continu de H’;(C)dansH T2 (R) pour i <k —1.

(i1) Pour montrer que B est un isomorphisme, on procéde en deux étapes.
(ii;) L’opérateur B’ :

B':X > L%(C)
’ 3%rv LN 3’rv
—_ — —+ —
ar? ar  az?

est un isomorphisme.

(ii;) B est un isomorphisme, la condition (9) assure la surjectivité de
B

La propriété (ii) résulte des deux lemmes suivants :
LEMME 3 : Soit 0 < u < 1. Pour tout f € Li (C) le probleme (10) :

arv v %
L+u—+—’—:fdansC
ar? or 322

tr|,_g v=0

admet une solution unique V€ I:IL“O(C) = {v € HL(C) tel que
tri,_p V= 0}

Preuve : On montre d’abord qu’il existe une formulation variationnelle

associée a (10), et que sa solution v est dans ﬁL,O(C ).

On multiplie (11) par rw.r* avec w € I?L‘O(C) et on I’integre sur C :

3%rv v 3%rv
J Dt nZws 28w r“drdz:war“*'drdz.
c ar’ ar az* c

En intégrant par parties les premier et troisieme termes, et comme
rw = 0 sur 8C on obtient :

orv arw orv a rw
— MWD — — ———
c or or 0z 0z

rt drdz = J fwrtldr dz .
c

Si bien qu’on peut montrer par les méthodes classiques que le probléme (11)

équivaut a la formulation variationnelle ci-dessus ol w est un élément
quelconque de fI}L,O(C ). Le lemme de Lax-Milgram s’applique a cette
formulation variationnelle. On en déduit que pour tout f € Li (C) (c’est-a-
dire fr* € L? ,(C) < (H), ((C))" il existe une solution unique v € A, (C)

de cette formulation variationnelle. O
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406 M. LENCZNER

LEMME 4 : Pour tout v € X,

18" vll;

<)

=<C ”v"ﬁi(c)'

Preuve du lemme 4 : On integre le carré (B'v)* sur C. On note
v la frontiere {r =R}.

2 2 2
) ov o“rv
or -+—,u—+-—£— r* drdz = fzr“drd2=||f||§2(c)=
c or 9z c g

or?
a%rv |2 o 9V \2 a%rv \?2
= 2 ST (s \ oz
c \ or or az
3%rv av 9%rv 8%rv
+2 4 ——+42

ort or  ar? a7’
av a%rv

—rtdrdz.

+2p—
ﬂar azz

Les trois premiers termes sont bien adaptés pour obtenir la majoration
a priori. Par contre, on effectue des intégrations par parties pour modifier les
trois autres termes.

Traitement du cinquieme terme :

32%rv 3%rv orv 8 [ 8%4rv
2 — r2 drdz = — L—(—rr“ dr dz +
c o dz c Or ar \ 372
orv 8%rv
2| Lo, s,
aC or 3z

32rv )
Or le terme de bord est nul car rv = 0 sur le bord, et donc _rz = 0 aussi.
0z

0 %rv \?2 arv 8%rv
=2 ( " ) rfdrdz —2 n L—rzr"drdz
c \ oroz c O 3z

[ %rv \ 2 ov 3%rv 0%
=2 ( s ) r"—2,u———r7r“~2p,v—r“drdz
c \draz ar 5z az2

[ [ v \2 av 9%rv v \ 2
=2 <_r> r"—2,u,——rr"+2p,<——> r* drdz .
c \ oraz or 372 0z

La somme des cinquieéme et sixieéme termes vaut :

%rv 8%rv v 8%rv
J 2 r2 r2 2 I r2
c ort oz or 3z

2 2 2
=J2<arv) +2,u(a—v) r* drdz .
c or 0z 0z
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Traitement du quatriéme terme :

az
IV wdrdz =2 p j
r c

v \2 9 v '\ 9
2 pu (—) +—(r—>—vr“drdz.
c or ar ar / or

Or:

2 1 P—(r-a—v)?ﬁr“drdz:—2uj‘ra—vi (r"a—v)drdz+
c or or |/ dr c Oror or

2
+2,U,J~ (a_v) r"”n,drdz
aC or

v 9 v av \?2
-_2 @*es @ iz _ o I
'LLLarar<r8r>r + (m 1)(ar> r* dr dz

2
+2;LJ (a_u) r*+lds .
or
Y
Si bien que :

v v
m —a—(r§—>a—r"drdz=
cor or | or

v \ 2
=,u(1—,tL)JC (K’:) r“drdz+,uj

Y

(a—v)zr““ds.
or

Donc le quatriéme terme vaut :

2
,uj ma—vr"drdz=
c ar? or

2 2
=,u,(3—,u)J (al) rdrdz + p f (a_v) r*+lds.
c or or

Y
La somme des six termes vaut :

, 3%rv \2 v \ 2
e[ (55) on(3)"

3%rv |2 3%rv |2 av \2

— ] +2 +2 <—-—) r dr dz
+( az2> (araz H 9z

2
+,LLJ (a_v) r*+ln,ds.
y or

Or I’opérateur trl,zkgl;) est continu de fli (C) dans H"(R), donc on

obtient :

B’ v”LfL(c)s c “v“fiﬁ(C) :
C’est le lemme 4.
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Les lemmes 3 et 4 montrent que B’ est continu et qu’il est bijectif. Donc,
d’aprés le théoréme de Banach, c’est un isomorphisme. Ce qui acheve la
démonstration (ii).

Montrons (ii,). L’opérateur trace :

try,_o: XcHL(C)-H """ (R)
Ve tr |r=0 v
est continu, donc pour toute solution de (10), il existe & € H'* 2 (R) tel que
h=tr|,_ov avec:

“h“H'*“(B‘«R)s ¢ “U“Hi(C)'

N

Donc, B est continu sur I:1i (C), est a image fermée dans Li(C)x
H'***(R) et il est surjectif de X dans son image B (X). C’est-a-dire qu’il est
orthogonal a 1’espace vectoriel des v* vérifiant :

(Bv,v*) =0 VveX,

ol le produit de dualité est : L2 (C ) x H' **"(R), L* ,(C) x H™' ~*"(R). Si
on applique la formule de Green pour v € H2 (C)etv* € 2(C)N L2, (C):

3%rv v v
J (—I—+,u,—+—r—> v¥*drdz —
c

ar? or  9z?
9%v* av*  dPv*
_J( _mwr, )-rvdrdz—
c

arz r ar dz2
orv x OU*
— — 4 uv ) 0¥ ——rvds=0. (11)
oC or or

Or rv =0 sur 3C, donc le terme de bord est (aavaL,uu) v* en
r

r=0et %—rrz-v* en r = R. De plus (Bv, v*) = 0, si bien que (11) s’écrit

€ncore :

Pv* dv* P
—J ( =M ——+ z)rvdrdz—f i)Lg-v*dZ=0.
c \ or or oz -r O

Pour identifier les équations vérifiées par v *, on choisit d’abord v quelconque
dans 2 (C), ce qui implique :

%v* g v*  3w*

arr r dr 372

=0. (12y)
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Enfin, 1’opérateur :
H,(C)->H'"*"""[R)

0
V> —1rv
or
.. Co. s . . orv .

est surjectif, si bien qu’en choisissant aL quelconque dans 2 (R) on obtient

r

que :

tr|,:RU*=O. (122)

Si bien que v * est solution de (12,) et (12,), c’est-a-dire de (7), et donc que
la condition (9) est équivalente a la surjectivité de B. Ce qui démontre (ii,).
Montrons (iii). L’opérateur ¢ est surjectif, continu comme composé de
deux surjections continues :
B'~': L2(C)- HL(C)
f — U

et

H(C)->H*""[R)

arv
v»—>tr|,:0 a—r+Mv .

En plus, ¢ est injectif car si f € ker ¢, d’aprés la relation de compatibi-
lité (9) :

J f.v*¥drdz=0 Vo*eV*
c
c’est-a-dire que f # 0 ne peut pas étre de la forme r~* o * avec D* € V *,
donc f ¢ V et alors ker ¢ = {0}.

Ce qui achéve de démontrer (iii).

Montrons (iv). Vérifions déja que ¢ * est 'opérateur adjoint de
¢. D’apres la formule de Green (11), si feV <« Li (C), et si v* est une
solution de (7) telle que v* € Z(C)N L? ,(C), alors:

j fv*drdz~J ri,—ot*.¢(f)dz=0.
c {r=0}

Or par définition 1’adjoint de ¢ noté provisoirement ¢ * vérifie :

(fs *(*)) = (S (), h*)

pour tout h*eH '"**(R) e feV. En particulier pour
h*e ZRYNH™'"*"(R), si bien que ¢*(h*) =v* et h* =tr|,_ov*
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C’est bien la définition de ¢ *, donc ¢* = ¢ * et ¢ * est I’adjoint de
¢. Bien entendu, l’identification entre ¢ * et ¢* peut étre étendue aux
h* € H '~*"(R) par densité de 2 (R) dans H~ '~ *"(R).

Enfin, ¢ étant un isomorphisme, son adjoint ¢ * en est aussi un. Ceci
acheéve la preuve du théoreme 2 dans le cas u > 0.

Dans le cas u = 0, V* est ’ensemble des solutions v* € L>(C) de :

v * N % *
or? 922
trlr:R v*¥*=0.

=0

Cette fois-ci, la théorie de J. L. Lions & E. Magenes [1] est directement
applicable puisqu’il ne s’agit pas d’un probléme de type dégénéré. L’opéra-
teur ¢ est ici:

¢: VcL?*(C)-H"™R)

ov

try,-o—

f'—) |r=0 or

ol v est I’unique solution de :
2 2
v 3V
T ferkc)

8r 8z

trv=0 sur aC
¢ est encore un isomorphisme, ainsi que ’opérateur ¢ * :

o*: H "2(R)->V*cL¥C)
hs vk = ¢ *(h*)

o vk est la solution de (7) avec en plus tr|, _ov* = h* € H™ 2(R). Ce qui
achéve completement la démonstration du théoréme 2. |
Le lemme suivant établit la relation existante entre les solutions
rv de (10) et les singularités du probléme de Laplace (1) dans laquelle
g =U*e S*etU, = 0. Ce résultat est a comparer avec la décomposition des
fonctions singulieres duales U* en fonction des solutions v* de (7).

LEMME 5. — Si g€ S* et Uy = 0, la solution de (1) s’ écrit :
U, 0,z)=r"sin (A0)v(r, z)

ou v est solution de (10) avec f =r*"*'g, et A = — A *. Donc, I’espace
S = A~ Y(S*) est caractérisé par I'ensemble des solutions de (10).
Preuve : Soit U solution de (1) :

{AU:g dans
U =0 sur a2 et Ue H'(2).
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On a vu que U* =7r*"w, (8)v*(r, z). Dans la suite, on décompose
U sur la base des vecteurs propres w; de izi déja introduits au début du
paragraphe : o

U = Z U,(r, 2) wi(0).

keN

En introduisant cette décomposition de U dans ’équation ci-dessus, puis
en la projetant sur w et enfin en y appliquant la transformation de Fourier
dans la direction z, on déduit que U; = 0 pour j # 1. Si bien que :

U, 0,z)=U,(r,z).w(8).

U, est solution de :

3%U, 18U, )2 UL .
- - =r* v
ar? r or r 1 922
U =0 en r=0 et r=R
avec A = —A* = Pour conclure, on pose U, = r* v(r, z), on vérifie
o

alors que v (r, z) vérifie 1’équation (10).

Remarque 2 : Le lemme précédent est une caractérisation de 1’espace des
singularités : puisqu’on y a caractérisé les images réciproques des fonctions
singuliéres duales par 1’opérateur de Laplace. Ces fonctions singuli¢res sont
caractérisées par :

(i) la singularité r* sin A6 du probléme bidimensionnel associé,

(i) I’équation (10) vérifiée par v,

(iii) le second membre f de 1I’équation (10). O

6. NOYAUX SINGULIERS

Dans ce paragraphe, on tire parti du fait que le domaine (2 est infini dans la
direction z pour introduire la caractérisation des solutions v et v * en fonction
de noyaux singuliers. Dans le cas particulier de la fissure (@ = 2 ), on peut
calculer explicitement la partie singuliére du noyau de v *.

Comme {2 est un diedre infini, on peut calculer le noyau des équations (7),
(10). 11 suffit pour cela d’étudier formellement les solutions K* et
K de (7) et de (10) avec :

K*=8 en r=0 et f=K*r'+»"

ou & représente la distribution de Dirac.
Les solutions générales de (7), (10) sont alors :

v¥ = h*xK* avec h*eH '"*"(R) et v=v*xK
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N

la convolution étant relative a z, et donc :

U* =r*"w, (0)h*«K*(r,z) et U=r"w(8)Kx=v*.
O

Dans le cas de la fissure, on peut calculer explicitement le noyau
K*:

LEMME 6: Si @ =2 m, I'expression analytique de K* est :

P L i
FIET _ g RIE]

Preuve : 11 suffit de vérifier que K* est solution de :
2K *
ar?

K*=0 en r=R e K*=1 en r=0.

—521%*=0 pour re ]0, R[

Dans le cas de la fissure, on a calculé explicitement le noyau
K*. Néanmoins, son expression est trop compliquée pour qu’on puisse
espérer en calculer la transformée de Fourier inverse. Par contre, on peut
décomposer K* en une partie réguliere élément de H'(£2) et une partie
singuliere élément de L?(£2). C’est ce que nous faisons dans la suite.

THEOREME 3 : La partie singuliére K, € L*(2) du noyau des fonctions
singuliéres duales est calculable analytiquement :

2r

P+ z?

K(](r, Z)=

(13)

si bien que :
I

U*(r, 0, 2) = h* « (;72 wy Ko + U*R)
avec .
h*eH '"*""(R) e¢ U*eH'(2).
Preuve : ‘

. RN lEl _pr el R €]
N eRIEl _ o-R £

e IE1 (R IE] _ o= R €1y | o= RIE1 (o7 161 _ or I€1)
eR |§' — e_R I§I

e rlEl _ o€l

— o rl€l -R1¢|

e +e — .
R1¢| -R|&]
e —e
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Comme K%(r, z) est la transformée de Fourier inverse de (e~" ¢!, posons :
K' =F—1(e~R ey e el —er 4] )
R 161 _ o~RI1E]
ainsi
K*=K"+K'. (14)

Il suffit de montrer que :
h*«K'r*"w, e H'(2) (15)

c’est-a-dire en notant i* la transformée de Fourier de h* par rapport a
7

L BR[| w, ”iz(w)(l T EY+ ROR|R A wy “iﬂ(w)dg <.

Or K!' <C .e RlI¢l pour tout ¢ € R, ce qui permet de majorer le premier
terme :

L R |& w1+ €9 de <

12w) =

J (h*) e 2RUEL (1 4 g2y dg || w2 o .
R

Majoration du second terme :

- 2 2
[, =c (]

a <, *
—K'.r"w

H'(w) or

L2 (w)

9 ~ . 112 ) 2
+ H—r”wl.[(1 +|l==r"w, )
or L*(w) r o6 L2(w)
Or:
Ri¢]
—-r|é r|é —
L ORI I T AL P
ar eRIEl _ o-RIE|
Donc

iIA(I.r“w1
or

2 _Rjf£] 5
R dfsf e ? ”r"*wlll dé <o,
L*(w) @

L

Par ailleurs :
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mais comme :

Kl e_lel e—rlfl_erlfl
& GRIEI _ o-RIET r
et
—rlél _ prlél -R|¢]|
€ —f | <cCelilg] et —5 < (C.e2RI¢I
r eRIEl _ - RI£|
donc :
1
£$C.8_R|£I
r
et alors :
- 3 .2
(h*P||=r""w,-K! d¢ <
R or L2 (w)

<c [ deremetag ||
R

)~

Majoration du troisieme terme :

l

7. BILAN DES ISOMORPHISMES

~ 112 2
*
AW].KI < 00 .

L%(w)

19,
roé

L*(w)

<J C .e 2RI¢l d§H—a—r“w1
® 36

Dans ce paragraphe, on fait le bilan des isomorphismes qui existent entre
les espaces S, S*, V, V* H, H* et I’espace des solutions de (10).

(i) D’apres le théoréme 2, ¢ * est un isomorphisme entre H* et
V*,

(ii) donc ¢ est un isomorphisme entre V et H,

(iii) d’apres le lemme 2, S* et V* sont isomorphes,

(iv) par construction, V * et V sont isomorphes,

(v) d’aprés le lemme 5, I’espace des solutions de (10) est isomorphe
as,

(vi) I’opérateur A est un isomorphisme entre S et S* pour la norme du
graphe.

8. PROBLEME NON HOMOGENE. FORMULE DE CALCUL DU COEFFICIENT DE
SINGULARITE

Maintenant que les espaces de fonctions singuliéres et singuliéres duales
sont bien déterminés, on effectue la derniere étape de la méthode. On montre
que ’ensemble des singularités des solutions de (1) avec conditions aux
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limites non homogenes est celui qu’on a trouvé au paragraphe précédent.

Enfin, on établit 1’équation vérifiée par le coefficient de singularité
h.

On considere U la solution de 1’équation (1) avec les conditions aux limites
non homogeénes. On fera toujours 1’hypothése suivante :

HYPOTHESE 2 : On suppose qu’il existe un relévement Ue H*(2) de
U,.

THEOREME 4 :

(i) Sous I'hypothése 2, la solution U de (1) admet la décomposition
suivante :
U=r"w(0)v,+ UR (16)

ou UR € H*(2) et v, est la solution d’un probléme (10).

(ii) La fonction he H = H'**"(R) de la solution de (16) est la solution
unique de la formulation variationnelle suivante :

Chy h*) e = (J. g.Ujdx — j U, . grad Uh**.nds) a7
0 a0

pour tout h* e H* = H- 1+*D(R).

Preuve : (i) Soit Ue Hz(.()) le releévement des conditions aux limites
U, de (1), alors U — U est solution de (1) avec les conditions aux limites

homogenes. Le second membre g de cette nouvelle équation est un élément
de L?*(£2), il admet donc une décomposition :

g=g°+4"
ot g5 e S* et g8 € A(M). Par application du lemme 5 et du théoréme 1 :
U - 17= rA w1(0)vh+ UR

ot UR € M et v, est la solution de (10) associée a g5.

(ii) Cette formule résulte de la décomposition de L*(2) en S* et en son
orthogonal A(M), ainsi que de la formule de Green déja introduite pour la
formulation du probléme adjoint.

On sait que :

U=U=U+UR ot US=-4"'Up

avec Uk e S* et UR e M. Or A(U®) est contenu dans I’orthogonal de
S*. Si bien que pour tout Uz € S* :

J AUUf,‘*dxzj A(U—U)Uf,“*dx+j AU U dx =
n 0 n

=J AUSU;:".dx+J AU U#
n (]
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donc :

J U,ﬁUﬁidx:J g.Uf*+J AU U dx . (18)
0N 02 n

Par ailleurs, d’apres le paragraphe précédent :
US(h)y = r* w (0)v,(r, z) et Uk =r*""w(0)vX(r, z)

v, et v/ étant respectivement solution de (10) et (7). D’apres la formule de
Green utilisée au cours de la formulation du probléme adjoint, v, et
vk vérifient :

2

3%rv,, av, d*rv,
0= v 2—(1+2/\*)——+ drdz +
c ar or 8z

+ 2A*ED]r 200 @20y g
Et en notant & = (v,)],_¢:

~2A%Ch, ¥y, e = J vEvE P Y2 dr dz
' c

c’est-a-dire :
L Uk Ufidx = —2 A * Ja wi(8)do (hy h*Y = m (hy h*Y,, .. (19)
0
Par ailleurs, on montre facilement que :
J AUU,{&dx:—J Uy.grad Uk . nds (20)
o

an

en appliquant la formule de Green classique sur un domaine
2,=0nN {(@, 6, z)tel que r > £}, puis en faisant tendre ¢ — 0. Le (ii) du
théoréme résulte de (18), (19) et (20). O

9. METHODE DE GALERKIN

Dans ce paragraphe, on introduit une méthode de Galerkin pour 1’approxi-
mation de la solution de (12).

Rappelons les équations a discrétiser. Tout d’abord, 1’équation vérifiée par
v/ écrite au sens de la dualité :

v,:'ieLiﬂ(C) telleque Vve X,
(Bv, v*) =0
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ol encore en posant :

H (C)-»H=H'"""*[R)

W
D> 17 (irv+ v>
= lr=0 ar M
(B'v, 0%y, L+ (R g @) , =0 1)
et h est solution de :
Chy R*) o= 7 (J gUj dx — J U, . VU .nds) (22)
0 aC

pour tout h* € H*,
Le reste du paragraphe est consacré a la définition d’une base permettant de
construire une solution approchée de (21) et (22).

Commencons par définir un isomorphisme :

J:HSH
h s J(h)
permettant de remplacer le produit de dualit€ <k, h*), . par un produit
scalaire dans H : (h, J~ ' (h*))y.
Ainsi, (22) s’écrit de facon équivalente :

heH
(h, h)yy = = (J gU i, dx — j Uy VU -1 ds)
n AN

pour tout h € H .

Un choix possible de J serait :

- M_’d_w_)
T(h) tr|,:0(r o

ou w est I’unique solution de la formulation variationnelle :

v
(gﬁa—v+a—w-§—+w~v) r*drdz =0
c or or 0z 0z

pour tout v € Wetavecw € W (h), (23)
ouW(h)= {veH,(C)tellequetr|, _rv=0ettr],_o=h}

LEMME 7 : J est un isomorphisme de H dans H*.

Preuve : Montrons que J est la composition de deux isomorphismes I et
K~!ou:
H-W
hosIlh)=w
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w € W(h) étant la solution de (21) et

H* 5 W
g -K@)=w

w € W étant solution de la formulation variationnelle :

ow ov  Ow ov
— —+——+4wv ) r*drdz= (g,0),.
J; ( ar or 9z dz ) 9 V) H

24
pour toutv € W . 24

Admettons d’abord que / et K sont des isomorphismes, alors 1’interprétation
de (22) sous forme de problémes aux limites est :
2 2
0
__aw+ﬁ§_vz+_w:0 dans C

orr  r ar 3z (25)

tr|,A:Or“a—w:g sur y et tr,_pw=0.
or
’ 3. A; -1 [l-aw -1
C’est-a-dire que K~ "'(w) =r E(r=0), donc J =K "ol.

Il reste a vérifier que / et K sont des isomorphismes. La surjectivité de / et
la continuité de /~' résultent du théoréme 7.1 de P. Grisvard [2], son
injectivité est évidente et la formulation variationnelle (23) implique sa
continuité. Cela suffit pour affirmer que / est un isomorphisme. Par ailleurs,
I’application du théoréme de Lax-Milgram entraine que K est un isomor-
phisme. Ce qui acheéve la démonstration.

Le produit scalaire sur H est défini pour tous h, h' € H par :

By h' )y = Ch Ty e (26)

Notons w € W (k) et w' € W(h') les solutions de (21). Le produit scalaire
(24) peut étre exprimé en fonction de w et de w' :

= oy [ (R ey
(h,h)H—(W’W)W—JC ( or or " 32 5 +ww)r drdz. (27)

En effet, J(h) = r* %% , or d’apres les conditions aux limites de (25) et la

formulation variationnelle (24), il vient :

ow ow' ow 0
WL IRy ye = <——VX—~VL+—M—)—W—+WW’> r* dr dz . 0
’ c or or 9z oz

Remarque 5 : Les définitions de J et du produit scalaire utilisent la solution
d’un probléme aux limites posé sur C. On peut faire la méme construction
sur n’importe quel domaine contenant un voisinage de ’aréte y. O
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A présent, on peut effectuer le choix de la base.

(i) Soit (@;)ren une base de X,

(i) alors (¢ ) en = (B’ @, ") cn €st une base de LE#(C) donc, une
base de V *,

(i) (Pehen = W (@r)hen €St une base de H (car ¢ est surjectif),

V) WFhen = V(W ))en forment une base de H' puisque J est un
isomorphisme.

Avec cette base, et en posant :

N N
vE= Y of.ef  h=Y ki
k=0 k=9
N N
h* =Y hiFyp V=) Ve

(21) s’écrit :
N

Y v i (Bey, o) = Y vihF (YF, ) pour tous (V)N ce qui

KLe=0 k=0
équivaut a:

N N
Z (e, @iy vif = Z (&e, Y1y b (28)
=0 =0
et (22) s’écrit :
N N
Y hh (b vy, = Y R W(J g.Ufsdx— J UOVU,;j}.nds) ~
k=0 ' k=0 0 EXy)

donc

N

N
Y (i ol = ZW“ g.U;fk*dx—J UOVU;‘;.nds>.(29)
f=0 (] a2

k=0

La résolution numérique consiste alors 2 résoudre (28) et (29).

CONCLUSION.

On a caractérisé 1’ensemble S* des seconds membres g de (1) qui
engendrent une partie singuliére dans la solution U, ainsi que I’ensemble
S de ces singularités. Pour cela, on a mis a jour des isomorphismes existant
entre les ensembles H et H* des coefficients de singularités et S*. On en a
déduit une formule de représentation du coefficient de singularité — fonction
distribuée sur I’aréte —, puis une méthode d’approximation de cette formule.
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Les résultats obtenus dans cet article peuvent étre étendus a des domaines
comprenant des arétes courbes formant des lacets fermés, ainsi qu’a la classe
des opérateurs d’ordre 2 vérifiant la propriété de V-ellipticité.
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