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SUR L’APPROXIMATION NUMERIQUE
DES ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS
DONT LA VISCOSITE SUIT LA LOI PUISSANCE
OU LA LOI DE CARREAU (*)

par D. SANDRI (1)

Communiqué par P. G. CIARLET

On the numerical approximation of quasi-Newtonian flow obeying the power
law or the Carreau law

Résumé. — On érudie dans cet article I approximation par éléments finis d’ écoulements
quasi-newtoniens dont la viscosité suit une loi incluant la loi puissance ou une loi de Carreau.
La méthode employée n'utilise pas de fonctionnelle énergie et permet d améliorer les
majorations d’erreurs connues antérieurement.

Abstract. — In this paper we study the finite element approximation of quasi-Newtonian flows
whose viscosity obeys a power law or the Carreau law. The method employed makes no use of
an energy functional and allows to improve the previously known error estimates.

0. INTRODUCTION

Dans cet article, on étudie la convergence de la méthode éléments finis
appliquée a la résolution de problémes de fluides incompressibles dont la loi
de comportement est une loi de Carreau ou une loi de type « puissance ».

2 b

COrace a uulisailon de propri€étés de monotonie de la forme suivante : pour
r=2

Uyl + 1%y 2y =x?<C (x| 2x— |y|" 2y, y — x)

Vx,ye R* (0.1)
etpour 1 <r<?2

Lyl =2y = |x|" x| |ly-x|=C(yl"*y— |x|"?x,y —x)
Vx,ye R", (0.2)
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132 D. SANDRI

on améliore les résultats de convergence sur la pression obtenus dans [3],
tout en retrouvant (et en améliorant dans certains cas, notamment pour le
modele de Carreau avec r > 2) les résultats d’approximation sur les vitesses.

La méthode utilisée pour montrer ces résultats ne nécessite plus, comme
dans [3], P'utilisation de fonctionnelle énergie, et peut alors dans certaines
applications se révéler plus souple d’emploi.

Une partie des difficultés rencontrées dans 1’approximation de I’écoule-
ment de ce type de fluides se retrouve dans le probléme non linéaire :

—V.(|Vu|""?2Vu)=f, avec r>1. 0.3)

Pour ce dernier probléme des estimations d’erreur ont ét€é données dans
1 1

[8], elles sonten A"~ 1 pourr =2 etenh 3-r pour 1 <7 <2 (dans le cas ol
I’on utilise des éléments finis P,). Ce résultat a été amélioré dans [12], grice
a l'utilisation de la fonctionnelle énergie

sy =1 [ val - <70y

at;achée a ce probleme. L’estimation d’erreur obtenue est alors en
r

h’” dans le cas o =2 et en h? dans le cas o 1 <r<2. C’est cette
technique qui a été reprise dans [3] pour le traitement de fluides quasi-
newtoniens : si, pour fixer les idées, on se restreint au cas du modele de la loi
puissance :

C-_Z
-V.<|d,,(u)| 2 d(u))+Vp=f, avec V.u=0 (r=1), (0.4)

1
I’estimation d’erreur obtenue est alors en 4'~' pour la vitesse et en
1

h"~1 pour la pression dans le cas r>2 et en h

hg(ul)

2 pour la vitesse et en
pour la pression dans le cas 1 <7 < 2, ce qui améliore les résultats
de [2] dans le cas 1 <7 < 2.

Dans ce travail, en utilisant la formulation variationnelle du probléme
(0.4), et a I’aide de résultats de monotonie supplémentaires de I’opérateur de
ce probleme qui se déduisent de (0.1) et (0.2) par intégration :
pour r =2, 3C =0 tel que Vu, v e (W""(£2)) on a

J (|d@)| + |d@)|Y 2|d@ - u)|?
n
=C j (Jd@)|"~2d@) — |[d@)|""*du), d(v — u))
02
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APPROXIMATION DES ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS 133

et pour | <7 <2, 3C >0 tel que Yu, ve (W-"(£2)7» on a
[ na@r=ae) - 142 dwi1de - w)
0

=C J (ld@)|""*d®) - |d@)|"~*dw), d(v — u)),
[

r

on donne une erreur sur la pression qui est en #2¢ 1) dans le cas r > 2 et en
W ! dans le cas 1 <7 <2.
On notera que cette méthode permet de retrouver, sans utiliser de
fonctionnelle énergie, les résultats de [12] dans le cas du probléme (0.3).
D’autre part cette méthode peut s’appliquer a des problemes ou il est
difficile de faire apparaitre une fonctionnelle énergie, par exemple : proble-
mes en temps, fluides de Ladyzhenskaya [11].

1. PRESENTATION DU PROBLEME

On considere 1’écoulement dans un ouvert borné 2 = R" d’un fluide
incompressible quasi-newtonien dont la loi de comportement s’écrit :

o =—p&+2n(dyw)d) sur 2, (1.1)

N ‘o . . 1
ol u désigne le vecteur vitesse, p la pression, d(u) = 5 (Vu + Vu') le tenseur

des taux de déformation, ol (Vu), = u, , est le tenseur des gradients de
vitesse, o le tenseur des contraintes, & = §, le tenseur identité,

diy(u) = %d, ;) d, ’ (u) le deuxiéme invariant du tenseur des vitesses, et 771a
viscosité du fluide donnée pour z = 0 par:

r—2
N(E)=Ng+ (Mg— M)l +Az) ? (1.2)

avec 0= 1, <My A =0, r=>1 pour le modele de Carreau et

r—2

n(z)=.u+%gz 2 (1.3)

avec 4 =0, g >0 et r > 1, pour le modele incluant la loi puissance (pour
© = 0 on obtient la loi puissance). D’autre part 1’équation de conservation
donne :

-V.io=-0, ,=f sur 2, (1.4)
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134 D. SANDRI
ou f est une force donnée. La condition d’incompressibilité s’écrit :
Viu=u,,=0 sur {2 . (1.5)

Pour simplifier on prendra des conditions aux limites homogénes pour la
vitesse. On supposera la frontiére I"de (2 Lipchitzienne. Le couple (u, p) est
alors solution du probléme :

-9,2ndyw)d,w)+dp=f sar,i=1,..,N
P) u,, =0 surf2
u=0 surl.

Avant de donner la formulation faible du probleme (P), on introduit les

espaces suivants : (W} "(£2))" désigne ’espace de Sobolev des fonctions de
WL (£2)) dont la trace sur I'est nulle et (W(l,’ "(2))N est muni de la norme
1

rlr
Naell, , = [J Q@ d,,(u)){l qui est une norme équivalente a la norme de
’ 0

Wh (2 ) (voir [10]). Soit r’ I’exposant conjugué de r:; + % =1, on

notera Lg'(.()) I’espace des fonctions de L (£2 ) de moyenne nulle, que ’on
munit de la norme [|.||, ,.. On note alors :

{(W(l)’r(ﬂ))N si r>2ousi l<r<2etpu=0
ou o =0

X =
We 2 (@) = Ho(2))" si l<r<2etu>00un,=>0,

etM =Ly (2)siX = Wy " (2)Y, M = L3(2)siX = (H)(2))". On notera
ll-llx et |i-1l,; les normes sur X et M et |.||,. et ||.||,, les normes sur leurs

duaux respectifs X’ et M’'. On consideére alors 1’opérateur A défini de X dans
X' par

(A@), v) = J 2 7 (dy(w)) (du), dv)) = j 2 n(d;w))d,(u)d, (v)
2

n

et 1’opérateur B linéaire continu défini de X dans M' par

(Bu, q) =—J V.up.

Xo]

On noteraV = {ve X;V.v =0}. L opérateur B vérifie alors la condition
int-sup vitesse pression suivante [3] :

inf sup (Bv, 9)

—_ 1L _ =8 avec B=>0. (1.6)
geMveX ”q"M ”U”X
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APPROXIMATION DES ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS 135

Le probleme (P) se met alors sous la forme variationnelle suivante :

Trouver (4, p) € X x M tel que :
Py) (A@u), vy + (Bv,p) = (f,v) VveX,
(Bu,g) =0 Vge M.

On a alors le théoréme d’existence et d’unicité suivant [3] :

THEOREME 1.1 : Pour f € X', le probléeme (Py,) admet une unique
solution (u,p)eV x M.

2. PROBLEME APPROCHE

On associe au probléme (P ) le probléme approché (P,) suivant: soit
{Xp x My}, ,=XxM une famille d’espaces de dimension finie, une

approximation €éléments finis du probléme (P ) s’écrit :
Trouver (u,, p,) € X, x M, tel que :

Py <A(“h), Uh> + (Bvy, py) = {f,v,) Vv,€X,,
(Buy, q,) =0 Vg, eM,.

OnnoteraV, = {ve X,; (Bv,q) =0; Vg e M,}. Comme dans [6] pour le
cas Hilbertien, on introduit alors 1’hypothése (A,) suivante :

11 existe une application I7, : X — X, telle que :
A4, 1(B@-I,v),q,)=0 VYq,eM,, YveX,
[T, o), <cullvlly, VveX.

On a alors le résultat d’existence et d’unicité pour le probleme (£ ,) [3].

THEOREME 2.1: Pour fe X' et sous !'hypothése (A,) le probléme
(P,) admet une unique solution (u,, p,) €V, x M,.

Remarque 2.1 : Sous I’hypothése (A,) on a la propriété suivante : soit
u eV alors _
inf ||u—vh|lxs(l+ch) inf ||u—vh||x. 2.1)
v, eV, vy, EXy

On peut voir ceci de la maniere suivante : soit v, € X,, on pose

W, = Hh(u—vh)+vh,
alors w), est dans V, car pour g, € M, on a:

(Bwy, gy = (BIT,(u —v,), q;) + {(Bv;, q,)
= <B(u - vh)s qh) + <thv qh> =0
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136 D. SANDRI
et comme

lj — Whﬂxs [l — UI1||X+ || 17, (u _Uh)nxs (A +eplu - vhﬂx,

on obtient la relation (2.1). On utilisera aussi la relation suivante qui se
déduit de (A,) (voir [3]):

inf sup (Bv, 9) =B, avec ,Bh:ﬁ—. (2.2)
qgeM, veX, ”q“M”U“X Cp

En fait on démontre en annexe que la relation (2.2) est équivalente a la
relation A,.

3. QUELQUES PROPRIETES DE CONTINUITE ET DE COERCIVITE DE A

On met A sous la forme :
(A(u),v) =2 p [ (d(u), d(v))+J (f,d@)), d))
Jo 0

ou f, est la fonction définie par :

r—2)
friR SR : x>y (5 +¢|x|2) 2 x

ou |.| désigne la norme euclidienne sur R", avec n = N 2 avec, pour le

modele de Carreau, 8 =1, u =7y, ¥ =2y —Ng), ¢ = i et pour le

modele du type loi puissance 6§=0, ¢ =g, ¢ = % Dans ce qu1 suit on

pourra supposer sans perdre de généralité que ¢ = ¢ = 1. On supposera que
6 prend les valeurs 0 ou 1. On note (.,.) le produit scalaire sur
R”. On rappelle que »' désigne I’exposant conjugué de ». On a alors le

LEMME 3.1 : f, vérifie les propriétés suivantes : soient x, h € R", alors
pour r =2

Ch. w8+ |x|"" 2+ |x+ | ")|h|*< (f,x+ k)~ f,(x), B) (3.1)
|lfr&x+h)—f,0)] <C3, .8+ |x|"" 2+ |x+h|""®)|k] (3.2)
pour r=1 on a:

C3.ronlfr x4+ h) + f,)| |h] < (fr(x + h) — fo(x), h) (3.3)
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APPROXIMATION DES ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS 137

etpour l <r<2 ona:

s [h|?
s,r,n ] 2_r ) 2_r
(51- IXI + |X—rh[ )

Ifr(x+h)*fr(x)l \Cb‘rn

= (f,x+h)=f,(x), h) (G4

1
(6 + |x|2"+ |x+h|>"")

(3.5)

ouC8 o 8 romo Cg _— Ca rno Ciy r. n désignent des constantes strictement
positives indépendantes de x et de h.

Remarque 3.1 : Les résultats de continuité (3.2) et de forte monotonie
(voir [5]) (3.4) ont d’abord ét€ démontrés dans [8] lorsque 6 = 0. Dans le cas
6 =1, f, n’est plus homogeéne et ces résultats ont alors ét€¢ démontrés dans
[3] en utilisant les techniques de [4].

Les résultats de forte monotonie (3.1) et de continuité (3.5) améliorent les
résultats de [8] et [3].

Remarque 3.2 : On pourra réécrire les inégalités ci-dessus en posant
y = x + h et en remplagant i par y — x. D’autre part toutes ces inégalités sont
vérifiées de manicre évidente pour le cas linéaire » = 2.

Preuve : Pour la commodité du lecteur on redémontrera les points (3.2) et
(3.4). On considere d’abord le cas §=0. On pose a=r—2 et
f,(x) = |x|* x. Dans ce qui suit on omettra I’indice r pour alléger 1’écriture.

On considére d’abord les points (3.1) et (3.2) : un calcul montre que pour
r>2onaf,e € (R") et que 'on a:

3f,

a(x)—(ax; +lxl2611)|xla—2'

La formule de Taylor-Lagrange donne alors pour k € R” :
(f G+ h) = F (), &) = z (f. G+ )= £, K,
Z Z J ~—(x+zh)h k, dt .

1,
On pose x' = x + th et on obtient :

n n 1
Fa+h)—fE, K=Y Y | (axtxl+ |x|>6,)|x'|* "2k &, dt

t=17=1 0

Z |x’|“hlk,dt+i i [ ozxxlx’l"“zh k, dt

= t=1;=1+v0

1

¢, k)‘ |x'|ad’+J alx|* 72 &, L k)de . (3.6)
0
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138 D. SANDRI

On trouve alors pour k = h :

1
Fx+h)—fx), h)= |h|2J |x'|* dr . (3.7)
0

1
On estime ensuite le terme J |x'|* dt. Soient B =0etCy , 5=>0,Cy , >0
0

tels que :

n B n B n B
cwi(zlaq szla(scmﬁ(zlm),
=1 1=1

1=1

on a alors avec la convention 0 x 0 =0:

1 1/ » ar 1 n
J |)8|“dt=j (Z(x,+th,)2) dt=Cyhe | Y |x +th|dt
0 0 \.=1 2 Jo ., o1
n 1 ht a
=Cyhe ¥ |x,|“J 1+t—| dt
21:1 0 X,
1
=C352Cy ,2|x|* inf J [1+2A | dt
2 2 AeR JO

1
etcomme lafonctiond :R->R: A - r |1 + ¢4 |* dt est continue, strictement
Jo
positive, et tend vers + oo quand |A | tend vers + co on en déduit qu’elle est

minorée par une constante C, , strictement positive ce qui donne :

1
J |#]%dt=C5h 2 Cppa Coalxl*=5Ch, lxl* B8
0 2 2 2

et on obtient avec (3.7) et (3.8) la formule (3.1). D’autre part on a avec (3.6) :

1
| (f(x + h) — F(x), k)| < |h||k](1 + a)J |x'|° dt
0

1
Pt - sl = el [ 11 ar.
0
Comme [x + th| < |x| + || < |x|+|-x+x+h|=<2|x|+ |x+A| on
obtient
|fr(x—h)— f,0)] =2%( + a)(|x|" "2+ |x+ k|~ 2)|A]
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APPROXIMATION DES ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS 139

qui est la formule (3.2). Pour le cas r = 2 on obtient la formule (3.3) avec
(3.1) et (3.2).

Les points (3.3) pour 1 <r <2, (3.4) et (3.5) s’obtiennent de la maniére
suivante : soient 1 <r <2 et r’ > 2 son conjugué, on remarque que 1’on a
alors f,o f/ = f/o f, =1d. Ainsi (3.3) donne pour x, h € R":

Coroal Fr oG+ 1)) = fr (D |f, &+ 1) = f,(0))
= (fr(fr&x + 1) — fr(f, (), frx+ h)— fr(x))
= (h, fr(x + h) _fr(x)) )

ce qui donne la relation (3.3) pour 1 < r < 2. Ensuite (3.1) donne :

Co o w(fr O 2+ 1f, e+ B "D\, + h) = £,
= (fr’(.fr(x + h)) _fr’(fr(x))a fr(x + h) _fr(x))

et comme pour x € R" on a: |f,(x)|" 2= |x|"-DC" =2 = |x|2-" on
obtient :

Ch o nllx|2="+ |x + |27 | fo e~ B) — f,(0)|

= (fr’(.fr(x + h)) - fr'(fr(x)), fr(-x + h) - fr(x))
= (h5 fr(-x + h) _fr(x))
< |h]|f,(x + h) = f,(0)]

et on obtient la relation (3.5).
Ensuite de la méme maniére (3.2) donne

k| <C%, (| £, "2+ | £+ W] "D f,(x + b)) — f,()]

4]

oAy A~ /D DN
t (34) est alors unc COnSCHuUCIIiCE A (J.9).

On consideére maintenant le cas 6 = 1. Pour cela on note i 1’injection
canonique : i :R" > R"*':x 5 i(x)= (x,0). On note v 1’élément de
R"* ! défini par v; = 8, »+1. Pourx € R", on confondra i (x) et x et de méme
on ne distinguera pas les produits scalaires sur R” et R+ 1.

On pose: g,:R"*!' 5, R"*':x > |x|* x. On a alors pour x, y € R”

r—2 r—=2
F&x) =0+ [x|12) % x=(Jix)+v]®>) %2 x=|x+v|%x,

on obtient alors par orthogonalité de v par rapport 2 x et y :
FO)=F,Ghy—x)=(ly+v[*y— |x+v|"x y~x)

=(y+v|* +v)— |x+v|* (x+v), +0v)— (x+7))
= (g, +v)—g,x+v), +V)—- (x+7v)). 3.9
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140 D. SANDRI
On obtient en appliquant les relations (3.1) ou (3.4) a g, :

FO-f)y—x)=(@,0+v)—g,x+0v),y—x)

C(l),r,n+1(|y+ vla + |X+v|°‘)|y—x|2 si a=0

Cg . Iypxlz
T Ay ol x0T

=

si a<0

et ceci montre (3.1) et (3.4) pour f,. Ensuite on a par orthogonalité de x, y et
v:

19,0 +v)—g,(x+0)|> = ||y +v]* O +0)— |[x +v]|% (x +v)|?
= ly+ol*y—lx+o|x>+ [0 ||y +0|* — |x+v|*|?
=|ly+v]®y— |x+v]*x]?
= |f,0) - f,0)*. (3.10)
Alors (3.10), (3.3) appliqués a g, et la formule (3.9) donnent :
Co,ronsr 110 = F,0)] |y — x|
<C3rns1 |1:0+0)=g,&+0)||y+v— (x+0)]
< (g0+v)-g,K&+v), §+v)— x+v))
= (f,0) - fr &)y —x)

ce qui donne la formule (3.3) pour f,. Enfin avec (3.10) et avec les formules
(3.2) ou (3.5) appliquées a g, on obtient :

If,0) = £,(0)] < |9, +v) ~ g,(x + v)]
C%,r,n+l|y“x|(ly+vla + Ix+v|a) si a=0

ly — x|
y+v| %+ |x+v|¢

=

si a <0

Cg,r,n+l |

ce qui donne les formules (3.2) et (3.5) pour f,.

Application du lemme

2 étant un ouvert borné de R", on considere I’espace L' (£2)", muni de sa
norme ||.||, ,, alors sur L'(2)", f, vérifie les propriét€s suivantes :

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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APPROXIMATION DES ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS 141

PROPOSITION 3.1: Il existe des constantes strictement positives C,,
C, Cs, Cy et Cs telles que Yu, v, we L'(2) on a
pour r =2

CIJ (6+|u|"2+|v|"2)|v—u|2sj (f,()—f, (), v —u) (3.11)
n n

172
J f, ) — f, (), w)sCZ[J (8 + |ul"" 2+ |v|’—2)|v—u|2]
0 n

r=2 r—2
< (o4 Muly? + 01,7 YlIwl,, G12)

pour r=1:
CaJ |f,-(v)—fr(u)||v—u|$J fr@)—f,(u),v—-u) (3.13)
Ie) 7]

pour l <r<2:

o —ul,
4 2-7 - 2_,$J f,@)—f,(u),v—u) (3.14)
&+ flullg: + Hvllgs 0
2-r
v—ul r
F0)— ,(u),w)sC |—_——
Jn(f() ! > 8+ u| + |v] lo,

r—1

X“ If,(v)—f,(u)llv—ul] ' Iwll,, .15

v 2

avec dans (3.15) la convention |v(x) — u(x)|/(8 + |u(x)| + |v(x)|) =0 si
§=0etux)=vx)=0.

Preuve : Dans ce qui suit C désignera une constante quelconque qui ne
dépend que de r, 8, n, 2. Les propriétés (3.11) et (3.13) se déduisent
directement par intégration des formules (3.1) et (3.3) en posant x = u et
h=v—u. De la formule (3.11) on déduit aussi le résultat de forte
monotonie :

C||v—u||6’rsf f, () — fr(u), v —u), (3.16)
2

démontré, ainsi que la formule (3.14), dans [8] lorsque 8 = O et dans [3] pour
le cas 6 = 1.
Le point (3.12) se montre de la maniere suivante :
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Pour u, v, we L"(£2)" on a avec (3.2):
[ (fr(v)—fr(u),W)SJ |f () = fr )] |w]
J0 0
=C J G+ o] "2+ |ul"" Do —ul|w|
0
=C J 6 + |u|r—2+ |u|r—2)1/2 |U—u|(5 + |v|r—2+ |u|r—2)1/2lwl
0

1/2
ch 5+ o] -2+ |u|'—2>|v—u|2]
n

12
X [J (6 + |v]" "%+ |u|"2)|w|2} . (317
o

7

Si on pose y' = %> 1, de conjugué y =

I’inégalité de Holder :

f &+ (o172 + Jul7=2)|w?
n

,y =T , on obtient avec
y' -1 r-2

1 1

< [[ (6+ |v|"2+ |u|r2)yj|y|iJ‘ lw'zy’]y

r—2 2

sC[Jr 6+ jol 2+ |uj -2 (J lWir]r
o Lo

=C G+ lolo,? + el Iwild (3.18)

et on obtient (3.12) avec (3.17) et (3.18).
On considére maintenant le point (3.15). On a pour 0 < 8 <1 et avec
3.5):

J (fr(v)_fr(u):W)Sj |f,(U)—f,(u)||W|
2 N

= [\ |fr(v)_fr(u)|0|fr(v)_fr(u)|l—0|w|

v {2

¥ _ 1-0
$CJ If,»(v)~f,(u)l”[ o — u] ] Iwl
N

5+ Jul" T+ ol

=<C f |, )= f,)]° v —u|C-DO-®
0

x[ o —uf®’ ]1_6|w|. (3.19)

S+ |ul?2 "+ |v|2
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On choisit ftel que 6 = (r— 1)1 -6)< 6 = r—1=_1;<1 on obtient
r

-
alors

J (fr(v) _fr(u)’ W)
0

2—r

1 1 =
scf £, = £,w) "o —ul” [t ]
n

&+ |ul + |v]

2—r 1 1

sttt e (], wo-reoe-a] [f, ]

v 2
(3.20)

et on obtient le résultat avec la formule (3.20).

4. RESULTATS D’APPROXIMATION

On a le résultat d’approximation suivant pour le cas r > 2 :

THEOREME 4.1 : (Cas r = 2) Soit (u, p) € V x M la solution du probléme
(Py) et (uy, pp)€VyxM, la solution de (P,) on a alors pour tout
Wy, q1) € V,, x My, pour la vitesse :

wllu —ull? + f (5 + 1daD1"=2 L |l d(u,
L] [alw) \ ARSI I RN

| 2\'/’/11_
thi A
7

i 112
u,)

+llu—wllf < C{G + Nl 5+ Null D —vall}, + s llu = vl ,

lu vl 1= auly , + @0 Py g0} GD)
avec :

— (B(u—uy), p—q,y, oubien

“P - Q}z”r' 0 ou bien
D (u, up, p, q) = 0. r

(u +98) ”p_q"”éz’ sipeL*(2)etsi & =1
ou n =0
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et pour la pression :

Bh“p_ph”(),,r$ (Bh+ ”B”)”p_qh||0,r'+2""“u_uh”1v2

r—2 r——Z)
1

so (o ul, T +
2
x [J (6 + |d@)|" "%+ |d(uh)|“2)|d(u—uh)|2] . (4.2)
2

Etpourlecas 1 <r<2 on ale

THEOREME 4.2: (Cas 1 <r <?2) Soit (u,p)eV xM la solution du
probléme (Py) et (u,, p,) € V, x M, la solution de (P ) on a alors pour tout
Wy, q,) €V, x M, pour la vitesse :

lu —will

&+ fulldy + lwll})

+ J | £ @) = £, d@))| | - uy)|
n

wllu = I

<C {0 ) |u—v,l,, + mlu—v,}

+ l! " — Uh”X ”lp II + ¢(”’ "y D qh)} (43)

2—r
r

|d(u — uy)]

<1 et avec :
S+ |d@)| + |d(uh)|

ou l'on a posé : 0 (u, u,) =

(p(u, Uy, P, Qh)
~ (B —uy), p—4qu), ou bien
=1(6 + ||u[%"r’ + ]]uh”?_r')np —q,,“é .o Sim=0oupe L"(2)

ou bien% lp — qhug’ 2 sipu=0

et pour la pression :

Bh“p*ph“M$ (Bh + “B”)”p—th|M+ 'u““u_uh”)(

r-1
'

+C6(u, uh)|: [ |fr(d@)) - f, @) |du ~ uh)l} S CR)
J N
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Toutefois pour le cas correspondant au modele de Carreau avec n,, >0 on a
le résultat plus précis suivant démontré dans (3] :

THEOREME 4.3: (Cas 1 <r <2) On considére le cas 6 =1 et u =0
(Modéle de Carreau, avec m,=0). Soit (u,p)eV x M la solution du
probléme (Py ) et (uy, p,) € V, x M}, la solution de (P ) on a alors pour tout
Wp gr) €V x M, :

2 ||“‘”h”i,

= w2, + .
2wl el

1, r
. 1 a2
sc{(;+,u>||u—vh||l’2

1
vl =il + = lp - all,] @5
et

Brlp ~pull, = UBI + Bwlp —qh”M +CQA+p)|u— |y - (4.6)

Preuve du théoréme 4.1 : Dans ce qui suit on utilisera 1’inégalité de
Young : pour p > 1, p' désignant I’exposant conjugué de p, pour ¢ > 0 et a,
b=0on a:

1 1 b \7
ab=s=(ea +—={ = . “4.7)
p p €
On regarde d’abord les estimations sur la vitesse : soient (4, p)e V x M la
solution de (P ) et (&, p,) eV, x M, la solution de (£ ,) on a pour tout
W, gr) €V XM, :

(Aw) —Auy), u— uy)
= <A(u) - A(uh)s u— vh> + <A(u) - A(uh)’ vy — uh>

(Aw) — A(uy), u—v,) — (B, —u,), p)

(A) —A@uy), u—v,) — (B, —up), p— q)
ce qui donne :
(A) —A(w), u —u,y = (Au) — A(w,), u —v,)

— (B, —u),p—aqy) — (Bu—u,),p—q,)y . (4.8)
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On obtient alors avec (3.11), (3.12), (3.16) et (4.8):
pllu =2, + J (6 + |d@)| "2+ |d)| ") |d@ - up|’
n

=l = C {6+ ullf 722+l 727

s

172
x U (8 + |dw)|"~% + |d(u,,)|’—2)|d(u—u,,)|2]
2

X "“—”h”l,,*' :‘"”u“‘uh”l,z ””—"h||1,2+ ||”*”h||1,, ||p—q;,||0,,,

- <B(u —Up), P — ‘Ih>} . (4.9

Soit ¢ > 0 on peut alors estimer (B(u —u,), p — qh> par:

B —u)p—aq)=<|BI lu—wl,, lr-al,,
=180 ( 2 b=l + = o -l )
ou si la pression est dans L*(£2) par :
B@—up)p—qp) =< |Bll:lu—wul,,llp—al,,
<181 (252w}, + o o - il )
2 L2 2 e(u + 8) 0,2

ot ||B| estla norme de B € & ((Hy(2))Y, L3(2)").

On obtient alors le résultat (4.1) en utilisant 1’inégalité de Young dans (4.9)
et en utilisant les estimations précédentes.

On estime maintenant les termes de pression : soit (v,, g,) € X, x M,, on
a:

(Bvy, py—p) = <A (u) — A(uy), Uh>
< <th’ Pn— CIh> = <A(u) - A(uy), Uh> + <th’ p - qh> s
d’ol avec I’hypothése (A,) et (2.2):

<th1 ph_qh>
Billpn -thlo g SuUp ———
’ v, EX,y "Uhn],r

1
< sup ——— {{A@) - Ay, v;) + (Bv,, p —any)
vy € X,, ||Uh||1,,
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et donc : .

lp = pally,, < IP —aully . +
v, € Xy "Uh”Lr

X {(A(u) —Auy), v,) + (Bv,, p — qh)} . (410
Comme avec (3.12) on a:

<A(M)—A(Mh), v/l> =2 I ”M - uh”]‘z ||vhl|] 2
LCG Tl )

1/2
<[], @+ 1awr= s jawor -]l

J0n
on obtient :

B M
Io=ally, = (VL2 ) o= aully v 2 2 -

5 G Il 7P

12
x [J (& + |dw)|" %+ |d(uh)|"2)|d(u—uh)|z] ,
0

ce qui donne (4.2) pour l’erreur sur la pression. On remarquera que les
termes :

12
-l , ot [j(6+lﬂwV”+¢dwa”ﬂdw—ro]
' )
sont alors estimés par (4.1). O

Preuve du théoréme 4.2 : On rappelle la formule (4.8): pour tout
. pp)eV,xM,ona:

(Au) — Auy), u—upy = (A(u) — Aw,), u—v,)

— (B@y—u),p—quy — (Bu—u,),p—aqu) »
ce qui donne avec (3.13), (3.14) et (3.15):

e~ will},

+ el 5+ w3

2
wllu = wally +

+ [ | £ d@)) = f(d@,)||d@ — uy)]|

v

i (r—=1yr
<C {e(u, up“ |£,@d@)) = £, )] |du uh)l] lu— o4, ,
0

+ ol — ol o —uyly + lu = o4l lp —anll,,
- (Bu—uy), p—qp)}. 4.11)
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On montre alors (4.3) pour I’estimation des vitesses en utilisant 1’inégalité de
Young dans la formule précédente et en estimant le terme
— (B(u —uy), p — q,), d’une maniére analogue 2 celle du théoreme 4.1.

Pour les pressions on obtient comme en (4.10): pour tout
Ww qr)eE X, x M, on a:

Bi'
lp —pull,, < lp —aull,, + sup ——
v,eX, ”vh”X
x {(A@)—A@y), vp) + (Bopp—qp)} (4.12)
et comme avec (3.15) on a:
(Au) —A(w,), v,)

(r—=1yr

=CO0u, MU[J |f.d@)) = frd@)||dw - uy)
o
X ”vhlll’r + M ”u - uh“x “U/l”X
et que ”0’1”1,;- =< C ||v,||, on trouve:

B 13
o =pally = (1 + L20 Y 1o~ qull, + £ =

r—1)yr
+ BS 0w [ 1@ - fod@)| |dw - w)| ]
h LJo ]

ce qui permet d’obtenir le résultat. 0O

On rappelle brievement la preuve du théoréme 4.3. On a dans ce cas
d=1et u=0.

Soit v € X on a alors avec (3.5):
<A(u)—A(uh),v> =C J |d(u — u,)||d@®)] +2/"‘”“_“h|i1’2 ||v||1’2

Scnu_uhnl‘z ”””1,2+2“”“—uh"1,2 "0“1,2' (413)

On peut alors écrire a la place de (4.11):

lu~wl},

wllu— w15+ -
S 172 ey Y

= C{A+mllu—ull, lu-wvill,

+ llw=vally P = aally — (B —u).p— a1} )
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et on obtient la formule (4.5) en utilisant (4.7). La formule (4.12) peut étre
modifiée par :

c .. B
lp —pull,, < llp —thl,w+ﬂ—h 1+ p)|u- uhllx+"ﬂ—,” lp - aull,,

ce qui donne alors ’estimation (4.6) sur les pressions. 0O

Remarque 4.2 : On peut obtenir une estimation de |[[u|l, , et de
lu]|, . en fonction de f de la manitre suivante, on a:

(AQ), uy = (f,u),
d’ou pour r > 2 et avec (3.16) :
pllull? 5 + lulls , <CUFlx lul,,
ce qui donne :
leelly, = C AN (4.14)
Pour r <2 on obtient avec (3.14) :
llell?,
(& + [luli7"
_[CUf e Nl
S CIfIy, ul, st fe b))

pllull +

4.15)

od W~ (£2))" muni delanorme || . ||_, . désigne le dual de (W} " (£2))".
Sife W L") ona:

il = C @ + Jull 001,

Comme pour tout £ = 0, poury:z;>1 et y' = on a:
_r —
_ e? 1 .
flall? " llfll_l,,rs7 leelly,, +—— IF17,
LR 4

on obtient :

lell, < C{UANYE D+ 80F 1) - (4.16)

Si u =0 et sous la seule hypothése f € X' = (H '(2))" on a alors avec
4.15) :

pllully, =< 1Ny (4.17)
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ce qui donne encore avec (4.15):
-y 1
il <€+ ul3;) o 11 -

2
Comme pour tout e>=0 et y =——=1let y' =

on a:
2—-r

NN

1 2-r 2 _ ¢’ 2 1 2y’
= el £ 1% s—y‘ fleellf , +(_8;L—)Ty-’ 1715

on obtient alors une estimation dépendante de u :

é 1
Il =€ { =1+ p 1) @13)

Les estimations se font de la mé&me maniére pour u,.

Remarque 4.3: On notera, dans le <cas ou 1’on prend
D (u, uy, p, q) = 1 2 — g “(2, , dans les théorémes 4.1 (8 =0) et 4.2, la
/‘L y

dépendance en u de ’estimation d’erreur. On peut toutefois obtenir des
estimations uniformes en w, lorsque u tend vers 0, si I’on prend pour
uy, la solution du probléme P, , suivant :

(Ph, a)
Trouver (u,, p,) € X, x M, tel que :

(A(uy), v,y + {Bvy, py + @ j V.u,V.v, ={f,v,) Vv, eX,
)
<Buh, qh> =0 th € Mh'

avec a = 0.

En effet d’une part, comme V . u = 0, u est solution de P, ; d’autre part,
si I’on cherche une estimation d’erreur pour la solution de P, , il apparait un
terme de coercivité en a ||V .u, “g , qui permet de contrdler le terme :

a C 2
— (B —u),p—qs) <C 4 IV . uilll, +=lp-ally,, -
et on peut alors prendre pour @:
® (u, P, ) =Cllp — aull ,

I’estimation étant valable dans le cas 0 = 0.
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Remarque 4.4 : Les techniques utilisées aux paragraphes 3 et 4 permettent
d’améliorer, dans le cas r <2, les résultats obtenus dans [1], sur les
estimateurs a posteriori d’erreur développés dans le cadre de fluides quasi-
newtoniens.

Application aux estimations d’erreur

On donne une application des théorémes 4.1 et 4.2 a I’estimation d’erreur.
On suppose que les espaces X, et M, vérifient les hypothéses d’approximation
suivantes :

Pour ue W"*L9(2)Wn WH9(R2)N;avecm=0etg=ret?2:

(H1) inf Jlu—wyl, <Ch"|ull, ., ,>

up € Xy
Pour pe W™ 9 (2)NL§(£2); avec m=0 et qg'=ret2:
(H2) inf |p - aull, , <Ch"lpll,, ;-

g€ M, '

On suppose d’autre part que la constante 8, ne dépend pas de h, et dans ce
qui suit C désignera une constante qui dépend de |[u|[, ., ,» [P, , etdef

comme dans la remarque 4.2, mais qui ne dépend pas, sauf précision
contraire, de u lorsque u tend vers 0. On obtient les résultats d’approximation
suivants :

— Casr=2:siue W"*L"(2)N et pe W™" (£2) alors on a avec le
théoreme 4.1 :

172
(Jﬁ+amu—wmj+[J(wwn“2+wwpr4nau_%n1
n

< Chmr/Z(r—l) (419)
lu -, , <Ch™"D (4.20)
lp = pully,, < Ch™20-D. 4.21)

D’autre part si p € W™2(Q2)etsi uw + 8 >0 on obtient :

172
(Jﬁ+6mu—wmﬂ+[J(wwn“2+wwpr”nau—wnﬂ
2

Ch™

y7s
Ch2 mir
||u - uh ” 1Lr = TM (4.23)
Ch (4.24)

lo=pdo =705
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— Casl<er<2:sim=0etsive W'l "(02)Wetpe W " (2)ona
avec le théoréme 4.2 :

[ —usll, , = Ch™"? (4.25)
1P =iy, = A" (4.26)

etsiu=>0etsiue W'*1-2(2))YN et pe W™2(2) on a avec le théoreme
4.2 :

Vil =ull, ,+ u—wl, < Ch™? @.27)
lp = pully , <CR™ D, (4.28)

avec C indépendante de u quand w tend vers O si f e (W™ 17 (2)) et si
pewm™ e ). Sinon, dans le cas général, C dépend de m a travers
I’expression de @ dans (4.3) et des estimations (4.17) et (4.18). Enfin le
théoreme 4.3 donne les résultats de convergence optimale énoncés dans [3] :

Pouru =0, 6 =1, l<r<2ctue W**L202)Vetpe W*2(2)ona
avec C dépendant de wu :

|u— |, , <Ch™ (4.29)
P —pull, , =Ch™. (4.30)

Avec (4.20), (4.25) et (4.27) on retrouve les estimations de [3]. L’erreur
sur la pression dans (4.21) (resp. dans (4.26) et (4.28)) étant améliorée : elle
est en 2"™20 1) au lieu de A"~ (resp. en A" 1) au lieu de A™ ¢~ 17?),

D’autic part 1l apparait dans (4.19) une estimation supplémentaire du
terme |u — u, "1 , en r"2¢ =1 qui, dans le cas du modele de Carreau, est

uniforme en u lorsque u tend vers 0.

Dans le cas o I’on suppose plus de régularité sur la pression, on retrouve
avec (4.23) l’ordre des estimations pour le laplacien non linéaire : en
h* ™" pour I’erreur sur la vitesse et d’autre part il apparait dans (4.22) et (4.24)
une estimation 2 caractére optimal pour I’erreur en norme H' sur la vitesse et
pour la pression.

ANNEXE

On considére deux espaces de Banach X et M, munis de leur norme
respective || . [, et || . ||,,- On supposera que M est réflexif. Soit B une
application linéaire continue de X dans M’, M’ désignant le dual topologique
de M. On considere aussi B' € £ (M", X'), I’opérateur transposé de B, défini
par B'(g) = q o B, pour tout g € M".
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On pose V = ker (B) le noyau de B et on notera V¥ < X’ le polaire de V :
Vi= {x"eX’, (x',v) =0,VveV}. V étant fermé, on considere alors
I’opérateur continu injectif Be L ((X/V), M') défini sur I’espace (de
Banach) quotient (X/V) par: soit v € (X/V ) et v € X un représentant de
v alors Bv est défini par : Bo = Bv. On a alors le

LEMME A.l : Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 3B =0, tel que :

inf supM;B, (A.1)
geMveX ”q“M “UHX

(ii) B' est un isomorphisme de M" sur V° et :

18" ¢l =Blgl,, VaeM”, (A.2)

(iii) B est un isomorphisme de (X/V) sur M' et :
IBol,. = B0l yy, Yoe XV). (A.3)
Preuve : Tout d’abord on a :

IB" qlly
inf sup M = 1inf SUP—M = i X ,
geMveX ”q“M ”U”X geM"veX "q“M" "v”X qgeM” ”('I”M"

ce qui montre que les formules (A.1) et (A.2) sont équivalentes et que (ii)
entraine (i).
Ensuite supposons (i) vérifiée. D’apres (A.2) B' est injective et donc

yB") = inf |B'q|/l¢ll,»=B, ou y(B') est le module minimum
qeM"

réduit de B' (voir [9], p. 231). On en déduit ([91, théoremes 5.2 et 5.13) gue
B’ est d’image fermée et vérifie Im (B') = V'’ ce qui donne I’équivalence de
(1) et (i1).

L’équivalence de (ii) et (iii) se montre de la maniere suivante : on a par
définition de y(B), y(B) = 1/||B- '"| (avec la convention y(B) =0 si
B~!estnon borné et y (B) = + o si B~! = 0). On obtient alors encore avec
([9], théorémes 5.2 et 5.13) les équivalences suivantes : dire que y(B') = B8
et B' est injective est équivalent a dire que v (B) = B et B est surjective ce qui
est équivalent a dire que 1/||B~'| = B et B est surjective. O

On considére deux sous-espaces vectoriels de dimension finie X < X et
M M ainsi que Be L (X, M') I’application linéaire continue définie par :
soit € X, alors B est ’élément de M’ défini par : <I§5, F]) = (BV, q)
Vg e M. On note alors V = ker (B). On a alors la:
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PROPOSITION A.1l: On supposera que X est strictement convexe et que B
vérifie I’hypothése (i) du lemme A.1, alors les deux hypothéses suivantes
sont équivalentes :

11 existe une application II:X - Xtelle que :
<B(v—ﬁv),21>=0 YGjeM, VveX, (H1)
||I~Tv|lxs5||v||x VoeX.

33 = 0 tel que inf sup B2 9 _ 5 (H2)
geiveX ”q”M ”v“x

Preuve : La preuve s’inspire de [7] pour le cas d’espaces de Hilbert. Pour
le point (H1) = (H2) on pourra consulter [3] : on trouve alors 2 partir de (H1)

que (H2) est vérifiée avec B = g On considere le point (H2) = (H1). On
¢

construit 17 de la maniére suivante : soitv € X, onaBv € M’ = M’ et donc en
appliquant le lemme A.1 aux espaces X, M,etaBona:
30 e (X/M) telque Bo =Bv dans M' et |Bv ||M = B2 &7,

et donc :

X étant strictement convexe et X étant de dimension finie ; il existe un unique

vedtelque [|F; = [[9] 4, On pose alors ITv = ¥ et on a alors pour tout
GeM:
(B®, §) = (Bb, 3y = (Bv, §)
et
~ ~ . 1 B
1505 = 151 = 190y =+ 1801, =< 2L o,
B B
et donc (H1) est vérifiée avec ¢ = ”Li” O
B
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