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MODELISATION DE LA JONCTION
ENTRE UNE PLAQUE ET UNE POUTRE
EN ELASTICITE LINEARISEE (*)

par Isabelle GRUAIS (1)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — On donne une justification mathématique du comportement de la jonction entre
une plaque d’ épaisseur 2 & et une poutre de section carrée égale a 4 €2 lorsqu’ elles sont
constituées de matériaux élastiques obéissant a des lois de comportement linéarisées. On
considére le cas ou la poutre est en partie insérée dans la plaque, son extrémité libre étant
encastrée, et on choisit de faire une analyse asymptotique. On montre qu’a la limite, le systéme
est partiellement rigidifié au niveau de la jonction pour le déplacement transversal de la poutre.
D’autre part, a la jonction la poutre induit sur la plaque une torsion constante qui dépend de la
résultante du moment des forces appliquées.

Abstract. — Modelling of the junction between a plate and a rod in linear elasticity. We give a
mathematical justification for the modelisation of the junction between a plate of thickness
2 ¢ and a rod whose cross section varies as 4 €2 when they are made of linearly elastic
materials. We are interested in the case where the rod is partly inserted in the plate and clamped
at its free extremity, and we make an asymptotic analysis. Passing to the limit, we show that the
transverse displacement of the rod is partly rigid. Moreover, at the junction the torsion of the
plate induced by the rod is a constant depending on the total moment of the applied forces.

Les structures étudiées par les ingénieurs sont constituées d’éléments de
base tels que, outre des corps massifs, des plaques, des poutres ou des
coques minces. Dans la pratique, les schémas numériques bidimensionnels
ou monodimensionnels sont plus performants alors que les probléemes que
I’on veut considérer sont naturellement tridimensionnels. Il est cependant

(*) Recu pour publication en février 1992.

Ce travail fait partie du Projet « Junctions in Elastic Multi-Structures » du Programme
«S.C.LE.N.C.E. » de la Commission des Communautés Européennes (Contrat N° SC1*0473-
C(EDB)).
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78 1. GRUAIS

possible, dans le cas de poutres ou de plaques, de se ramener a des modgles
monodimensionnels ou bidimensionnels grice a des approximations classi-
ques en physique, mais dont la justification mathématique n’existe pas
toujours.

Des travaux récents de Ciarlet et Destuynder basés sur la méthode des
développements asymptotiques ont permis de lever cette difficulté dans le
cas de plaques et de coques minces élastiques (Ciarlet [1980], [1990] ;
Ciarlet et Destuynder [1979a, b]; Destuynder [1980], [1981], [1986]).
L’idée a été reprise pour la modélisation de poutres (Cimetiere, Geymonat,
Le Dret, Raoult, Tutek [1988]) puis de systémes appelés classiquement
« multi-structures » parce qu’ils associent des éléments de « dimensions »
différentes : par exemple, un corps tridimensionnel dans lequel on insére une
plaque mince pour le premier article a ce sujet (cf. Ciarlet, Le Dret, Nzengwa
[1989D).

L’étude qui suit traite du cas particulier de la jonction entre une plaque et
une poutre insérée dans celle-ci lorsque le matériau qui les constitue est
élastique, homogene, isotrope et obéit a la loi de comportement linéarisée.
On s’inspire beaucoup des travaux de Le Dret [1989a, b}, [1990a] concernant
la jonction entre deux plaques ou deux poutres : 1’analogie entre la démarche
adoptée ici et cette derniére référence est d’ailleurs remarquable compte tenu
de la différence entre les géométries des deux problémes. Tout se passe
comme si, au moins d’un point de vue mathématique, la poutre imposait son
comportement 2 I’ensemble : en for¢ant un peu sur le sens des mots, la partie
monodimensionnelle I’emporte sur la partie bidimensionnelle de la structure
étudiée.

11 peut étre généralement intéressant de rapprocher le probleme étudié ici
avec 1’étude du raidissement d’une plaque au moyen de tiges particllement
enfoncées dans le plan de celle-ci (Aufranc [1990]) : cette mise en paralltle
parait inévitable puisqu’on veut, dans les deux cas, modéliser la jonction
entre deux solides dont I’un est bidimensionnel et 1’autre monodimensionnel.
La différence tient néanmoins a ce que les raidisseurs étudiés par Aufranc
relient deux c6tés opposés de la plaque sans déborder de celle-ci, ce qui
limite le choix des conditions aux limites — en particulier, la plaque est
toujours encastrée sur un de ses cotés — et modifie le comportement limite
de la jonction dans certains cas.

Dans la suite, il importera de préciser quelle partie du solide est encastrée
et quel choix on fait pour le rapport des rigidités entre les deux matériaux.
Comme on s’intéresse aux seuls cas limites dans lesquels la plaque et la
poutre sont élastiques, le choix de ce rapport des rigidités est limité : on peut
montrer qu’il n’existe en fait que deux possibilités, les autres valeurs de ce
rapport induisant une rigidification d’une partie du syst¢me et vidant ainsi de
son sens 1’idée-méme de jonction élastique...

La méthode étant désormais classique, on se reportera aux références déja
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JONCTION ENTRE UNE PLAQUE ET UNE POUTRE 79

citées et en particulier a Ciarlet, Le Dret, Nzengwa [1989] pour tous les
détails la concernant.
On se limite ici a la description du probléme particulier envisagé.

1. LE PROBLEME TRIDIMENSIONNEL

Le probléme tridimensionnel initial auquel on applique classiquement la
méthode des développements asymptotiques est posé sur un ouvert de
R? qui est la configuration de référence d’un solide que I’on décrit ainsi :
c’est la réunion d’une plaque rectangulaire d’épaisseur 2 ¢ notée 2 ® et d’une

poutre de section carrée de cdté 2 £ notée £2° oll £ =0 est un parameétre

destiné a tendre vers 0. En toute rigueur, on devrait noter 2 ek la taille

commune a I’épaisseur de la plaque et au c6té de la section de la poutre, mais

si on prend # = 1 pour fixer les idées, on s’affranchit de cette notation.
On écrit donc :

0°= {x"eR; —1<x{<B, |x5| <1, |x5| <&}
ol B € 10, 1[ est un parameétre fixe sans dimension,
Q2= {x"eR; 0<xi<1, |x§| <&, |x5| <&}
et on note
0f=n%u 0°

la configuration de référence du solide.
Enfin, la section de la poutre d’abscisse

est désignée par :

siae [0, 1]

On écrit le probleme tridimensionnel initial sous la forme d’un probléme
variationnel dont I’inconnue u® et les fonctions-tests sont prises dans un
espace V¢ qui est I’espace des déplacements admissibles. Dans I’écriture de
V¢, on tient compte de I’encastrement de la poutre a son extrémité libre et on
s’assure du minimum de régularité pour écrire le probléme. On note

(A% 1), (A% 4°)
les constantes de Lamé associées respectivement a la plaque et a la poutre.

vol. 27, n® 1, 1993



80 1. GRUAIS

Finalement, on écrit le probléme tridimensionnel initial sous la forme
suivante.

Trouver
wevV= {ve H'(0°Y; v¢ = Osur &f}
tel que :
Vvéie Ve,

J Afef(u®):e®(v¥)dx® + J Afef(u®):ef(v)dx® =
LN or
— J fE v€ dx€ + J‘ gS VS da£
. 20°

A7), =2p' 75+ A 7,8,
(A*x%); = 2R° 75 + AT 8

+ &
V' = (7)), 7/, =7, .

2. NOUVEAU PROBLEME POSE SUR DES OUVERTS INDEPENDANTS DU PARAMETRE
e=>0

Le probléme tridimensionnel de départ est posé sur des ouverts 2° et
0 qui dépendent du parametre ¢ > 0. L’analyse qui suit consiste, dans un
premier temps, 2 se ramener a un probléme équivalent posé sur des ouverts
fixes notés 2 et £2.

Cette étape, dite de « mise a 1’échelle » ou «scaling » en anglais, est
désormais classique dans ce genre de situation. Elle a été mise au point
d’abord par Ciarlet et Destuynder [1979a, b] pour la modélisation de plaques
seules, puis étendue au cas de poutres (Cimetiére, Geymonat, Le Dret,
Raoult, Tutek [1988]; Rigolot [1976]) et de coques « shallow shells »
(Destuynder [1986]).

Pour I’étude de jonctions, dont on a ici un exemple, elle s’accompagne
d’un artifice introduit dans Ciarlet, Le Dret, Nzengwa [1989] qui permet
d’analyser rigoureusement le comportement limite de la jonction (quand
e - 0).

Suivant cette méthode, on introduit une « copie » de R, notée R,
identifiée dans la pratique des calculs 2 R?, ce qui permet de définir deux
ouverts £2 et {2 indépendamment I’un de I’autre.
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JONCTION ENTRE UNE PLAQUE ET UNE POUTRE 81

N=0x(U-1,1D,={(K:x3)eR*xR; K€ w, -1 <x3<1}

oll x5 est la variable distinguée et ou w est le plan médian de la
plaque :

w={xeN;x;=0}

0 =06 x 0,10 = {Ga 2 ER*XR; Rz)€ &, 0 <X <1}

oll x; est la variable distinguée et ol @ est la section droite de la
poutre :

&= (-1, 1 <R2.

Pour tout ¢ € [0, 1], on note @, la section d’abscisse x; = a de la poutre
Q2

G, = {ﬁe!);)‘cl:a}.

On passe alors de £2°a Retde 2°2 2 par deux changements de variables
(ou « scalings ») définis par les applications :

qui sont des bijections de (2 sur £2 £ su
£

La zone de jonction £2°N (2° admet alors deux images dans ce change-
ment de variables, notées Jp et Jg, associées aux applications I7° et

IT? respectivement :

Jy= Iy ' (2°N 2°)c 0
dry'@2¢n 29 c 0

|

u\
I

Dans la pratique, on sera amené a confondre R? et R? et 2 remarquer que si
x‘e N°N 0,

vol. 27, n° 1, 1993



82 1. GRUAIS

alors x* peut s’écrire :

x° = (X1, €xy, X3)
avec :
x€Jg:= {xeR3;O<x1<B, [x,| <1, |x5] <1} .
Dans ce cas, on rappelle que :
(x1, £x9, x3) € J .
Le « scaling » introduit ci-dessus permet de définir un couple

(u(e), a(e)) e H'(Q Y x H'(2 )

associé au déplacement u® € V* de la fagon suivante :

ul (x°) = &% u, (e)(x)
us (x°) suz(e)(x)

Vx* = II°*xe N°

Ui(x®) = eiiy(e)(X)
g (x°) = e2iig(e)®)

Vxt = IIFx e Q°

(2.0.1)

(2.0.2)

On va voir que les déplacements u(¢) et u(¢) sont majorés uniformément
en norme a un déplacement rigide prés lorsqu’on fait des hypotheses
asymptotiques convenables sur les données initiales, c’est-a-dire sur les

densités de forces et sur les constantes de Lamé.

Plus précisément, on suppose que les densités de forces peuvent s’écrire

(cf. Ciarlet, Destuynder [1979a], Le Dret [1989a, b]) :

fix®)=fKx), Vx*=IIxe 2°

g/ (x°) = eg,(x) si x5€ {—e, ¢}

gi(x?) =g,(x) si x5¢ {—¢, €}
Vx*=II‘xe S*

(2.0.3)
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JONCTION ENTRE UNE PLAQUE ET UNE POUTRE 83

If

e fix), Vx*=1IIFxe Q°
e 1§,x), Vx*=II'xes§*

fo(x®) = e7 1 fa(%), fix)
g;(x°) = g5 (%), g;(x°)

(2.0.4)

ol on a posé :

SE

SS

32"\ {2°}”
325\ (2°U {xse 302°;xt =1ouxi= 0}).

i

On suppose en outre que les constantes de Lamé sont de la forme :

ou I’on a en général :

En particulier :

€ by -~ -
L: g—li’ L:g—lﬁ
AC A me s
ol les rapports
AN, il

ne dépendent pas du parametre & > O.

D’un point de vue mécanique, cela revient a supposer que la structure
devient infiniment rigide quand e tend vers O et que, en particulier, la poutre
devient infiniment plus rigide que la plaque.

On note encore

S =00\@J, U {x €32k =1ouk =0} U {kedfy;dy==1})
Sg = a2\aJj .

Les relations (2.0.1)-(2.0.2) induisent des conditions de compatibilité
entre u(e)et u(e)qui expriment qu’un point x* € £2° N £2° est associé a deux
représentants

xeJz, XeJ,

vol. 27, n* 1, 1993



84 1. GRUAIS

qui sont a I’origine du couplage entre la plaque et la poutre (pour le choix des
exposants du parameétre & qui a été fait plus haut) :

uy(e)(xy, £xp, X3) = Uy(e)(x) (2.0.5)
U, (e)(xy, €x9, X3) = y(£)(x) 2.0.6)
uz()(xy, €xy, x3) = Us3(e)(x) 2.0.7)

VxeJg.

On verra que ces relations jouent un role essentiel dans la description de la
jonction.

Plus généralement, si v® décrit 1’espace V°, le couple (v(g), v(¢)) qui lui
est associé par les relations (2.0.1)-(2.0.2) décrit I’espace V(&) des
déplacements « mis a 1’échelle » :

V()= {(n ) e H' () x H () v,(xy, ex, x3) = 8,(X) 5

gV, (X, €Xy, X3) = Dy(X) 5 03(x), £Xp, X3) = D3(x), VX E Jp; (2.0.8)

V=0surd,} .

V (g) ainsi défini est 1’espace des déplacements admissibles associé au
nouveau probléeme (pos€ sur 2 U {2) que 'on é&crit :

Trouver (u(e), u(e))e V (&)
tel que Y (v, ) e V(e)

J B,(u(e), v)dx+J B.(u(e), v)dx =
aNJg 0

=J f3v3dx+J g3v3da+j fl-ﬁidfc+J g; b, da +
2N\Jg Sh 0 Sg

+8<J favadx+J
2\Jj S

9oV, da)

£
B

(2.0.9)
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JONCTION ENTRE UNE PLAQUE ET UNE POUTRE 85

ol on a posé :

V(u, v)e H(2),
B,(u, v)=2"*A +2 u)e;u)es(v) +

+ 5_2{/\ (e,,(0) e33(v) + es3(m) e, (v)) + 4 pea3(u)ea3(v)}
+ {Ae,,(u)e,, (V) + 2 pe,z(u)e,q(v)}

(2.0.10)

V@@, v)e H(2),
B,(a, ¥)= 2" *{Aes;(0) €, (V) + 2 ez (@) €55 (W)} +
+ 5'2{/{ (e5;() e (V) + e (@) ey5(V)) + 4 fiey (@) eal(i’)}

+ A +24)e,()e, (V).

(2.0.11)

Commentaires

La prochaine étape consiste a étudier le comportement de la suite
{(u(e), ﬁ(s))} des déplacements mis a 1’échelle lorsque ¢ tend vers O.

Plus précisément, on veut montrer que cette suite converge, en un sens a
préciser, vers la solution d’un probléme variationnel posé sur les ouverts w et
10, 1[.

On commence donc par chercher une estimation uniforme de la suite
{(u(e), ii(e))} dans H'(2)* x H'(£2)*.

Or, le nouveau probléme (2.0.9) est un probieme variaiionnei posé sur ies
ouverts £ et {2 avec une condition aux limites sur le seul déplacement
ua(¢e): on voit donc qu’une estimation du type annoncé est a priori exclue.
Cependant, on doit s’attendre a ce que la dépendance entre u(e) et
i(e) due a la jonction autorise la transmission, au moins partielle, a la
plaque, de la condition d’encastrement, comme on le vérifie dans le cas de la
jonction entre deux plaques ou deux poutres dont une seulement est encastrée
(c¢f. Ciarlet [1989a, b]).

3. RECHERCHE D’UNE MAJORATION UNIFORME DE LA SUITE {(u(#), i(£))} .

Comme dans Le Dret [1989a, b], il apparait que la suite {u(e)}  ne peut
pas étre bornée dans H ! (2 )3. On s’inspire directement de Le Dret [1989b]
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86 1. GRUAIS

pour établir ce résultat. On commence donc par montrer qu’il y a défaut de
coercivité dans le sens suivant.

PROPOSITION 3.1 (cf. Le Dret [1989b]): Si (v, v)e H'(2) x
H'(2) =:V, on définit :

Il v, ) 2= s~4( less 22, + "e&ém“;(m) +

+ e (Nlews ™l + lear® s,

LX)
112
+ ||e,,3(v)]|jzm)+ ||e11(v)”L2(m, (3.1.1)
112 2
” (V, V)”V = ”v”lz{l(!)) + "V"”Lz(fz) . (312)
Alors, I . I, est une norme sur V (¢) équivalente a || . ||, ; mais il existe

une suite {(z(¢), z(¢))} , d'éléments de V (&) qui vérifient :

lim Il z(e), z(eNll, =0,

e-0

lim || @(e), 2(e))|, = [2] >0.
e—0

Démonstration : La premi€re partie est une conséquence immédiate de
I’inégalité de Korn appliquée aux ouverts 2 et (2.

Pour établir le deuxiéme résultat, on considére, comme dans Le Dret
[1989Db] :

— X ¢ (%))
72(e) = oG |, Ve 0
0
oll eeC®0,1)

p()=1, si t<B, ¢(1)=¢(1)=0;

0
z(£)=(1), Vxe 2.
0

|

En fait, on peut préciser le comportement de {u(¢)}, lorsque & tend vers

0 : on montre en effet, comme dans Le Dret [1989b], que cette suite est
majorée uniformément modulo un déplacement rigide d’ordre — 1 en &. Pour

cela, on rappelle la variante de I’inégalité de Korn utilisée dans Le Dret
[1989a, b].
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JONCTION ENTRE UNE PLAQUE ET UNE POUTRE 87

PROPOSITION 3.2 : Soit y = (B/2, 0, 0).
Il existe une constante C =0 telle que :

pour tout v e H 1(2)*,

on peut trouver deux vecteurs constants a et b de R> (dépendant de v)
vérifiant, si on pose :

vx)=v(x)—aan x—-y)—b, (3.2.1)
les conditions
J vdx =0, (3.2.2)
0
J ((V9Y - V¥)dx =0, (3.2.3)
n
leMll 20y = le@l 20,2 CI¥ 10 - (3.2.4)
Démonstration : (cf. Le Dret [1989a]). |

On montre alors (c¢f. Le Dret [1989b]) :

PROPOSITION 3.3 : Il existe des constantes C, e3> 0 indépendantes du
paramétre ¢ telles que :

Yee J0, gl,
|B5| + 2|b5| + | B3] <C(a@l g, + 0] ne) G3.1)

glaf| + |a3| + |aj] = C (Ul g, + 05y 3-3.2)

|
Ce résultat est amélioré par la :
PRrOPOSITION 3.4: Il existe des constantes C, sy =0 indépendantes du

paramétre ¢ =0 telles que :

Vee J0, gl,
|laf] = C ([0, + 18 g, + WMo, aeN ). (B.4.1)
n
Remarque : Le raisonnement — par 1’absurde — fait intervenir les
quantités :

Kop(e) = eup(u(e)), K,3(e) = e e3(u(e)), Kky3(e) = £ 2eg3(u(e))
3.4.2)

kiy(e) = en(@(e)), kg(e) = e eq(@(e)), Raple) = e 2ezp((e)).
3.4.3)
u

vol. 27, n° 1, 1993



88 1. GRUAIS

Finalement on trouve que le résultat de majoration uniforme initialement
cherché doit étre remplacé par des estimations portant sur le couple
(i (e), u(&)) ainsi que sur les vecteurs constants a°, b°. Cela s’exprime par
la:

PROPOSITION 3.5 : Il existe des constantes C, ey =0 indépendantes du
paramétre € = 0 telles que :

Ve € ]0, 80[

"ﬁ(E)”H‘(m$C , ”ﬁ(s)llyl(n)sc (3.5.1)

|af| + |a3| + ¢]a| <C (3.5.2)

65| + e|bs| + |b5| <C . (3.5.3)

]

COROLLAIRE 3.6 : Avec les notations (3.4.2)-(3.4.3) on a :

VS (S ]O, 80[,

”K(E)"Lz(n)sc (3.6.1)

& (el 2, =<C - (3.6.2)

|

Compte tenu des résultats obtenus, on pose :
AN e
u(e) =u(e) + \0 } A X, + \b;} (3.6.3)
a; \ X3 0

ce qui revient 2 faire rentrer dans # (&) les composantes bornées (donc a priori
convergentes) des vecteurs a®, b°.
Des estimations (3.5.1)-(3.5.3) et de (3.6.3) on déduit :

18y =<C > Vee 10, gl (3.6.4)

COROLLAIRE 3.7 : [l existe des suites extraites, encore paramétrées d
I'aide de e pour simplifier U écriture, telles que :

u(e)—>u dans H!(2)® faible (3.7.1)
(e)»>ua dans H!(£2) faible (3.7.2)
£a; — az (3.7.3)

ebs - b, (3.7.4)

k(e) > w dans L*(2) faible (3.7.5)
ik(e) > ik dans L2%(2) faible (3.7.6)
[
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Remarques

1) Dans le second membre de 1'inégalité (2 0 9), le parameétre ¢ factorise
la somme

J favadx+J g, V,da.
AN s

]
C’est une conséquence immédiate des hypotheéses asymptotiques (2 0.3)-
(2.0 4) faites sur les densités de forces.
Cet artifice se justifie a prior1 s1 on remarque que malgré la forme

« 1mparfaite » des estimations (3.3 1)-(3.3 2) et (3.4 1) qu1 ne permettent pas
de majorer uniformément les suites {ag} . et {b;} ,» On peut néanmoins

établir les estimations (3 5 1) sans difficulté supplémentaire.

2) On peut noter la puissance de la Proposition 3 2 qui, indépendamment
de la géométnie du probléme étudié (¢f aussi Le Dret [1989a, b]), permet de
montrer que la suite des déplacements mis a 1’échelle converge a un
déplacement rigide prés lorsqu’une partie seulement de la structure élastique
est encastrée

3) On ne sait pas st les estimations (3.5.2)-(3 5.3) sont optimales. Par
contre, elles s’imposent naturellement au cours du raisonnement, en
particulier lorsqu’on veut établir (3 5.1) au moyen des équations (2.0.9)
lorsque la fonction-test est (u(¢), u(e)).

D’autre part, le contre-exemple de la Proposition 3.1 est un couple
(z(e), z(e)) pour lequel (¢~ 'z(e), e 'z(e)) appartient auss1 2 V (¢) et
e~ 1z(&) est un déplacement rigide dans £ de la forme :

x; — B2
a‘ A Xy + b°
X3
avec a°=0, bi=b5=0 et b; nonborné

lorsque ¢ tend vers O. ~
4) On peut déja énoncer une premiere propriété de 1’application u -

PROPOSITION 3 8 La limite u vérifie
f iy dx = 0 (3.8 1)
2
j (8,1, — 3,01, ) dx = 0 (3.8.2)
n
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Démonstration : C’est une conséquence immédiate des relations (3.2.2)-
(3.2.3) vérifiées en particulier par u(¢) et de la définition de u(e). a

4. IDENTIFICATION DU PROBLEME LIMITE

On déduit aisément de ce qui précéde que u est un déplacement de
Kirchhoff-Love et que u est un déplacement de Bernoulli-Navier. Plus
précisément :

PROPOSITION 4.1 :

i) I )eH (@), I;eH (w)tq:
{'ila(x)zfa(xlv X3) — X3 9,4 3(x1, X3) @.1.1)
ﬁ3(x) = fa(xl, Xz)
Vxe 2.
De plus, ({,) vérifie :
j {Hdo = J (312 — 9,4 ))dw = 0. 4.1.2)
i) 34,€e H'(0,1), 3({;)e H*(0, 1) 1q:
{alm = £~ L) @i
(s () = £5(xy)
Vxe 2.
De plus, { vérifie
{(1)=¢,(1)=0. (4.1.4)

Démonstration : Le raisonnement étant désormais classique, on ne le
détaille pas ici.

On peut trouver une démonstration de (4.1.1) dans Ciarlet et Destuynder
[1979a], de (4.1.3) dans Aufranc [1990].

Les égalités (4.1.2) se déduisent immédiatement de (3.8.1)-(3.8.2),
compte tenu de (4.1.1).

Les conditions aux limites (4.1.4) s’obtiennent sans difficulté a partir de la
condition d’encastrement sur la poutre. |

Ecrire le probléme variationnel dont (&, #) est solution équivaut a
rechercher celui que satisfait le couple (¢, ¢). On commence par déterminer
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I’espace fonctionnel auquel appartient (¢, f ) : dans un certain sens, c’est la
limite, quand ¢ tend vers 0, de l’espace V (&) décrit par (2.0.8). En
particulier, la régularité de (£, f ) ainsi que les conditions aux limites (4.1.4)
découlent de I’inclusion de V (¢) dans H'(£2)? x H'(£2) et de la condition
u(e) = 0 sur w, vérifiée par (u(e), u(e)).

Il reste a voir ce que deviennent les égalités (2.0.5)-(2.0.7) quand & tend

vers 0: plus précisément, on va montrer que le couplage plaque-poutre
évoqué plus haut se traduit par 1’existence de relations de compatibilité entre

¢ et { induites par la jonction. Le premier résultat qui suit est immédiat.

PROPOSITION 4.2: Si wg= {x€ w ;0 <x; <B, x, =0}

4ily, = 4 4, 4.2.1)
Loy p= (x1 - f;- ) + by (4.2.2)
&l,, = 4l g 4 (4.2.3)
]

Etant donné la régularité de {;(e H*(w)), il faut encore ajouter une
condition au bord portant sur une dérivée de {s.

On y parvient en adaptant au cas étudié ici le raisonnement utilisé dans
Le Dret [1989b]. On a besoin d’un résultat préliminaire.

PROPOSITION 4.3 :
Ka3=0 dans Q. 4.3.1)

n
On peut alors montrer la relation de compatibilité supplémentaire recher-
chée.

PROPOSITION 4.4 :
62{3|w Z—Co{J. x2f3dx+J x2g3da} (4.4.1)
B n an

ou Co=Cy(B)=0 est la constante de rigidité a la torsion de la poutre.

Démonstration : La démonstration qui suit est une adaptation des idées de
Le Dret [1989b]. Comme elle est trés longue, on la subdivise en neuf étapes.

On commence par établir un lemme technique tres utile dans la suite
(Lemme 4.4.0).
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LEMME 4.4.0 : Soit {7(&)}, une suite d’éléments de L*(2 ; $3) vérifiant
sidg=(—1,1), xwfy,

7M1, - ey, i1ty <€ (4.4.0-1)
7 e, 1y, s iy < € (4.4.0-2)
I7 (M 21, 1y, 11wl < € (4.4.0-3)
Alors :
7(e)>0 dans H Y(wf). (4.4.0-4)

Démonstration du Lemme 4.4.0 : Suivant une idée de Le Dret, on introduit
un prolongement par réflexion de 7(¢), noté 7(¢), en posant :

T(e)(x) = 7(&)x) si xe 2\J;
T(e)x)=7(e)(x;, — (2 e+x3),x3) si xeJp et x, <0 (4.4.0-5)
T(e)(x) = 7(&)(x), 2 8 — x5, X3) si xeJg et x,=0.

On vérifie immédiatement que 7 (&) est un élément de 1’espace
H'((— 1,0),; H ' (@)) UH'((0, 1),,; H (@)).

Les hypothéses (4.4.0-1)-(4.4.0-3) permettent de montrer que 7 (&) converge
vers O pour la topologie faible de cet espace, de sorte qu’en particulier, en
prenant les traces sur w iy :

7, _g=y— 0 dans H Y(wf) faible. (4.4.0-6)

On conclut a 1’aide de (4.4.0-6) et des inclusions :
H'((-1,0),; H' (@) C*([- 1, 0], ; H "(wf))
H'((1, 0),,; H "(wf3)) o C% 2 ([0, 11,,; H (w0 f))

ainsi que de la définition (4.4.0-5) de 7(¢). |

Démonstration de la Proposition 4.4
Premiére étape
Posant :
[(e) =rtot (67 Vit (e)) € LX) (4.4.2)

on déduit des relations a la jonction (2.0.5)-(2.0.7) :

i(s)(x) = 2[3315 (&) (x;, £xy, X3) — e33(U(£))(x;, €x, x3)] (4.4.3)
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avec :
d3tiy(e) € H'((— 1, 1), ;s H '(@13)) 4.4.4)

si 2:=(-11) xo;
De (3.7.1), on déduit, compte tenu de la définition (4.4.1) de u en fonction de
{:

8ita ()|, _ gy = — 3,45 dans H !'(wf) faible. (4.4.5)

- wp
En utilisant ’inclusion :
H'((-1, 1) s H ' (0f5) o C* 2 ([- 1, 1), H H(wf3))

on montre que (4.4.5) entraine :

33172(8)()61, EX9, X3) —_ - 624‘3 | wg

dans L*((~1, 1), ;H "(wfy)) faible. (4.4.6)

D’autre part, on montre immédiatement, via un changement de variable,
que :

e13(i())(x), £x5, x3) >0 dans L*(J,) fort. (4.4.7)

Finalement, il résulte de (4.4.4) et (4.4.7)-(4.4.8) que :

[(e)»—2045|, dams L2((-1,1),;H '(wf)) faible [ . (4.4.8)

@B

Deuxié¢me étape : convergence de la suite {I(¢)}
On vérifie par ailleurs que :
ot &, 4(e) = 0,0(e) dans L2(0, 1;H '(é)) (4.4.9)
et que :

@) g = 0= i(e)] 0. (4.4.10)

Gi=1)

De (4.4.9)-(4.4.10) on déduit que la suite {f(s )} est bornée pour la norme de
I’espace H 10, 1; H (&)), de sorte que, au moins pour une suite extraite :

[(¢)~»1 dans H'(0,1;H '(&)) faible |. (4.4.11)
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Troisiéme étape :
De (4.4.8) et (4.4.11) on déduit :

i=—2azg3|wﬁ dans H'(0, B;H Y(@)) |. (4.4.12)

Dans ’étape suivante, on détermine I dans I’ouvert {2 entier.

Quatriéme étape :

L’estimation (3.8.2) entraine en particulier :

“’za[a(b‘)anm)ﬁC si O<e<ey. (4.4.13)

L’inégalité bidimensionnelle de Korn permet alors d’en déduire que
u; (&) peut se mettre sous la forme :

ig(e) = e2wy(e) + £24°(x))(Es — %) + £2b5(%;)  (4.4.14)

ou
I%a ) 20,110y =< (4.4.15)
at, b* e L*(0,1). (4.4.16)
On déduit de (4.4.14)-(4.4.15) et de (4.4.11) que :
£a®(%;) » a(x;) dans L*(0,1) faible (4.4.17)
avec @
[ =2a(x,) dans L2*(0,1). (4.4.18)
Alors, la régularité de [ entraine :
ae H'Y(0, 1)
[ =2a() dans H'(0,1;H (o)) |. (4.4.19)

Remarques :
i) De (4.4.19) et (4.4.12) on déduit que :
98310, = = alyg g
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i) En passant 2 la limite dans 1’égalité (4.4.9) on obtient, compte tenu de
4.4.19) :

fot &y, =2 &(%) dans L2, 1;H '(&))

(4.4.20)
On est donc ramené a étudier <, 4, pour 0 < Xx; < B . ]
Cinquiéme étape : convergence de la suite {&,(e)}
1)
—83k,3=0 dans D'(2).
De (4.3.8) et (4.3.3) on déduit :
— 24 35k 5(e) = e(fy + 9,2,(e)) dans @ (4.4.21)
avec :
e(f; +9,3,,(¢)) >0 dans H-'(0,1;L*&)) fort. (4.4.22)
On en déduit, compte tenu de (4.4.21) et (3.7.6) :
—93k,5=0 dans D'(£2) (4.4.23)
ii)
K3z =0 sur 3 .
D’apres (4.3.8) on a aussi :
—2 4 93k 5(e) = € 8,3,,(e) + 2 A 9, 5(e) + ef, dans 2. (4.4.24)
On en déduit, compte tenu de (3.6.2) :
I R13(6)”H1((_ TSN C (4.4.25)

si 2= (0, 1), x 6,

Il en résulte, au moins pour une suite extraite :

£3() g, ooy = Risl g, = oy dans H™'(&yp) faible . (4.4.26)
vol. 27, n® 1, 1993
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Or, (4.3.8) entraine, compte tenu de la définition (4.3.3) de 513(8):

£

'213(5)|(33=+1) = _.gl
M (4.4.27)
R3(8)| 4 =-"g
(x3=-1) 2 ,ll
SUr @i, .
On en déduit :
k13()] g, _oyy— 0 dans H Y(&,,) fort. (4.4.28)
Alors, (4.4.26) et (4.4.28) entrainent :
Ri3fy3 =0 sur 842 (4.4.29)

iii)
ko, =0 sur Q.
Un raisonnement analogue a partir de 1’égalité :
— 2 /i 3R 5(e) =2 i 33k 3(e) + € 8,3,,(e) + ¢f, dans 2 (4.4.30)
montre que :

Riz)g==1)=0 dans H™'(a3\6%) (4.4.31)
si Q‘=(_1’1)x2><“;13s jﬂ:=(—1,1)x2x(;}f3.

N

Il reste & vérifier que :
Ri2|G,==1)=0 dans H~'(&f;). (4.4.32)
Or, d’apres (4.3.8) :
2 AR ;H(e)(xy, 21, x3) = €3,(e)(x;, £ 1, x3) dans wf . (4.4.33)
Pour étudier le second membre de cette égalité, on remarque que :
—£0,35(e)=€9,3,(e) + £ ;3 3)3(e) + 2 f;, dans £2\J;. (4.4.34)

Les estimations (3.6.1)-(3.6.2) et les définitions (4.3.5)-(4.3.6) de 3,;(¢) et
23(¢e) permettent de montrer que le second membre de 1’égalité (4.4.34) est
borné dans 1’espace

LZ((— 1’ 1))(2; H_l(wIS)),
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de sorte que les hypotheses (4.4.0-1)-(4.4.0-2) du Lemme 4.4.0 sont
vérifiées pour 7(&) = e3,(¢).

Utilisant 2 nouveau les estimations (3.6.1)-(3.6.2), on montre qu’il en est
de méme pour I’hypothése (4.4.0-3). On en déduit, 2 1’aide du Lemme 4.4.0,
que :

e3,(e)(x, £1,x3) >0 dans H ™ '(wf)faible.  (4.4.35)

Alors, passant a la limite dans les deux membres de 1’égalité (4.4.33) on en
déduit (4.4.32).
De (4.4.31)-(4.4.32) il résulte que :

kipf,=0 sur 82 | (4.4.36)

iv) Conclusion :
En conclusion, (4.4.23), (4.4.29) et (4.4.36) donnent le systeme :

—03k13 =0 dans 2 (4.4.37)

0 sur LXP]

VR

R4 €L*(02).

Sixiéme étape : calcul de &, ;

C’est une conséquence directe de ce qui précéde. En effet, il en résulte
qu’il existe une application ¥ vérifiant :

¥ el?0,1;H (s
PN -( (@)) (4.4.38)
(R14)=Rot ¥(x) dans {%} xa&
ou:
Rot ¥ = (3, %, — 3,%)
avec ¥ solution du probléme aux limites :
<. AN L ) )
Q‘I" = rot k, ; dans {xl} X @ (4.4.39)
v =0 sur  {x} x 96

0<)21<l.
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Or, de (4.4.39) on déduit, compte tenu de 1’expression du rotationnel de
K14 donnée par (4.4.20), qu’il existe une application y telle que :

X eH (&), ¥E)=2d@)X@), (= (i) (4.4.40)
et y est solution du probléme aux limites :

Ay =1 d 5
2X ans - @ (4.4.41)
x =0 sur 30 .

Par suite, (4.4.38) et (4.4.40) entrafnent :

(k14)=2a&(x)Rot ¥(¥) dans L%(0,1;:L%6)) |. (4.4.42)

Septiéme étape : calcul de a| 10, 81

D’apres les relations a la jonction (2.0.5)-(2.0.7) et les définitions (3.4.2)-
(3.4.3) de «(¢) et kK (&), on a, par un calcul direct :

ki (e)(Cxy, €y x3) = k;(e)(x) dans Jg. (4.4.43)

kiz(e) = e~ le(i(e)) € H' ((— 1, 1), H ' (@13))
et cette quantité est bornée uniformément pour la norme de 1’espace
H'((-1,1), ; H " (013)) .
On en déduit, en utilisant (4.3.1) et la continuité de 1’application trace :
x13()| o, gy 0 dans H~'(w,;) faible . (4.4.44)
Compte tenu de I’inclusion :
H (-1, 1)y, s H (@3)) o CO 2 ([- 1, 1], H Y(@13))
on déduit de (4.4.44) que :
Kk13()(x1, €x5, x3) » 0 dans L*((— 1, 1), ; H™ '(wfy)) faible . (4.4.45)
De ’égalité (4.4.43) et de (4.4.45) il résulte que :
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ce qui donne, compte tenu de (4.4.42) :
()¢ =0 dans Jg. (4.4.47)

Raisonnant par I’absurde on en déduit, grice a la régularité de y et a 1’égalité
(4.4.41) que :

a=0 dans 10, B

Il en résulte, puisque @ est dans H'(0, 1) d’apres (4.4.19) :

a(x,)=Cte =a(B) dans 0,8 |. (4.4.49)

Huitiéme étape : calcul de 5|]B I
Déterminons a|,, .

Pour cela, on se donne g,f e D(B, 1) et on pose :
DE) = (0, % (), —% E()), Viefd (4.4.50)
v(x)=0, Vxe 2. (4.4.51)

On vérifie que (v, ) est un élément de V (&) pour tout ¢ = 0. C’est donc une

fonction-test admissible pour 1’équation (4.3.8). Passant a la limite quand &
tend vers O et remarquant que (4.4.41) entraine :

~

.
J Vx.¥dx=2 J 9% " azx=o0 (4.4.52)
on en déduit alors que :
1 A N -
j £Gr)a()dx =0, VéeD(B, 1) (4.4.53)
B

ce qui entraine :

a=0 dans (B,1). (4.4.54)
De plus, d’apres (4.4.19) on a:

g _1y=0=a()=0 (4.4.55)
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donc (4.4.54) entraine :

—
ak) = E(ﬁ)( -1_—);1 ) dans (8,1) |. (4.4.56)

Calcul de a(B)

Pour déterminer a(8), et donc aussi a| ©. 8) d’aprés (4.4.49), on prend
dans (4.3.8):

0
D)= | &0 -%) si B<i <l (4.4.57)
— (1 —%)
0
d(x)=1{ %01 -28) si O0<i; <P (4.4.58)
—X%(1-8)
0
vx)=v(e)x)=| e 'x;1-8) |. (4.4.59)
— e 'x(1-B8)

On vérifie que (v(e), D) appartient a V (¢) et que :

e;(v(e))=0, 1=i,j=<3. (4.4.60)

Les calculs donnent alors :

(2;2 J ||§>2||2dzc) ag)= —B)U xzfadX+J nggda}
P o) a0
(4.4.61)
Neuvieme étape : conclusion
On conclut grace a (4.4.12), (4.4.19), (4.4.49) et (4.4.61). [ ]

Remarques :

1) Dans I’étude du raidissement d’une plaque au moyen de poutres
(Aufranc [1990]) les conditions aux limites dues a la jonction différent de
celles que 1’on obtient dans les Propositions 4.3 et 4.4 : en particulier, le
Lemme 2.2.1 de la référence citée ne contient pas 1’analogue de la
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Proposition 4.4. Cela tient a la nature des deux problémes puisque dans le cas
des raidisseurs, la poutre ne peut étre encastrée a 1'une de ses extrémités que
si la plaque P'est aussi sur le cdté correspondant: d’un point de vue
mathématique, cela fournit une condition aux limites supplémentaire portant
sur les dérivées de la flexion de la plaque qui rend inutile toute relation du
type (4.4.1). |

On est maintenant en possession d’un nombre suffisant de relations de
compatibilité a la jonction pour écrire les équations d’équilibre du probléme
limite.

On a montré que le couple (¢, g ) est dans I’espace affine :

Vo= {(n, 7)€ H' (@) x H'(0, 1); 15 € HX(w0), 11, € H*(O, 1),

7;(1) = 75(1) =0, J

w

ndw = J 0my—9,m)dw =0,

Mie, = T11© 8y 3w, = 13]0,8)>

3(@(M2), b(1,)) € R%, 1y g gy = a(iiy)(x, — B/2) + b(7)),

02M3)w, = —COU xzfsdx+J X3 93 da}}
2 3

(4.7.10)

ou Cy>0 dépend uniquement des caractéristiques de la plaque et de la
0 p q q plaq
poutre (c’est la constante de rigidité a la torsion de la poutre).

(¢, ¢)est donc déterminé si on montre que c’est la solution d’une équation
variationnellc dont les fonciions-iests sont prises dans 1’espace vectoriel
TV, défini par:

TVg={(m, ) e H' () x H'(0, 1)’; 13 € H (), 115 € H*(0, 1),

ﬁi(1)= 7;15(1)=0, _)“ nzdw = j (amz—azm)dw =0,

Mlw, = T110.8y M3les = 1310, 8)5
3(a(,), b(iy)) € R%, 7y 0, gy = a(ih2) (%) — B12) + b(7,) ,

62773‘{”5 = 0} .

|
(@.7.11)
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THEOREME 4.8 : Le couple (¢, f ) est solution du probléme variationnel :

(£, {)eVy;
V(n, 1)eTVyg;

(l—I/Z)J‘ [(1—_V)eaﬁ({)+Ve‘)"y(g)aaﬂ]eaﬁ(n)dw

+————3(1 — 2)—[ [(Q=2v)3,p53+ v(AL3) 8,p5] 3,pm3dw

+4EJ £1ﬁ1d21+féj £a i diy
0 3 0

=a(ﬁ2)[~ (J xzfldx+J nglda> +
o) an
+ <(J (xl-ﬁ/2)f2dx+J (x1—3/2)92da))]
0 a0

‘f‘b(ﬁz)J fzdx+J g2da

an

+1
[ {93 +95 + J f3dx3} N3 dw +J {J g3dx3} N3y, dY
. y -1

+1
+ L {f X+X(O,B)f g + g7 )dxy + x (B, l)j éid.@} 7, dx,
—1 9w

1 R +1
J {J X, frdx+ x (0, B)J X, (g7 + g,)dx, +
-1

0

+ x (B, 1)J Xy gid@} 1, dx
0

1 . +1
o -1

0

+ x (B, I)J‘ X3 §; dgz} 15 dx,
dw

ol on a posé : 4.8.1)
. (BA+2a)
E-p—27"% 0, EonBAT28) o 439
A+ 4 A+pu
A 4
20 + p) 4.8.3)
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Démonstration : On utilise la méme méthode que dans Ciarlet, Le Dret,
Nzengwa [1989] et Le Dret [1990a] : étant donnée une fonction-test arbitraire
(n, 7)) dans TV, N C®(w)* x C®(0, 1)}, on définit (v, D) € C*(2)* x

C®(£2Y par les relations :

71 (X1, X2) — X3 3;M3(xy, X3)
v(x) = | my(x, x3) — x3 3;m3(xy, Xx3) 4.8.4)
13(xy, X3)
71() — X 16(GF)
b(x) = 7, (%;) (4.8.5)
73(X1)

et on construit une approximation (v(e), d(¢)) € V(g) de (v, ¥) pour la

norme [l . I, avant de passer a la limite dans (2.0.9) écrit avec
(v(e), B(e)) comme fonction-test. ]
Remarques :

1) D’un point de vue « physique », les relations (4.2.1)-(4.2.3) et (4.4.1)
montrent que la structure étudiée subit un raidissement partiel au niveau de la
jonction. En particulier, de (4.4.2) et (4.4.1) on déduit que la poutre, tout en
subissant une rotation d’angle a5, reste dans un plan vertical fixe au niveau
de la jonction et qu’elle impose cette configuration a la plaque dont la
rotation autour de 1’axe de la poutre est rendue impossible (3,43 0y = Cte).

Il est naturel de comparer le probleme étudié ici avec 1’analyse de Aufranc
[1990] sur la modélisation des raidisseurs d’une plaque car les deux
situations sont trés proches 1’une de l’autre. En particulier, on a vu que
I’analyse ci-dessus fournit une relation supplémentaire (4.4 1) par rappoert au
cas d’un « vrai » raidisseur : elle est due clairement a I’absence de condition
de Dirichlet qui, imposée sur le bord de la plaque, suffirait 2 rendre le
probléme coercif.

On peut avancer une explication « mécanique » a ce phénomeéne curieux,
suggérée par Le Dret. En fait, dans le cas étudié par Aufranc, la condition
d’encastrement de la plaque sur une partie de son bord 1’oblige & se déformer
en torsion. Par contre, dans le cas étudié ici, la plaque est libre de tourner
dans I’espace et de relaxer cette torsion en suivant la torsion de la poutre. En
I’absence de forces suffisantes, le minimum d’énergie pour que cela se
réalise est atteint pour une torsion évidemment nulle, alors que pour des
raidisseurs, la condition d’encastrement agit comme une contrainte — au
sens de 1’optimisation si on veut — sur les déformations, et cela empéche
une telle relaxation.
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2) Le probleme limite (4.8.1) ains1 obtenu peut se découpler en deux
problémes indépendants coercifs. Plus précisément, on montre que

({3, (fa)) d’une part, (({,), fl) d’autre part, sont les solutions de deux
problémes variationnels indépendants admettant chacun une solution unique.

Pour étre tout a fait complet, on termine avec un résultat de convergence
sur la suite {(ﬁ(s), ﬁ(s))} . qui n’ajoute rien a la description du probléme

limite mais est intéressant en soi.

PROPOSITION 4.9 : Toute la suite {(ﬁ(s), ﬁ(s))} , converge fortement
dans I espace H' (2> x H' (2 ).

Démonstration : Cf. Ciarlet, Le Dret, Nzengwa [1989].
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