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JEUX DIFFERENTIELS
ET APPROXIMATION NUMERIQUE DE FONCTIONS VALEUR

1" partie : étude théorique (*)
B. ALZIARY DE ROQUEFORT (1)

Communiqué par P. L. LionNs

Résumé. — 11 est intéressant pour les problémes de jeux différeniiels de faire le lien entre
Uapproche par la programmation dynamique et les notions de solution de viscosité. L’étude d'un
exemple académique de jeu de poursuite montre que ce type d'analyse permet de résoudre des
Jeux avec contraintes d’état. Aprés avoir montré le caractére lipschitzien des fonctions valeur, la
fonction valeur du jeu peut étre caractérisée comme l'unique solution de viscosité d’une équation
aux dérivées partielles avec conditions aux limites.

Abstract. — This article presents a study of a pursuit game with state constraints boundary
conditions, using connections between the dynamic programming approach to two-person, zero-
sum differential games and the notion of viscosity solutions. We prove that the value fonctions are
Lipschitz continous and that the dynamic programming optimality condition implies that the
value fonction is the unique viscosity solution of a partial differential equation with boundary
conditions.

INTRODUCTION

Les problemes de jeux différentiels, souvent abordés par le calcul de
trajectoires localement optimales [2], ou par le calcul explicite de solutions
dans certains cas trés particuliers [3], peuvent aussi étre étudiés a partir de
leurs fonctions valeur. Cet article traite un exemple de jeu de poursuite dans

(*) Regu en avril 1990.
() CEREMADE, Université de Paris-Dauphine, place du Maréchal-de-Lattre-de-Tassigny,
75016 Paris.
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518 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

un domaine donné. Plus précisément imaginons un lion et une antilope
enfermés dans un domaine clos 6, le lion, plus rapide que sa proie, essaie de
la rattraper en minimisant le temps de capture, alors que ’antilope essaie de
maximiser son temps de vie.

L. C. Evans et P. E. Souganidis [6] décrivent les liens entre Papproche par
la programmation dynamique d’un jeu différentiel 4 deux joueurs, de
somme nulle dans R” et les notions de solution de viscosité des équations
d’Hamilton-Jacobi-Bellman introduites par M. G. Crandall et P.-L. Lions
[7, 8]. Toujours avec la formulation des jeux différentiels due a Elliott et
Kalton [5], cet article reprend donc I'’étude de L.C. Evans et P.E.
Souganidis, mais pour un jeu avec contraintes d’état. En effet pour ce jeu de
poursuite le lion et I’antilope ne peuvent pas sortir du domaine 6, et les
fonctions valeur sont donc solution d’une équation d’Isaacs avec conditions
aux limites.

Aprés une présentation du jeu au § 1, il est démontré dans le § 2 que les
fonctions valeur supérieure et inférieure vérifient la programmation dynami-
que, sont majorées par une fonction du type d;, que multiplie une
constante, (d; 4 représentant la longueur d’un chemin permettant d’aller du
lion a l’antilope sans sortir du domaine ), et sont lipschitziennes. Tout ceci
est démontré en utilisant des arguments propres aux jeux de poursuite.
Ensuite il reste a vérifier que les fonctions valeur sont solutions de viscosité
de I’équation d’Isaacs suivante :

[L|szw|—|Vxlw|—1=0 sur 6 x 0\A
w(x, x;) =0 sur A
L|V,w| = |V,w| —1=<0 surdadx6\A
LIV, w| — |V,w| —1=0 sur®xa0\A.

)

Le jeu vérifie la condition d’Isaacs (c.a.d. I’équation vérifiée par la fonction
valeur supérieure est la méme que celle vérifiée par la fonction valeur
inférieure), les deux fonctions valeur sont donc solution de la méme
équation.

Dans le § 3, on remarque que si # est solution de viscosité de (I) alors
v =1—e " est solution de:

w+L|V.w| - |V,w|-1=0 sur6x6\A
wi(x;, x) =0 sur A
w+L|V,w| - |[V,w|-1=<0 surddx6/A
w4+ L|V,w| - |[Vyw|—1=0 sur6xad\A.

uy)

Cette équation d’Isaacs avec conditions aux limites a une solution
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JEUX DIFFERENTIELS. 1 PARTIE: ETUDE THEORIQUE 519

continue unique. La démonstration utilise la méthode introduite par M. H.
Soner, et reprise par I. Capuzzo-Dolcetta et P.-L. Lions pour un probléme
de contréle [4], en I’adaptant au jeu différentiel. Cette démonstration est
faite dans le cas d’un domaine 6 borné ; pour les domaines non bornés il faut
utiliser les techniques de M. G. Crandall et P.-L. Lions [7, 8]. Ceci permet
donc de caractériser la fonction valeur du jeu comme 'unique solution de
viscosité d’une équation de type Hamilton-Jacobi-Bellman.

1. DEFINITION DU JEU DIFFERENTIEL ET NOTATIONS

La dynamique des joueurs est la suivante :
Soit 6 un domaine de R? un réel L > 1

%(1) =y(t) x(0)=x x,€ 8 pourlantilope )
%(t) = Lz(t) x,(0) =x, x,€ 8 pourlelion

ou les contrdles pour I’antilope et le lion, y(.) et z(.), sont des fonctions
mesurables de [0, + oo [ - Br2(0, 1). ‘
La fonction cofit est le temps de capture de I’antilope par le lion

P(yr Z) = le xz(y(')i Z(' )) = tc(xls x2=y(‘)’ Z(')) (2)
avec t(x), X3, ¥ (), z(.)) = inf {2 > 0, x,(2) = x,(2) }

ou x;(.) et x,(.) sont bien silr solutions de (1) avec les contrdles

y(.) et z(.).

Le but de I'antilope est donc de maximiser P en restant dans le domaine

0, alors que le lion essaye de le minimiser.
Les ensembies de contrdies admissibles (ceux pour lesquels le lion et

’antilope ne sortent pas du domaine 6) sont sont les suivants :
M(x) = {y: [0, + o [ » Bg(0, 1), y mesurable et V¢ =0
1
x () =x + j y(s) dse 5}
0
N(x) = {Z : [0, + 00 [ —» BR2(0, 1), z mesurable et V¢ = 0

x(t) =x+ Jth(s) ds € 6} .
0

Définissons maintenant ce qu’on appelle des stratégies.
a: N (x,) - M(x;) est une stratégie de 'antilope si elle vérifie pour tout
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520 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

t=0,zetZe N(x)

{si z(s) = 2(s) O<s<t
alors a(z)(s) = a(Z)(s) O=s=<t

de méme pour les stratégies du lion B: M(x;) - N(x,).

On appelle I'(x;, x,) ’ensemble des stratégies de 'antilope et A(x;, x,)
I’ensemble des stratégies du lion.

On peut donc définir maintenant les deux fonctions valeur supérieure et
inférieure :

v(x, x3) = inf sup P(y,B(¥))
Be A(xy, x3) y€ M(x;)
. 3)
u(x;, x,) = sup inf P(a(z),z).

a€l(x, %) ze N(xp)

2. PROPRIETES DES FONCTIONS VALEUR
2.1. Le principe de la programmation dynamique

THEOREME 1: Pour tout v =0, et quelle que soit la condition initiale
(x1, X3) € 8 x 8, u et v vérifient le principe de la programmation dynamique :

u(x, x,) = sup inf {tAat,+u(a(rat), x(va2,)))} C))
a el (x),xy) ze N(x)

v(x, x,) = inf sup {7 At +0(x(T L), x(7 A1)} %)
B e A(x), xy) ye M(x))

ou x,(.), x,(.) représentent les solutions de (1) avec les contréles z(.) et
a(z)(.) pour u, y(.) et B(z)(.) pour v.
Démonstration : (5) est démontrée, en adaptant la démonstration de

L. C. Evans et P. E. Souganidis [6] (la démonstration de (4) est identique).
Posons :

w(x, x,) =  inf sup {r At +v(x(TAt), x(TrL))}
B € A(x;, x3) ye M(x))

et démontrons (i) : w(x;, x,) = v (X, X3).
Pour tout & =0 fixé, il existe une stratégie B e A (%, x,) telle que: si

{ = t.(xy, Xp, é(y)sy)
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w(x;, X3) = sup {7At~+v(x1(1-/\t~),x2(1-/\t~))} —& (6)
y € M(xy)

d’autre part V (X, X,) € 6 x 0

U(Xl’ XZ) = inf sup {tc(Xh X25y9 B(y))}
Bea(X), X3) ye M(X))

donc il existe une stratégie EX]’ x, € A(X), X)) telle que:

v(X), Xp) = sup {t_}—s avec 1 =t.(Xy, X5, , BXLXZ(y))' @)
y e M(Xy)

A partir de B et B x,, x,0n définit une stratégie B, dépendant de 7 de la fagon

suivante :
Pour ye M(x;) on a

Xi=x+ J y(s)ds
0

X, =x+ J LB(y) ds
0

ce qui permet d’associer & ye M(x;) un ye M(X,)Vs=0:
y(s) =y(v +5)

et: Bo(»)(s) = [F}(J’)(S), s<T
BXIXZ(f)(S), §S=>T.

On peut vérifier facilement que By: M(x;) » N (x,) est bien une stratégie.
Alors d’aprés (6) et (7):

19 cas si t.(x, X2, ¥, Bo(¥)) =+
te(X1, X2, 7, Bo(¥)) = t.(x1, %0, , BOY)) = 7
w(x, X)) =1 —¢ car v(x (1), x,()) =0.

2¢ cas si t,(x1, X2, ¥, Bo(¥)) =7

w(xp, x) =7+ 0 (X}, Xp) —¢
= zc(xb X2, Vs BO(y)) -2e.

vol. 25, n® 5, 1991



522 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

Dans les deux cas on obtient :

sup tc(xls X2, Vs BO(y)) = W(xh x2) + 2e
y € M(x))

d’ou inf sup  t,(x;, X9, ¥, Bo(¥)) s w(x, x3) +2 ¢
BeA(x), x)) ye M(x)

et par conséquent Ve v(x, x;) <= w(xy, x;) + 2 ¢ ce qui démontre (i).
Démontrons maintenant (ii) : w(x;, x,) < v (X, x,).

Pour tout ¢ = 0 fixé, il existe une stratégie B, € A(x;, x,) telle que:

v(x,x) = sup {f{} —e avec 1, =1.x,x5y, B1(»)) ®
y € M(x;)

d’autre part pour cette stratégie B, il existe un contrdle y, € M(x;) tel que :
W, X)) <TAat; +0(q(TAaLy), x(TAL)) +& )
avec 1y = t.(x, X2 ¥, B1(31)) -
19 cas si t| = t,(x;, X3, ¥1, B1 (1)) <7 d’aprés (8), (9):
w(x, X)) <t +e<v(x,x)+2c¢.

2e cas Si T< ic(xb x21 y]: B(yl)) :
X1=x,+j y1(s) ds Xz=xz+J Bi(y(s)ds .
0 0

A tout contrdle y € M(X;) on associe un contrdle y € M(x;) de la fagon
suivante :

yi(s) S=T

A la stratégie B; € A(x;, x,) on associe la stratégie f%l € A(X, X,) définie
comme suit :

B1GN(s) = B (s +7) .

On a donc pour tout j € M(X,) et pour la stratégie B, € A(X, Xy):

v(Xy, X)) < sup {e(X,, Xy 3, B O}
y e M(X,)
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ainsi, il existe un contrdle y, € M(X,) tel que:
(X1, X3) = t.(Xy, Xp, 7o B1OD)) + & (10)
on a alors, d’apres (8) (9) (10) avec y, et B, :

w(xp, %) <7+ 1.(x, X, Y2, B1(12)) -7+ 2e <0 (X, x) + 3¢

ce qui nous donne (ii).

2.2. Les fonctions valeur sont finies et lipschitziennes

Pour obtenir de la régularité sur les fonctions valeur, il faut supposer le
domaine 6 suffisamment régulier. Dans la suite nous considérerons toujours
un domaine ayant les propriétés suivantes :

0 ouvert de R? tel que, V(x, %) € 6x 0:

3C,;: [0, + o[ —» Br2(0,1) t.g. Vs x(s) =x+f Cs(t)dre 8
0

Tz
0

PROPRIETE 1: Le temps de capture est toujours fini et vérifie :

X X2

< 1

v(x), Xp) < 71 (11

u(xy, x,) < T . (12)
’ -1

Démonstration : Démontrons (11) pour v, la démonstration étant la
méme pour u.

Pour un contréle donné y, on définit la stratégie Bge A(x;, x,) qui
consiste d’abord a rejoindre le point de départ de I’antilope puis & suivre la
trajectoire qu’elle a empruntée.

T

X Xy

)

C,,x(Ls) s

h

Bs(¥)(s) =

H

X2 X

y(LS - szxl) §

v

h

Pour la stratégie Bg et pour tout & = 0, il existe un contrdle y tel que:

v(xy, x5) < teap(xy, x,, 7, Bs(P)) + € .

vol. 25, n° 5, 1991



524 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

Pour s=T :

Xy X3 "
(s
xi(s) =x+ | y(r)dr
Jo
PT‘QX‘
2 s ~
x%(8) = X + LC,, ,(Lt)dr + J'T"" Ly(Lt — Ty,,,) dr
o L
FLs— Ty x
= X + " 5(e) dr
Jo
. . \4- Txl X2
donc I'antilope est rattrapée au temps s = Ls — T, , C’est-a-dire s = |
d’ou Ve=0 v(xl,xz)sLxlxi +e

ce qui démontre la propriéte.

PROPRIETE 2: On reprend les hypothéses de régularité sur 0 de la
propriété 1. Alors les fonctions valeur u et v sont lipschitziennes.

Démonstration : La démonstration est faite pour la fonction v seulement.
Soient deux positions initiales (x;, x;) et (X, X,) telles que
(%, %) s v(x, x).

Démontrons que :

’ L

LELTY

v(xy, X3) — v (%), %) < C .sup <”il - Xy

D’aprés la définition de v, pour tout & =0 il existe une stratégie
By € A(X), %) telle que:

v(X, %) = sup (X, %, ¥, E”o(J’)) — €. (13)
y € M(x)

A tout contrdle ye M(x;) on associe un contrdle ye M(X): soit
szfz
T =sup | T ,, ——

X X L
C’?1 X = T"‘l X
#(s) = {0 Tyo<s=<T

y(s—-T) T<s.

M?2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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D’autre part, on définit la stratégie By € A (X, x,) 4 partir de B, de la fagon

suivante : ¢ = 1,(%,, %, 7, EO(J’))

L TXZ)?Z
CXQ).Cz( S) §= 17
T, =
0 Iixe<ssT
Bo)(®) = {_ )
BoON(s—T) T<s<t+T
FJL(s—t-T)+1) t+T<s.

Si le lion utilise cette stratégie B, il existe alors pour I'antilope un contrdle
Yo € M(x,) tel que:

v(xy, X3) = t.(x;, X2, Yo, Bo(3o)) + ¢ (14)
avec (13) et (14) on a donc:
v(xp, x3) — 0 (%), %) =< 1(x5, X2, o, Bo(0)) —
— (%, %5, Jor Bo(R0)) +22.  (15)
Calculons maintenant ces deux temps de capture :

17 cas : si T <ty = t.(%, %, Fo, Bo (7))

%(fg) = % + j " L) (¢) ds
0

VS>{0+T

x(s) =x + Jf yo(7) dr
0

s

o+ T
X+ J LBo(Yp)(r—T)dr + J_ LBo(yp) (1) dr

T to+ T

x(s)

§

Il

Lyy(L(v =ty —T) + 1y) dr

;0+T
L(is—1y-T)

= %,(y) + J ol + 1g) dv
0

%) + J

vol. 25, n° §, 1991



526 B. ALZIARY DE ROQUEFORT

fo-T L(s—iy-T) _
=X+ J Yo(T) drv + J Yo(7 + to—T)dr
0 0

L(s—1g-T)+1y—T
=X + j yo(7) dr.
0

D’ou ty = tc(xl, X2, Yoo Bo) vérifie : = L(to - ;0— T) + ;0 - T

2¢cas:sity<T

~ to
fl(to) = Xl -+ J‘ Cxl )?1(1') d’T

0
%(0) = B+ j " LBoGi) (7) dr
0

VS>;0+T

a(s) = x + J " o(v) dr
0

s

x(s) = %(fy) + J Lyo(L(7 — 1y~ T) + to) dr

to+ T
- L(s—;o—T)+?0~
= X(2o) + J_ Yo(7) dr
o
- T L(s—to—T) + 1y _
= X(tp) + J_ Cqx dr + J Yo(7) dv
7y T

L(s—Tg-T)+ig—T
=X + J Yolr) dr.
0

d’ou on déduit le méme temps de capture que dans le premier cas.
(L+1)

-0 T et avec (15) on a:

Donc ) — t, =

T .
- o~ L+1 x %
v(x, x) — v (X, xz)ngj—%sup (Tflx.’ L2)+2e

ce qui démontre la propriété.
2.3. Les solutions de viscosité de I’équation d’Isaacs

On remarque facilement que ’hamiltonien de ce jeu vérifie la condition
d’Isaacs. C’est-a-dire que u et v sont solutions de la méme équation.

M?AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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THEOREME 2 : Les fonctions valeur u et v sont solutions de viscosité de
léquation (I).

La démonstration de ce théoréme est encore une adaptation de celle de
L.C. Evans et P. E. Souganidis [6]. Avant de démontrer ce théoréme,
démontrons tout d’abord un lemme préliminaire.

LEMME 1 : Supposons que ¢ soit C':
(i) si pour (%, Xp) € 8x Bete=0ona:
L|IV,b| — |[Vyd| -1=c¢ 16)

alors pour o positif assez petit, il existe z € N (xy,) tel que, pour tout
o € I'(xy;, xgp) om ait :

Jo (~1-a@)() -V, b(5) ~ L2(5) . Vb ()} ds = 5.
0

(i) si pour (xo1, X)) € 6 x B et e =0 ona:
L|V, | - IVxld)}—lse 17

alors pour o assez petit, il existe a € I'(xy, xy) telle que pour tout
z € N (xy,) on ait : '

J'c (1= @) V,b() — L2(s) .V, ()} ds = — =
0

Démonstration du lemme : Démontrons tout d’abord (i). D’apres (16)
on a:

max min {-1-y.V,6—Lz.V, b} =¢.

Donc il existe Z € Bgz(0, 1) tel que:

min {_ 1 —y.Vxld)—LE.Vchb} =c.
yeERZ(O,l)

Définissons le contrdle Z(.) par Vs = 0, Z(s) = Z, et choisissons un contrdle
quelconque y(.) € M(x,). Alors pour un o assez petit x(s) =

Xp + Lz(7) dr reste dans 6 car x, € 6 et pour tout 0 <ss<o:
0

min  {—1-y.V,60q(5), %)) = LZ. V. ((s), x2(5))} =

y € Bg2(0,1)

€
5 .

vol. 25, n° S, 1991



528 B. ALZIARY DE ROQUEFORT
D’ou pour tout a € I' (X, xp5) :
~ ~ €
-1 —-a(@)(s). Vx1¢(x1(5), Xy (8)) = LZ.V,$(x(s), x2(5)) = )
et donc en intégrant on obtient le résultat.
Maintenant démontrons (ii). D’aprés (17) on a:
max min {-1-y.V, b—Lz.V b} <—¢.

ze Bp2(0,1) y € Bg2(0, 1)

Donc pour chaque z € Bg2(0, 1) il existe un y(z) € Bg2(0, 1) tel que:
-1-y().V,6-Lz.V, db=—c¢.
Pour tout z € Bp(0, 1), il existe r(z) tel que:

Vie B(z,r(2)) N Bra(0,1) —1-y(2).V, - LE.V 5_378,

Comme la boule Bg2(0,1) est un ensemble compact, il existe » points

distincts z,, ...,z , € Bgz(0,1) et ry, ..., 7 , >0 tels que:
Bpe(0,1) Bz, ;)
i=1

et —l—y(z,-).VXl¢—L§.VxZ¢s—3TE pour &€ B(z,vr;).-

Définissons a partir de cela la fonction m: Bg2(0, 1) > Bge(0, 1) par:
k-1
n(z)=y(z) si z€B(z,r)\ \B@,r) (k=1,...n)

i=1

on a donc:

—1 —n(z).Vxlcb—Lz.Vchbs—:;Ts Vze Bg(0,1).

Maintenant, pour tout contrdle z(.)€ N(xp), on peut construire la
stratégie a € I' (xy;, x¢,) de la fagon suivante :

a(z)(s) =n(z(s)) VYs=0

s
alors pour 0 = s < o, et o assez petit, x;(s) = xg + J a(z)(7) dr reste dans
0

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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JEUX DIFFERENTIELS. 1™ PARTIE: ETUDE THEORIQUE 529

0, car x; € 0 et:

— 1= a(2)(9) - Vb (x(9), x2(5)) — Lz(5) - Vo (x1(5), x2()) = — 3

en intégrant on trouve le résultat.

Démonstration du théoréme : Soit ¢ € C', on suppose que u — ¢ atteint
un maximum local en (X, Xp;) € 6 x 6\A. Il faut montrer que :

L|Vx2¢|—|VX1¢|—1sO. (18)
Si cette inégalité n’est pas vérifiée, il existe alors € = 0 tel que:
L|VX2¢| - |Vx,¢| —l=s.

D’apreés le lemme, il existe un contrdle z € N (x;,) et un réel o = 0 tels que :
Vo e T (xpy, Xpo)

JU — 1= a(2)(s) - Vb (a(s), xa(s)) —

0

— Lz (s) . Vo b (x1(5), %(5)) ds = =5
d’ou :

sup inf J L+ a(2)(s) . V(3 (s), X5(5))

o€ I'(xp, Xp2) 2€ N(xgp) v 0

ge

+ Lz (s). Vb (x(s), x3(s)) ds < — - - (19)

D’autre part pour (xy,Xp)¢ A et o assez petit, la programmation
dynamique donne :

u(Xop, Xp2) = sup inf {0 +u(x(0), x,(0))} . (20)
ael' (X1, Xpp) 2 € N (x2)

Comme # — ¢ a un maximum local en (X, Xp;) on a aussi:
u(Xo1, Xg2) — & (X1, Xp2) = u(x,(0), x5(0)) — b (x(0), x2(0)) (21)
et maintenant avec (20) (21):

supinf {0+ 6 (xq(0), x(0)) — b (o x)} =0 (22)
ael'(xq), X02) z € N (xp3)
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mais,

& (x1(0), x3(0)) — b (x01, Xp2) = JG a(z)(s) . Vb (x(s), x2(s))
0
+ Lz (s) . V,,b(x(s), x2(5)) ds

ce qui avec (22) contredit (19).
La méme démonstration est valable si # — ¢ atteint un minimum local en
(X1, Xg2) € 0 x 6\ A en utilisant cette fois le lemme (i).

3. UNICITE DE LA SOLUTION DE L’EQUATION D’ISAACS AVEC CONTRAINTES SUR
LE BORD

Les fonctions valeur sont lipschitziennes et solutions de viscosité de
I’équation d’Isaacs (I). En faisant un changement de variable & =1 —e™*

les fonctions # et ¥ sont solutions de viscosité de (IT). Il suffit donc de
montrer 'unicité des solutions de viscosité de (II). Pour cela supposons le
domaine 0 borné et suffisamment régulier, c’est-a-dire: il existe une

fonction T': 8 — R? continue sur § et différentiable sur 8 telle que:

Vxe® d(x+eT(x),08) <Cre=x€86.

THEOREME 3 : Supposons que 0 soit borné. Soient deux fonctions v et
ue C(6x 8), respectivement sur-solution sur 0 x 0 et sous-solution sur
0x 0 de (II). Alors :

max (u(x;, x ;) = v(x, x;)) <0.
[ P]
Démonstration : Cette démonstration reprend les idées de M. H. Soner
[9]. Considérons la fonction :
W (x1, X2, Y1, ¥2) = u(xy, x3) —0(yy, ¥2)

1
—5aUn+ eT(x) — yo|* + | — eT() = 31| .

On a alors: V(x;, x,) € 6 x 0
max W, = W, (x, x, — eT(x,), x; — eT(x7), X;)
OxBx0x6
= max{u(xb xy—eT(x)) —v(x% — eT(x), X3)
Bx b
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1
-5 (TCa=eT@) - T@)[*+ |Tx) - T — T} @3)

= max { (u — v) (¥, %)} — 0,(6) — 0y(e) — 0 (e)
ox 8

= mia.x{(u —0)(x1, %)} —k(e)

8x 8

ou w,, w, sont les modules de continuité de u et v, et ® un module de
continuité dépendant de celui de 7. D’autre part si w, atteint son maximum
en (X, X5, y1, ¥,) on a aussi :

max W, = u(X, %) — v (7, 72)
BxOx0x8
1. N o2 e Sy 52
—2—2(|x2+eT(xz)—yzl + % - TG = 71|
€

24
$max{(u—v,)(xbx2)}+wu(1f1—fl|)+‘”v(|72—72|) @4

1 6x 6_ _ _ _ _ _ 2
— 52 R+ eT(®) =7l + |5 - TG - 71 )
€
en combinant (23) et (24) on obtient :
*<2e(w,(|% - 7]
+ 0, (|% — 72|) + k(2))

|X2+ eT(Xy) — J72|2+ ’fx —eT(y1) - 7

ce qui implique,
|f1—jﬂ|5§C8 |$[—j5|55C8
et donc:

Ifz + eT(x,) —)72| =< ed(e)
| % — eT(51) — 71| =ed(e).

Ceci indique, d’aprés la construction de T et pour e assez petit, que
x,ebety e

En appliquant maintenant les définitions de sur-solution sur 6 x 8 et sous-
solution sur 6 x 8, on peut écrire si (X, X,) ¢ A et (7, ) ¢ A:

L _ _ ~ ~ 1L )
u+ = [(I+eDT () (% + eT(%) - )| ! | % — 71— eT ()| =1
€
L\ _ _ _ 1 _ B B )
v+ > | %+ eT(X) — 7| - — | +eDTGF))(X -7, —eT())| =1.
€
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Mais on a:
| DT (%) (%, + eT(X,) — 72) | < Ced(e)
]DT(fl)(fl —eT(y) - )71)| =< Ced(e)

et on obtient en faisant la différence entre la condition de viscosité pour
u et celle pour v :

u(xy, %) —v (), J,) < Cd(e).

Pour (X}, X;) € A on a:

u(x, %) —v (¥, 7)) = v(%, %) — v(F1, J2) < w,(¢)
et pour (yy, 7,) €A on a:

u(xy, %) — vy, 72) = u(x, ) —u(y), 1) <o,(e).
Donc dans tous les cas on peut écrire :

W (X1, X, 71, 72) < K(¢)

et (23) donne pour tout & suffisamment petit :

max (u(x;, X3) — (X, x3)) < h(e)
§x 8

ce qui démontre le théoréme.

Remarque 1 : Si 6 n’est pas borné, il est possible d’utiliser la méthode de
M. G. Crandall et P.-L. Lions [8], ou bien une méthode pour solutions de
viscosité non bornées [7], et de I’adapter avec la méthode de M. H. Soner.

De ce théoréme il découle bien siir le corollaire suivant :

COROLLAIRE : Les fonctions valeur supérieure et inférieure sont égales.

Remarque 2 : L’existence d’une solution de viscosité pour (I) ou (II) est
donnée par le théoréme 2, puisque la fonction valeur est elle-méme solution
de viscositée de (I).

CONCLUSION

Bien évidemment ce travail peut s’étendre a d’autres jeux vérifiant le
principe de la programmation dynamique. Le jeu est ainsi caractérisé par
son équation d’Isaacs, équation du type Hamilton-Jacobi-Bellman dont
I'unique solution de viscosité est la fonction valeur du jeu.
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D’autre part il est envisageable de construire des schémas numeériques
pour des équations de ce type, ce qui permettrait de calculer une
approximation de-la fonction valeur et par suite des trajectoires optimales.
Cette étude numérique fera I’objet d’une deuxiéme partie.
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