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FAMILLES DE BRANCHES DE BIFURCATIONS
DANS LES EQUATIONS DE GINZBURG-LANDAU (*)

Catherine BOLLEY (%)

Communique par R TEMAM

Résumé — Les équations de Ginzburg-Landau deternunent les differents états d'un materiau
supraconducteur soumis a un champ magnetique extérieur L’état normal du matériau, c’est-a-
dire I'etat non supraconducteur, est associé a une infimité de solutions triviales de ces équations,
tandis que l'état supraconducteur est caractérisé par une solution non triviale de ce probléme
L’etude qui suit montre qu'il existe une infinite de courbes de solutions non triviales des équations
de Ginzburg-Landau , ces courbes sont issues d'une famille de solutions caractérisee par un
probléme de bifurcation sur R

Abstract — Ginzburg-Landau equations establish the different states of a superconducting
material, the normal state and the superconducting state, when the sample 1s submutted to an
external magnetic field The normal state 1s associated with an nfinite number of trvial solutions
of these equations, while the superconducting state 1s gwen by a non trivial solution of the
problem

This paper shows us that there exist an wnfinite number of non trvial solutions curves of
Ginzburg-Landau equations These curves are branching upon a set of particular solutions The
bifurcating ponts are characterized by a second bifurcation problem

I. MODELISATION DU PROBLEME
1.1. La théorie de Ginzburg-Landau

Ginzburg et Landau ont développé une théorie de la supraconductivité en
se référant a celle de la transition de phase du second ordre. Leur théorie
s’applique a des supraconducteurs de type 1 lorsque la température est
inférieure, mais voisine, a la température critique de supraconductivité.

Ils ont introduit une pseudo-fonction d’onde ¥ comme paramétre d’ordre
de I’état supraconducteur. La théorie repose sur les hypothéses suivantes :

(*) Regu en décembre 1989, révisé en mai 1990
(" Ecole Nationale Supérieure de Mécamque, 1, rue de la Noe, 44072 Nantes Cedex
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308 C. BOLLEY

— V¥, supposée complexe, caractérise I’état supraconducteur du maté-
riau ; ¥ est nulle a I’état normal,

— la fonction d’onde est petite et varie lentement dans ’espace; et la
différence d’énergic libre de Gibbs entre un état normal et un état
supraconducteur d’un“matériau placé dans un champ magnétique extérieur
statique I;Ve, s’écrit :

(1.1) AG = M [aI\I’|2+E|‘I’|4+—1-l(—ihV—2eA)\I'|2+
v 2 2m
+¥|H_He|2] dv

— e est la charge d’un électron,

— m la masse d’un électron,

— o H%2: I’énergie magnétique dans le supraconducteur,

— ¥ est normalisée : |¥| 2 est égale a la densité locale de superelectrons

— A est le vecteur potentiel du champ magnétique H intérieur au
matériau ; nous avons :

-

(1.2) rot 4 = wo H

— B est une constante pour un matériau donné tandis que o dépend de la
température.

La différence d’énergie libre AG est nulle a I’état normai.
Cf.: V. L. Ginzburg [8], B. Dugnoille [7], J. Blot [1], Y. Pellan [13].

,
T arcane 1’ac
L Crsgque 1 éch

ntillon est un film supraconducteur d’épaisseur d. placé
dans un champ magnetique H, paralléle a la surface, on choisit un systéme

d’axes tel que Oz soit paralléle au champ magnétique extérieur P}e:
H,= (0,0,H,).
Le champ magnétique intérieur ﬁ, inconnue du probléme, a pour

direction celle de ﬁe car la surface du matériau est plane et le milieu
homogéne. Par conséquent :

H=(0,0,H(x)) —d2<x=<d>

et le vecteur /Z, vecteur potentiel du champ H, peut étre choisi tel que:

(1.3) A=1(0,4,0)
avec A = A (x) fonction de x seulement

—d2=x=<d2.
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BIFURCATIONS DANS LES EQUATIONS DE GINZBURG-LANDAU 309

Un autre choix possible aurait été :
A=1(4,0,0) avec A =4 (y)

ou toute combinaison linéaire de ces deux solutions.

Nous cherchons les différents états du film en fonction de son épaisseur et
du champ magnétique extérieur H,, et en particulier les états stables, c’est-
a-dire ceux qui minimisent la différence d’énergic AG. Le probléme
mathématique semble ouvert ; comme dans B. Dugnoille [7], J. Blot [1], Y.
Pellan [13], nous nous limiterons & chercher la fonction d’onde ¥ sous la
forme particuliére suivante :

(1.4) V(x,p,z) =¥, f(x) e“7e™ ou k,ethk,eR

et ou Y, est une constante de normalisation égale a ¢ lorsque H est nul.
Si \ est la profondeur de pénétration de Ginzburg-Landau et & la longueur
caractéristique du supraconducteur, posons :

a:g ou )\2:2"/1—[3
A 4e’|o| o
2 chk H,
S LA S Ol P
2m|a] g 2e V2|l

(N, & et k sont des grandeurs caractéristiques du matériau, fonctions
seulement de la température, \ est choisie comme unité de longueur ; a est

I’épaisseur du film dans les nouvelles unités).
2¢

V2m|a|

En effectuant un changement de fonction de A4 en A, AG

s’écrit :

a

(1.5) AG = ¢, fza

2

[—f2+%f“+% )+

+ LIRS (A= %) 24 (A — R dx
K

ou ¢, est une constante positive.

La jauge A4 peut n’étre déterminée qu’a une constante additive prés. Nous
pouvons donc translater 4 en 4 — x;; cette translation correspond a un
choix de A4 qui fait de la fonction d’onde & une fonction indépendante de y,
elle permet d’éliminer x, dans le probléme qui suit.

DEFINITION 1.1: Une solution du probléeme donné sera un triplet
(f, A, ko) € H(— a2, a2) x H(— a/2, a2) x R qui réalise un extremum
de AG. Nous noterons (P;) ce probléme. Ce sera une solution stable si

vol 25, n" 3, 1991



310 C BOLLEY

(f, A4, k 5) minimise AG, une solution metastable si c¢’est un minimum local et
non global de AG, et une solution instable sinon.

Pour obtenir les extrema de AG, nous sommes amenés a écrire les
équations d’Euler appelées ici équations de Ginzburg-Landau. Ces équa-
tions s’obtiennent par dérivation de AG par rapport a f, A et k,, soit:

{—f”+ K(—f+f°+4f)=0 dans ]-a/2,a/2

(1.6)
f'(x£a2) =0, feH?(—al2 a2)

a7 {_A"+f2A=o dans ]-a/2,a/2[
A'(xaf2)y=h, Ae H?(—al2, al2)

et

(1.8) ky=0.

La condition aux limites de (1.6) signifie qu’il n’y a pas de courant a
traverser la surface séparant le supraconducteur du milieu extérieur, et celle
de (1.7) signifie que, dans les nouvelles unités, le champ magnétique
intérieur est égal, au bord du film, au champ magnétique extérieur
applique.

Les parametres a et - peuvent étre introduits dans les équations en f et 4
et non plus dans les conditions limites, en faisant le changement de variable
x en x/a puis le changement de fonction 4 en A/ah.

Nous avons alors immeédiatement la proposition suivante :

PROPOSITION 1.2 : Etant donnés k, a et h, une condition nécessaire pour
que (f, A, k ;) soit une solution de (Pg) est que les équations (1.8), (1.9) et
(1.10) suivantes soient vérifiées :

(1.8) k,=0

(1.9) {—f”+azxz(—f+f3+a2h2A2f)=O dans ]-1/2,1/2[
' 1 (£1/2) =0 feHX-1/2,1/2)

(1.10) {——A"+a2f2A:0 dans ]-1/2,1/2[
' A'(£1/2) =1 Ae H¥(-1/2,1/2).

Nous appellerons (2;,) le probléeme (1.9), (1.10).
Avec les changements de variables et de fonctions précédents et, en
posant 1 = ]— 1/2, 1/2[, la différence d’énergie libre de Gibbs s’écrit :

(1.11) AG:coJ" <_f2+lf4+ 212(f')2+
T 2 a K
+ @ h* AP+ R (A~ 1)) dx .
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BIFURCATIONS DANS LES EQUATIONS DE GINZBURG-LANDAU 311

1.2. Les paramétres du probléme

Nous ferons par la suite la distinction entre trois types de paramétres :

— Le parameétre k, appelé paramétre de Ginzburg-Landau sera fixé dans
toute ’étude. Il caractérise le supraconducteur.

— le parameétre a (épaisseur du film) est un paramétre « gouvernant » :
nous étudierons I'existence de solutions non triviales de (£,,) en fonction
de a, a variant dans l’intervalle ]0, + oo [.

— Le champ magnétique extérieur 4 est tantot un paramétre, tantbt une
inconnue. Pour une valeur de a donnée, a supérieur a une valeur critique
a,, il existe une valeur H, de A telle que pour /4 inférieur a H,, le matériau
soit toujours a I’état supra et il existe une valeur H,, de A telle que pour A
supérieur a H, le matériau soit toujours a I’état normal. Pour 4 compris
entre H et H, le matériau peut étre 4 I’état normal ou a I’état supra, 'un
de ces états étant stable et I’autre métastable.

H,, est le champ critique de supercooling ou champ de retard a la
condensation ; Hy, est le champ de super-heating ou champ de surchauffe.

h apparait donc comme un parameétre indépendant de a dans la recherche
des couples (f, A) solutions de (1.9), (1.10) mais c’est une inconnue,
fonction du paramétre a dans la recherche des valeurs critiques H,, et
Hy,.

L’étude du champ critique H,, est faite dans C. Bolley [3].

II. SOLUTIONS TRIVIALES SINGULIERES DU PROBLEME (P a)
2.1. Définitions

Rappelons le probléme (Z£,,): étant donnés k, a=0 et 7=0, on
cherche f et 4 tels que

—f"+(12K2(— 1 +f2+a2h2A2)
(2.1) f =0 dans ]-1/2,1/2[
(Psa) f1(£1/2)=0 feH*-1/2,1/2)
2.2 {—A"+ a’f?4 =0 dans ]-1/2,1/2[
A (£1/2) =1 Ae H*(-1/2,1)2).
Nous noterons (f, 4 ;a, & ) une solution de (2,).
Pour tout couple (a, ) € 10, + 00 [ x ]0, + oo [ le probléme (£,,) admet
les solutions (0, x + ¢; a,h) ou c € R. Ce sont les seules solutions telles
que: f =0.

DEFINITION 2.1: Les solutions (0, x + c; a, h) sont appelées solutions
triviales du probleme (P ,).

vol. 25, n° 3, 1991



312 C. BOLLEY

DEFINITION 2.2 : Nous dirons qu’une solution triviale (0,x + ¢ ;a, h) est
un point de bifurcation pour le probléme (2 ;,) si pour tout voisinage V de
©, x+c; ah) dans HY(—-1/2, 1/2), il existe une solution (f,A;
a, h+ 8h) de (P;,) dans V avec f non identiquement nulle.

La valeur de a est fixée; s est le paramétre de bifurcation.

2.2. Conditions nécessaires de bifurcation du probléme (£ ,,)

La proposition suivante nous donne deux conditions nécessaires pour
qu’une solution triviale (0, x + ¢ ; a, h) soit un point de bifurcation pour le
probleme (£,,) et donc une solution singuliére de (#,,). La premiere
condition est une condition du type M. Krasnoselskii [11] : elle exprime que
I’équation (2.1) linéarisée au point (0, x + ¢; a, h) doit admettre une
solution non identiquement nulle. L’équation (2.2) linéarisée en (0, x + ¢ ;
a, h) étant dégénérée, il nous faut écrire une autre condition plus
particuliére : la condition notée (H,) détermine la constante ¢ lorsqu’il y a
rupture de la symétrie.

PROPOSITION 2.3 : Soit (a,h) € 10, + 0[] x 10, 0]

1) une condition nécessaire pour que (0,x 4+ c;a, h) soit un point de
bifurcation pour le probléme (P;,) est qu'il existe une solution ¢ non
identiquement nulle du probléme suivant :

—o"+a*h?’k*(x+c) e —a’k?@ =0 dans I = 1-1/2,1/2[
23
e (£1/2)=0 o€ HY(-1/2,1/2)

2 Aorinvidnans srnnds
u/ Ui GeUXITINT TonG:

point de bifurcation est que :
(H,) J (x+c¢)e*dx =0
1

ou ¢ est une solution non identiquement nulle de (2.3).

Démonstration : Supposons I'existence de suites (f,), (4,) et (4,) telles
que, pour tout n e N :

fn#0
—frya*k*(@®h2A42+ f2-1) f,=0
f(x12)=0 f,e H(-1/2,1/2)

~Ay+a’flA,=0

2.4)
A (x1/2) =1 A,e H}(-1/2,1)2)

M?AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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et telles que, lorsque n — + 00 :

f,tend vers 0 dans L?%(—1/2,1/2)
A, tend vers x + ¢ dans L?*(—1/2,1/2)
et h, > h.

La suite (4,) est bornée dans H'(— 1/2, 1/2), puisque, en intégrant par
parties ’équation (2.4) multipliée auparavant par 4,, nous avons :

_ [,4,,(% ) —A,,(—% )] + L (41)? dx + @ Jlf,fA,fdx ~0

1 1 ,
avec : [A,,(E)—A,,(—z)]zlendx
et a’| f2A42dx=0.
Par conséquent :
J (4 dx < J A} dx
I 1
et donc, en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons :

|4,] <1 ou |.| désigne la norme habituelle de L 2(— 1/2, 1/2) .

On en déduit, en utilisant ’équation (2.1) vérifiée par f = f,, 4 = 4, et
h = h,, que la suite (g,) définie, pour ne N, par:
]

I/

9n

est bornée dans H*(— 1/2, 1/2).

Il existe donc une sous-suite extraite qui converge faiblement dans
H?*(—1/2, 1/2), et donc fortement dans L?(— 1/2, 1/2), vers une fonction ¢.
On montre par passage a la limite que ¢ est de norme 1 dans LA — 1/2,
1/2), et est donc non identiquement nulle, et que c’est une solution de
I’équation (2.3).

Pour montrer la condition (H,) de ii), on considére comme ci-dessus une
sous-suite (g, ) extraite de la suite (g,) qui converge faiblement vers un

g, dans HX —1/2, 1/2). En intégrant (2.4) entre — 1/2 et 1/2, nous avons :

VneN J g2 A, dx =0
I

vol. 25, n® 3, 1991



314 C. BOLLEY

et donc pour la suite extraite :

»

J?@i—g@A%dx+JgﬂA%—x—@dx+Jgﬁx+@dx=0
I I I

A la limite lorsque k tend vers + oo, nous obtenons (H,).

Les détails de la démonstration sont donnés dans C. Bolley [2].

Le paragraphe suivant montre que lorsque @ > 0 et ¢ € R sont donnés, il
existe £ > 0 tel que ’équation (2.3) admette une solution.

2.3. Le probléme «de valeurs propres (#,)»

Le premier probléme posé est :

Ftant donnés a >0 et c € R, existe-t-il # >0 tel que ’équation (2.3) ait
une solution ¢ non identiquement nulle.

Nous appellerons ce probleme : « probléme de valeurs propres (2,) »,
par analogie avec les problémes de valeurs propres habituels.

LEMME 2.4 : Etant donnés c € R et . = 0, il existe une infinité dénombra-
ble de valeurs de m telles que I’équation (2.5) suivante ait une solution ¢ non
identiquement nulle

(2.5) {— "+ p(x+¢) ¢=mp dans ]-1/2,1/2[
e (x1/2)=0 oe H¥(-1/2,1/2).

Soit (M,),51,peN ces valeurs classées dans I'ordre croissant, alors pour tout
p =1 [lapplication: p — m,(n) est holomorphe dans un voisinage de
10, oo [ dans C, sa dérivée étant strictement positive sur 10, oo [.

Do plus - .

28 pend .

M, (1) tend vers + o lorsque p — + o0
et N () tend vers O lorsque p. — 0 .

Démonstration : Le probléme (2.5) est un probléme de Sturm-Liouville
sur le segment ]— 1/2, 1/2[ avec des conditions limites de Neumann. Il est
bien connu (¢f. B. M. Levitan et I. S. Sargsjan [12] par exemple), que pour
c et p = 0 donnés, ce probléme admet une suite croissante dénombrable de
valeurs propres (m,),n+ réelles, strictement positives et telles que :

lim m,=+00.
p—+®

L’espace propre associé a chaque valeur propre est de dimension un ; et
pour p =1 P'application p — 7, est continue sur R.
Notons que pour tout p=1 et tout w=0:

Mp(w) # Mp + 1 ()
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car sinon la valeur propre m,(,, serait associée a deux vecteurs propres
orthogonaux ce qui est impossible : les courbes p — m,,), pour p € N*,
n’ont donc pas de point commun.

Soit T(p) la famille d’opérateurs a un paramétre, p, définis par :

{T(M)cps—cp”+u(x+6)2q>
e'(x1/2) =0

ou . appartient 4 un voisinage connexe de [0, oo [ dans C.
Chacun de ces opérateurs a pour domaine :

D(T(r)) = {¢ € H(—1/2,1/2), ¢’ (= 1/2) = 0}

et est fermé dans L%(— 1/2, 1/2).

La famille (7T(pn)), dépendant holomorphiquement de p, et chacune de
ses valeurs propres étant séparées, il résulte de T. Kato [9], que ces valeurs
propres, notées m,(), et les projecteurs P,(p) sur les espaces propres
associés, dépendent holomorphiquement de .

En particulier, pour tout p € N*, Plapplication :

p — m,(p) est dérivable sur ]0, oo [ .

On montre alors que :
ny(R) = J (x +¢)* ¢} dx
I

ou ¢, est une fonction propre normée de 7(pn) associée a la valeur propre
M, ().
Il en résulte que la dérivée m,(p) est strictement positive sur ]0, oo [.

* Montrons que m,(1) - + 00 quand p — + 00.
Soit (,), une suite de réels telle que :

m, > +00 quand 7n— + ©.

Supposons (m,(p,)), bornée.

Soit ¢, € H*(—1/2,1/2) tel que:
—@p + p(x+ c)? Py, = Mp(u,) P, dans ]-1/2,1/2[
®,(x1/2) =0, |eo,| =1

alors :

2
b J (x+ )@ dx =my, -
I

vol. 25, n° 3, 1991



316 C. BOLLEY

Il en résulte que si la suite (m,, ), est bornée, il en est de méme de la
suite (| ¢y, ||),- Comme de plus, pour tout neN, [¢, || =1, la suite
(¢y,), est bornée dans H (= 1/2, 1/2). 1l existe donc une sous-suite extraite
de la suite (¢, ), et encore notée (¢, ),, qui converge vers un

$, faiblement dans H'( —1/2, 1/2) et donc fortement dans LX —1/2,
1/2).

Les ¢, ¢tant normes, a la limite (n -0 ): [|§| = 1.

D’autre part, il résulte de (2.6) qu’il existe une sous-suite extraite de
(¢, )n qui converge presque partout vers 0. Ceci est en contradiction avec le

résultat montré ci-dessus : ||§| = 1.
Par conséquent : m,,) tend vers + co lorsque p — co.

= Lorsque p = 0, le probléme (2.5) s’écrit :

{— ¢ =ne
¢'(£1/2) =0.

Ce probléme de Neumann bien connu a pour valeurs propres :

n=0@-1Y7" p=12..
En particulier : m=0.

L’application pw — m;(p), étant continue sur [0, oo [, nous avons donc:
m(m) -0 lorsque p—0.

11 en résulte immédiatement la proposition suivante :

PROPOSITION 2.5 : Pour tous m > 0 et c € R donnés, il existe p e N* tel
que Np' <p: il existe un p = n(p') et un seul tel que le probleme (2.5) ait
pour p'-iéme valeur propre .

Soit maintenant ¢ € R et a = 0, alors d’aprés la proposition 2.5, il existe
p =0 tel que le probléme (13) ait pour 1% valeur propre : m; = a >

Sih = /p/(a®x), alors : p = a*h2x?, et la solution ¢ de (2.5) associée a
m; est une fonction propre du probléme (2.3).

Or une fonction propre ¢ du probléme (2.5) associée a la premiére valeur
propre, ne change pas de signe dans I'intervalle ]— 1/2, 1/2[; (¢ peut donc
étre choisie strictement positive dans ]— 1/2, 1/2[) et cette propriété est
caractéristique de la premiére valeur propre (¢f. B. M. Levitan et I.S.
Sargjan [12]).

Il en résulte la proposition suivante :

PROPOSITION 2.6 : Etant donnés a =0 et ce R :

i) il existe une infinité dénombrable de h tel que (2.3) ait une solution,
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it) il existe un h positif et un seul, tel que le probléme (2.3) ait une solution
¢ strictement positive et une seule (a une constante multiplicative prés) dans
1-1/2, 1/2].

La solution de ii) est associée a la premiére valeur propre de (2.3).

Nous avons, de plus, les résultats de régularité suivants :

PROPOSITION 2.7 : Les applications qui ¢ a >0 et ¢ € R associent h et ¢
donnés par ii) de la proposition 2.6, sont analytiques sur 10, o[ x R.

Démonstration : Considérons la famille d’opérateurs 7(a, 4, ¢) a trois
paramétres a, s et ¢ supposés tout d’abord indépendants :

T(a,hc)o=—¢"+a*h’kP(x+c)io—a’k’o.

Pour tout (a, h,c) appartenant a un voisinage connexe ¥, dans
C? d’un point (ag, kg, co) de 10, o[> x R, 'opérateur T'(a, h, c¢) a pour
domaine :

D= {¢€ H(-1/2,1/2),¢'(+1/2) = 0}

et est fermé dans LX(— 1/2, 1/2).

T(a, h, ¢ ) est de plus holomorphe en (a, A, ¢ ) dans ¥";; nous pouvons
reprendre des démonstrations de T. Kato écrites dans le cas d’opérateurs a
un seul paramétre pour montrer que les valeurs propres et les fonctions
propres de T(a, h, ¢ ) sont aussi holomorphes :

La résolvante R(a, h, ¢, £ ), donnée par :

R(a,h,c,£) = (T(a,h,c) — &)

est holomorphe en (a,h,c,§), et bornée dans un voisinage de
(aOa hOy 007 g)'

Le projecteur P (a, h, ¢ ) sur I'espace propre associé a la premiére valeur
propre \(a, h, ¢) de T(a, h, c), est donné par :

Phe)=—5i | Rahet)d
r

ou I' est un petit cercle entourant \(a, 4, ¢ ), mais ne contenant pas la
2¢valeur propre. Il en résulte que P(a, h,c) est aussi holomorphe en
(a, h, ¢ ) dans un voisinage de (ay, kg, ¢y). L’espace propre associé a la
valeur propre A, étant de dimension un, la fonction propre associée
¢(a, h, ¢ ) est aussi holomorphe dans un voisinage de (ay, /¢, ¢g)-

N (a, h, ¢) vérifie :

(T(a,h,c)P(a,h,c)u, P(a,h,c)u)

AN(a h,c) = (P(a,h,c)u,P(a,h,c)u)
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pour tout u € H*(—1/2,1/2) tel que (u, ¢ (a, h,c)) #0.
Si u est fixé tel que:

(P (a()’ hOs Co) u, P (a05 hO) CO) u) =1

par continuité de I’application: (a,h,c)—-P(a,h,c), (P(a,h,c)u,
P(a, h, c) u) ne sannule pas pour (a, h, ¢ ) assez voisin de (ay, hg, ¢p) :

N(a, h,c) est donc holomorphe en (a, 4, c¢) dans un voisinage de
(a09 hO’ CO)-

ay€ 10, o[, et ¢y € R étant maintenant seuls fixés :

Il résulte de la proposition 2.3 qu’il existe 4y > 0 unique tel que:

N(ag, ho, ) = 0.
En reprenant la démonstration du lemme 2.2, on vérifie que:

N (ay, ko, cp)
- =

0.
I

11 résulte donc du théoréme des fonctions implicites qu’il existe un unique
h(a, c) défini dans un voisinage de (ap, ¢y) tel que:

N(a,h(a,c),c) =0
h(ao, Co) = hO

et & est analytique en (a,c) dans un voisinage de (g, ¢y). Nous en
déduisons immeédiatement que les applications 4 (a, ¢) et ¢(a, h(a,c),c)
sont analytiques sur 10, oo [ x R.

Remarque :

Sous I’hypotheése ¢ = 0, la condition (H,) de la proposition 2.3 est vérifiée
par toute solution de (2.3), puisque x¢’ est alors une fonction impaire. Il en
résulte donc que, pour tout a =0, la solution (0, x;a, #) du probléme
(#;4) ou h est donné par ii) de la proposition 2.6, vérifie les deux
conditions nécessaires de bifurcation du probléeme (£,,) données dans la
proposition 2.3.

On met en évidence numériquement dans C. Bolley [3] que pour a
supérieur a une valeur critique g, > 0, il existe des valeurs de ¢ autres que 0
pour lesquelles ces deux conditions nécessaires de bifurcation sont satisfai-
tes ; ’ensemble des solutions ¢ non nulles constituant, lorsque a varie, deux
courbes de solutions symétriques par rapport a 0. De plus, en utilisant une
hypothése vérifiée numériquement, on montre dans [3] que ces courbes
bifurquent du point (c,a) = (0, ay). La figure 1 ci-dessous donne les
solutions ¢ calculées dans [3] lorsque k = 0,062 (valeur caractéristique de
I'Indium), en fonction de a.
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Figure 1. — Solutions c calculées en fonction de a.

Dans le paragraphe suivant, nous nous plagons sur 'une quelconque de
ces courbes de solutions, et vérifions que les conditions nécessaires de
bifurcation i) et ii) données dans la proposition 2.3 sont aussi des conditions
suffisantes de bifurcation pour le probléme (Z2,,).

. EXISTENCE DE SOLUTIONS BIFURQUEES DU PROBLEME (£,,)

Nous cherchons dans ce paragraphe des solutions non triviales du
probléme (£, ,) sous la forme d’une branche bifurquée issue d’une solution
triviale (0, x +c; a, k).

THEOREME 3.1: Etant donnés « =0, a=0 et ¢ tels que (H,) soit
satisfaite, on note (h, ¢ ) la solution du probléeme (3.1) (3.2):
3.1) {—<p"+a4h2K2(x+c)2cp—a2K2<p=Odans1
¢ (x1/2) =0 e H¥(-1/2,1/2)

¢ de norme 1 dans L*(— 1/2,1/2)
et telle que :

(3.2) ©=0.

Alors il existe g9 > 0 tel que pour tout e vérifiant 0 < |e| < &, le probléme
(2 4) admette une solution (f,, A.; a, h ) (ou a est seul indépendant de ¢),
de la forme suivante :

(.3) Je=ee+elf,
fs € HZ(— 1/2> 1/2)
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G4 (f9)=0

A, =x+c+e>b, +¢? B, dans |- 1)2, 1/2]
(3.5) B (x1/2) =0 B, e H¥(-1/2,1/2)

b.eR
avec .
(3.6) ' J B.dx=0

I

3.7 h2=h%4 eln,

f., b, B, m. étant bornés dans H*(—1/2,1/2), R, H*(—1/2,1/2) et
R respectivement (lorsque & — 0).
Remarque :

Au cours de la démonstration de ce théoréme, on donnera des précisions
sur les quantités f,, b,, B,, m,, qui interviennent dans la représentation

paramétrique de la branche bifurquée mise en évidence dans le théo-
réme 3.1. Ces résultats sont les suivants :

1) lorsque ¢ =0:

fe be, B, et m, admettent des limites £, by, By et mg, dans H*(— 1/2, 1/2),
R, H*(- 1/2,1/2) et R respectivement (lorsque ¢ — 0), qui sont solutions
des équations suivantes :

by =0

— B{ = —a*(x + c) ¢*dans ]- 1/2, 1/2[

By(x1/2) =0
(.8) o(x 1/2)
J Bydx =0 Bye H(-1/2,1/2)
I
—2aih2J (x+c)B0<p2d)é— J ¢t dx
(3.9 o = ! -

“aZJ‘ (x + ¢)? ¢* dx
I
~fi+a*h*P(x+ ) fo—a* Kk’ fo
(3.10) =—a’c?@>—2a*h?k*(x + ¢) @By - a* 2 my(x + )’ @

fo(x1/2) =0 foe H(=1/2,1/2)
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avec :

(foo®)=0
2) lorsque ¢ # 0, et que le probléme suivant :
"+ a*h? e (x + )y —a’ky
(3.11) —4a4h2K2(x+c)cp(J (t+c)q>¢dt) =0
1
U (+1/2)=0 Ye H*>(-1/2,1/2)

n’admet pas de solution ¢ orthogonale a ¢, alors:

f.» b., B., m, admettent des limites £, b,, B, et mg, dans H*(— 1/2, 1/2),
R, H* (- 1/2, 1/2) et R respectivement (quand € — 0), qui sont solutions des
€quations suivantes :

B, est donné par (3.8)
M est donné par (3.9)

(3.12) by = — f ¢2Bodx;2J-x¢f0dx
I I

—fq+ a*h?k*(x + C)Zf0 —a2K2f0—4a4h2K2(x +c cp tof,dt
0
I

= —aZKZ(p3—2a4h2K2(X+C)‘p(BO—J cszodt> —a4|<27]0(x+c)2cp
I

fo(x1/2) =0 foe H(~1/2,1/2)

avec : (fo9)=0.

L’équation (3.11) est étudiée partiellement dans C. Bolley [3] lorsque
¢ = 0. On montre que Pexistence d’une solution ¢ orthogonale a ¢, de cette
équation, correspond a une singularité du probléme de recherche des
couples (c, a) vérifiant (H,), et en particulier, que c’est une condition
nécessaire de bifurcation pour les couples (¢, a) solutions. On montre aussi
qu’il existe au moins une valeur g, de a, pour laquelle le probléme (3.11)
avec ¢ = 0, admet une solution ¢ orthogonale a ¢ ; cette valeur g, est celle
mise en évidence dans la figure 1 et la remarque qui précéde cette figure.

Démonstration du théoréme 3.1 :

Elle est du type de celle utilisée par F. Kikuchi [10] pour une équation.
Nous noterons || . | la norme habituelle de L*(— 1/2, 1/2).
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1¢ értape :

Pour ¢ fixé, nous allons construire une application dont les points fixes
seront des quadruplets (g,, B,, H,, b,) tels que 4., f, et A, donnés par :

h} = H,
(3.13) fe =e@+4g,

A, =x+c+b,+ B,

i

soient solutions du probléme (Z2,,).
Considérons les espaces suivants :

M= {geL(-12,1/2); (g.¢)=0}

M, = {BELZ(— 1/2,1/2); J de:O}

I
Vi = {geM NH(-1/2,12); g (x1/2) =0}
V, = {Be M, N H*(-1/2,1/2), B'(x1/2) =0}

et soit :
e L, I'isomorphisme de V', sur M, défini par

EeV, s LE=—t"+a*h*c*(x + )& —a’k’t
e Ay, I'isomorphisme de V, sur M, défini par:
§EV2—->AN§E—§"

e Py (i=12), la projection orthogonale de L2(—1/2,1/2) sur
M, pour le produit scalaire de L2(— 1/2,1/2),

e et enfin, & étant fixé, soit &, Vopérateur défini
VixVyx10,00[ xR par:

sur

®:(9,B;H,b)eV, xVyx 10,00 xR (9;(g, B;H, b))y, 4

avece :
(3.14)

®,(g,B; H,b )=02K2L—1PM1[—- (so+g)Y—a’?H(x+c+b+B)x

x (ep+g)+a’h*(x+c)* (g9 +g)]

(3.15) ®,(9,B; H,b)=a’Ay' Py [(e¢+g) (x+c+b+ B)]

(3.16) <D3(g,B;H,b)=H-saiHJ’ (x+c+b+B)Y(e@+¢g)pdx—
I

—& J cp(s<p+g)3dx+sa2hzj (x+¢) (s +g)oedx
I I
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(3.17) @,(g.B;H,b)=b—b J (e¢ + ) dx —
I

—J(2s<p+g)g(x+c+3)dx—82‘[ ¢’ Bdx.
I 1

LEMME 3.2 : Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) (g, B.;H,b)eEV,xV,y,x10,0[ xR est un point fixe de ®,
i) (f,,A4.;a h,) tel que:

h, >0 tel que h’=H,
(3.18) {f.=¢9+4g, avec  (¢,9.) =0

A,=x4+c+b,+B, avec b.eR et JBde=O
1

est solution du probléeme (P ).

Démonstration :
Supposons ii) vrai, alors :
x en substituant les expressions de f, et A4, dans I’équation (1.9) et
sachant que ¢ est solution de (£,), nous avons :
— gl +a*h P (x+c)'g, —a’k?yg,
=—a*hi*(x+c+b.+B) (¢ +g.)
(3.19) —a’k* e +9.) 2 +a*h* P (x+¢) (e0 + g.)
gi(x1/2) =0
(g @) =0
g. ¢tant la solution de (3.19), le second membre de (3.19), est nécessaire-
ment orthogonal a ¢ et appartient donc a I’espace vectoriel M,.
(3.19) s’écrit donc :
(3.20) g.=®,(g9.,B,;H,b,) avec H, =h?2.

= Explicitons le fait que le second membre de (3.19), est orthogonal a ¢.
Nous avons :

—aihfj (x+c+b.+B) (co+g,)edx+
I

+a2‘h2J (x-+-c)2(e<p+ge)<pdx—f (e +9.) edx=0.
I 1
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Ceci équivaut a dire que:
(I)S(gs’ B,; hez’ bs) =H,
Pintroduction du ¢ dans la définition de ®; permettant par la suite de
prendre indifféremment ¢ positif ou négatif.
* En écrivant que (1.10) est vérifiée par f, et A, donnés par ii), nous

obtenons I’équation suivante :

—B!'=—a*(eo+9g.) (x+c+b,+B,)

(-21) {B;(i 1/2) = 0

ou B, appartient a M,.
Le second membre de ’équation (3.21) appartient aussi & M,, donc:

Be = d)Z(gea Bsahgza bs) .

» Ecrivons enfin que le second membre de (3.21) est d’intégrale nulle :
J (¢ +9) (x+c+b,+B)dx=0
T

d’ou ®,(g., B.; hLb,) =b,

car la condition (H,) est vérifiée.
(g., B.; h2 b_) est donc bien un point fixe de ®.
La réciproque est immédiate car, si (g,, B, ; H,, b.) est un point fixe de
o
®5(g., B, ; H,, b,) = H, implique que le second membre de (3.18), est
orthogonal a ¢.
®,4(9., B.; H,,b,) = b,, implique que le second membre de (3.21) est
d’intégrale nulle.

2¢ étape de la démonstration du théoréme :

Montrons que ’application ®, définie pour ¢ fixé par (3.14) a (3.17), est
une contraction stricte, pour & assez petit, sur un sous-ensemble % de
VixV,x10,0[xR.

Soit p;, py, p3 €t py quatre réels strictement positifs.

Soit ¥ (i =1,2) et A les ensembles suivants :

(3.22) vii={vev,; |v| B S e’p,}
(323) B=V{'xVPx[h*—e’ps, h’+ e’ p3] x [— €7 py &7 pal.

h? étant strictement positif, il existe g; > 0 tel que pour tout ¢ vérifiant
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0 < |e| <e,, % soit une boule fermée de V| x ¥, x 10, oo [ x R muni de la
norme suivante :

G24) (g, B;Hb)I = 190 2 v 12y + WB I 2o 1p, 1y + [ H | + 1 B]
ou (g, B,H,b)eV,xV,x10,0[ xR.

Nous avons le lemme suivant :

LEMME 3.3 : Etant donnés p,, p,, ps et py quatre réels strictement positifs, il
existe eq > 0 tel que pour ¢ vérifiant 0 < |e| < e, l'application ® définie par
(3.14) a (3.17) soit une contraction stricte sur la boule B définie par (3.24).

Démonstration :

Soit donc p,, py, p3 €t p, strictement positifs et €, tels que:
[A*—elps, h? + 8%93] c10,[.

Soit & tel que 0 < |e| < &,.
Soit (g, By; Hy, by) et (g5, By; Hy, by) € B, alors:

® &,(g,, By; H,b1)— ®1(gy, By; Hy, b)) =

=a’ > L' Py [- (g1 + 9192+ 3 (g1 — g2) — 3 co (g, + 92)(d1 — 92)
—~3e2¢%(g, —¢g,) —a’(H, — Hy)(by + B))(2x +2c+ b, + B)(e¢ + g1)
—a’Hy(by—by+ By — B))(2x+2c+by+ B))(e¢ +gy)
— @’ Hy(by — by + By — By) (b + By)(e¢ + ¢)
—a’Hy(by+ By)(2x + 2 ¢+ by + By) (91 — 9)
+a’(h”— H\)(x + ¢)” (g1 — g5) + a*(H, — H\)(x + ¢)* (s9 + ¢5)]

donc :

A= “q)l(glsBl;Hlabl)“d)l(g?_a Bz;stbz)nyz(_l/zyl/z)s

2 27 -1 i
=a"k’|L ”_Q’(M,,V,)' 1244, LLH-12,1/2), My)

. [”9%4'91924‘9%”@' lg1— g2l +3 €| elg, '*'gz)"w lg: — 92|
+3 % el 191 - g2

+@||by+ Byl - 12x+2c+by+Bi|_ . |lee+gill - [Hi— H,|
+ @ Hy||2x+2c+bi+ By +by+ By x
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X lee +gill, - (161 =b2| + [|[Bi = By|))
+a®Hy|2x+2¢c+by+ By - b2+ Ba| - 191 — 92l
+a@|h = Hy| . | (x+ - 90— 92l
+ @ (x+ )% llee + gl | Ho— Hi|]

oules g, et B, (i =1, 2) sont bornés dans L®(— 1/2, 1/2) car bornés dans
H*(-1/2,1/2).

Comme de plus (g,,B,;H,,b,)e # (pour i =1,2), il existe une
constante ¢, = 0 telle que :

9.0, <ca g2, B, =<cs g2
et une constante ¢s > 0 telle que:
(3.25) Ay=<cse l (g1, By Hy, b)) — (g2, Bys Hy, b)) |l
e O,(g,, By: Hy, b)) — ®y(9y, By Hy, by) =
= @’ Ay' Payl(ee + 1) (by — by + By — By)

+ (2ep+4g1+9)(x+c+by+ By —g2)]
donc :

Ay = || ®y(g1, By; Hy, by) — $3(9,, By s Hy, bz)"Hz

= a’| Ay

121 S
1
" LMy V) "* ”PMz ” L= 1/2,1/2), My)
x [lee +gillZ, (|5 — by + (B - Bs|)
+ Qellell,+ 191l + g2l ) Ix+c+ b+ Byl (191 — 92| ]
(3.26) Ay=cge I (91, By; Hy,by) — (g3, By ; Hy, b)) Il
® (9, B,; H;,b,) — D3(9,, By; Hy, b)) =
= [l -—szazJ (x+c)2cp2dx—82a2j (x+c)2&cpdx
I I €
_ gz‘azf (b1+Bl)(2x+2c+b1+Bl)(cp+% ) ¢dx] (H, - H)
T
—ezaHzaZJ 2x+2c+b,+by+ B, + By X
I

g
X ((P+—€2- ) <p(b1——b2+Bl—B2)dx
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—stazJ' 2x+2c+by+ By) (b, + By) ¢(g,— g,) dx

I

—e J 320> +3e0’(g, +4g2)+ @9} + 9,9, +95)(g — g,) dx]
7

+ eaX(h® — H,) J (x+ ¢V (g, — g5) ¢ dx
I

p
or g, € V' donc:

91

=C4 €
€

oo}

et b, et B, sont bornés.

Il en résulte que pour & assez petit (|e| =< e3) le crochet, facteur de
(H, — H,), est strictement positif et strictement inférieur a 1; par consé-
quent, si:

Ay = |®3(91, B ; Hy, b)) — @3(9,, By ; Hy, By)|
alors :
(3.27) As=< [1_(:2'82[ (x+c)2<p2dx+c7e3]|H1—H2|
I
+ cg €2(|by = by| + || By = Byl + g1~ 92l)
o &,(g9,,By; Hy,by) — Py(gy, By; Hy, b)) =

= [1 - >~ ||g,]|*1(b; — by)

+b, f (95— g1) dx
v

—J 2ee+gi+9g)(x+c+ By)(g, —g,) dx

I

—J (2ee +95) g,(B, — By) dx—ezj ¢* (B — By) dx
! I

car |l¢|| =1 et (¢,9;)=0
donc si |e| <1, et si:
Ay= |¢4(g1,Bl;H1,bx) — ®,(9,, BzéHz,b2)|
alors :
(328) Ay=<(1—¢”)|b,—by| +coe(]lgr—gall + ¢ By — By -
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11 résulte des majorations (3.25) a (3.28) qu’il existe g3 > 0 tel que pour &
vérifiant |e| < ¢ et pour tous (g, B,; H,, b)) et (g,, B, ; H,, b,) apparte-
nant 4 4 :

m ®(gy, B1; Hi, b)) — (g2 B,y ; Hy, b)) Il <
<cpll (91, By ; Hy, by) — (g2, By Hy, b))

ol c¢jp est une constante strictement inférieure a 1.
Ceci montre le lemme 3.3.

3¢ étape de la démonstration du théoréme 1

Nous allons appliquer le théoréme classique de point fixe suivant qui nous
donnera I’existence d’une solution non triviale du probléme (£,,).

THEOREME 3.4 : Soit X un espace métrique complet, p =0, x e X et
B={xeX; d(x, x)=<p}.
Soit ¥ une application définie de B dans X telle que :

i) il existe N € 10, 1[ tel que - Vxet x' € B d(¥(x), ¥(x')) < Nd(x, x")
i) d(¥(x), x) < (1—-N)p

alors, il existe un y, et un seul dans R tel que :
¥(y) = »o
(¢f- : J. Dixmier [6] par exemple).

Prenons :
X=V,xV,xR?
x = (0,0,4%0)
¥ = @ définieen (3.14)a (3.17)
B={xeX, lixg—xll <pe®} avec p=p,;+py+p3+pq
alors la deuxiéme étape montre que la condition i) du théoréme 3.4 est
verifiée.
Vérifions la condition ii) du théoréme 3.4.

o (x) —xll = [| @1 (x0) ,|H2(— 1 I ‘Dz(xo)”Hz(_l/z’ iyt
+ | @3(x) — h?| + | Palx0) |
avec, d’aprés la définition de & :
° q)l(x()) — asz L—l(_ 83 ‘P3) - _ €3a2K2 L—I((P:i)
donc :

1200, <e* @ NL ] e vy 191
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® @y(x) = &2 @’ Ay ((x + ¢) 9%)
donc :

@200 I, < 2”@ 83 | gy, 5y 1 x+ ) €11

o O;(x) —h*= —.84J‘ ¢* dx
1
donc :
|@3(x0) — 1°] < e*fle]l,, -

® Oy(x) =0.

Par conséquent :
2. 2 27 -1 2 A1 2
W (xg) — x Il < e?[ea® | L7 can vy T4 | A% ||$(M2, ot el -

11 suffit donc, pour que ii) soit vérifié, que :

(ea®*|| L +a’|| Ay +e9).

lell, <P

~1 1
” (M, Vy) ” L(My, V5)

et donc que:

4
(3.29) Z p=p= azn A]—vl ” PR I q:>||00
1=1

avec |e| assez petit.
Il en résulte que, sous ces hypothéses il existe un g, tel que pour
0 < |&| = gy le probléme de point fixe:

cb(gea Be;Heabs) = (gsﬁBa;Hsr bs)

admette une solution et une seule dans £.
Et donc, d’aprés le lemme 3.2, pour 0 < |e| <¢g; le probléme
(?;4) admet une solution de la forme (3.18) avec:

lg.| B2 =P e, |8 (-1, 1) = P2 e’

3.30)
¢ lhf—h2| spse’ et |b,| <pge’.

Il en résulte donc lexistence d’une branche de bifurcation du probléme
(2;4), issue du point (0, x + ¢; a, h) et paramétrée par e.

4¢ étape : estimations sur la branche bifurquée.
La branche bifurquée construite a 1’étape précédente vérifie :
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pour 0 < |e| <&, et p; (i =1,4) tels que (3.29):
{ fe=¢e0+g,

A, =x+c+b,+ B,
ou g.€V,, B.eV, et b,eR

avec les majorations de (3.30).
Montrons qu’elle est de la forme (3.3) a (3.7).
Pour tout c¢ tel que la condition (H,) soit satisfaite posons :

g.=¢8"g.; b, = e2b, et B, =¢’B,
et substituons les expressions de f, et 4. dans ’équation (1.10), il vient :

—e?B! = —a’(e¢ +¢%§.)? (x+c+b,+B,)
Bi(x1/2)=0 B,eV,

(3.31

donc:
B, +a’ A" ((x+¢) ¢) = —a?A3'[eG.(2 ¢ + £3.) x
x (x+c+b,+B,)+eXb, + B,) ¢’

par conséquent :

”EE +a* Ay ((x+¢) ¢) “Hz(— 121

+ || B,

m)n«&n;

avec g., b,, b,, B, et B, bornés dans L®(— 1/2, 1/2) pour 0 < |&| = &g.
Le second membre tend donc vers 0 lorsque ¢ —» 0 et :

B, - — a’Ax'((x + ¢) ¢*) dans H*(—1/2,1/2) lorsque € — 0 .

€

Ay étant un isomorphisme de ¥, sur M,, la limite de B, notée
B,, est 'unique solution du probléme :

— B} =—a*(x+c)¢* dans 1-1/2,1/2[
By(x1/2) =0

(3.8)
I
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* La fonction g, vérifiant (3.19), g, vérifie les équations suivantes :

—gl+at? i (x+0)§. - a’k’ g,

h? - h?
-t (I o (o4 o)

(3.32) —ea*h?k*(b,+ B)2x+2c+b,+ B,)(¢ + £F,)
— ca?X(¢ + £3,)
gi(x1/2) =0
(G ¢) =0.
Si g, est solution de (3.32), le second membre de cette équation est
orthogonal a ¢ donc:

2_h2_

(3.33) az( i

82

) U (x+c) oo +eg,)dx +
I

B szj (be+B)R2x+2c+b,+B)(¢+2d,) ¢ dx]
I

= —f (<p+8§2)3<de—az—h2J~ (b. + B.)
1 1

X 2x+2c+b,+B)(e+¢e7,)edx

et donc en utilisant de nouveau ’hypothése (H,) :

hZ—h?
lim ( 5 ) =My =

e-0 €

—2a2»h2J’ (x+c)Bocp2dx—J ¢* dx
T I

Aa2J~ (x + ¢)? @* dx
I

ce qui montre (3.9), pour tout ¢ vérifiant la condition (H,).
11 résulte de cette limite et parce que b,, g, et B, sont bornés lorsque

e >0, que le second membre de (3.32) tend vers 0 dans L% —1/2,
1/2); g. tend donc vers 0 dans H* —1/2, 1/2) et donc dans LY — 1/2,
1/2) lorsque & — 0.

» Ecrivons d’autre part que le second membre de (3.31) est d’intégrale
nulle :

bef (cp+e‘(7€)2dx+J (p+eg.)Y (x+c+B)dx=0
1 1
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donc, puisque (g, ¢) = 0 et que (H,) est vérifiée :
& b.[1+ <] g.’] +'e2f o* B, dx +¢ j (x+) (29 +2g.) G, dx +
1 I

+ 63 f B.2¢+¢§.)g.dx =0
7
donc:

(3.34) b, + J

<p231dx4n—zj x¢g. dx =
I €

I
A LA f B.(2¢ +¢3.) aadx‘—J (x+¢)gldx
I I

b., g. et B, étant bornés quand ¢ -0 et g, tendant vers 0 dans
L%(—1/2, 1/2), il en résulte que :

(3.35) lim (E€+2J' xqa%dx) =)—J.cp21§0dx.
I € I

e—-0

Posons :
= 1_
f e = = gs
€
alors, en substituant cette relation dans (3.32), on vérifie que £, est solution
de :

/—f_s"+a4h2K2(x+c)2f£—a2K2fs
=—a*h?l?b,2x+2c+¢*b, +e’B) (o +¢7,)
—a*® M (x +¢) (¢ +¢F.)
(3.36) )
~a*h?*B.2x+2c+b,.+B)(o+:d.) —a’ (¢ +27,)’

JSi(=1/2) =0
(,fe: “P) =0.

Le second membre de cette équation étant borné dans L2(— 1/2,1/2),
f. est borné dans H?(— 1/2,1/2), lorsque & tend vers 0 ; il en résulte qu’il

existe une sous-suite, encore notée (f,) et extraite de la famille
(f.), qui converge faiblement dans HX — 1/2, 1/2), vers un élément

fo€ HA —1/2, 1/2), lorsque ¢ tend vers 0.
Grace a l’existence des limites (3.35), (3.8) et (3.9), nous pouvons passer
a la limite au sens des distributions, ¢ tendant vers 0, dans 1’équation (3.36),
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pour la sous-suite convergente (f.) et les sous-suites (5.), (B,) et

(h,) associées ; on vérifie alors que f est solution du probléme suivant :
—f§+a*h*i(x+ ey fo—a’ K’ fo -
—4a*h P (x+ )@ U (t+¢) (pfodt)
I

(3.37) =—a2K2<p3—2a4h2K2(x+c)(p<B0.—J (szodt> —
I

—a*my(x+c)ie
fo(£1/2) =0 foe H(-1/2,1/2)

avec: fo9)=0.

La fonction ¢ est solution de I’équation homogéne associée (équa-
tion (3.11)), car le terme intégral de cette équation est alors nul. Lorsque
(3.11) n’admet pas de solution orthogonale a ¢, la limite f est unique, et
toute la famille (f,) converge alors vers f.

On vérifie alors, grace a (3.35) que la famille (5,) admet aussi une limite,

et que cette limite est donnée par (3.12).

Notons que lorsqu’il existe une solution de (3.11) orthogonale a ¢, il n’y a
plus unicité de la solution de (3.37) ; nous avons alors seulement conver-
gence d’une sous-suite (f,) vers une solution de (3.37).

* Lorsque ¢ = 0, la parité des solutions permet de nous affranchir de
I’hypothése d’unicité de la solution de 1’équation (3.11) ; nous avons, pour
tout &, 0 < |e| < g;:

b,=0

g. est paire et B, impaire
car, sinon (g,(— x), — B,(— x), h2 0) serait un autre point fixe de ®, ce qui
est contraire au résultat d’unicité montré. Il en résulte que :
d’une part : by=0

d’autre part :

Ve, 0< |s|<z—:0-: wagedxzo
I

et donc que f, admet une limite donnée par (3.10) par passage a la limite
direct dans I’équation (3.36).
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CONCLUSION

11 résulte donc du théoréme 3.1, Pexistence de branches de solutions non
triviales des équations de Ginzburg-Landau; plus précisément, a toute
solution triviale (0, x + ¢ ; a, &) telle que la condition (H,) soit satisfaite, est
associée une courbe de solutions bifurquées. Les solutions obtenues ne sont
physiquement acceptables que si ce sont des solutions stables ou métasta-
bles. Dans C. Bolley [3], on précise pour quelles valeurs de 4, une solution
triviale du probléme (£, ) est stable ou instable ; une étude analogue reste
a faire pour les solutions bifurquées.
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