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ECOULEMENTS EN MILIEU POREUX
N’OBEISSANT PAS A LA LOI DE DARCY (*)

Youcef AMIRAT (%)

Communiqué par R. TEMAN

Résumé. — L’écoulement d'un gaz a travers un milieu poreux, qu'on suppose régi par une loi
quadratique de perte de charge, est modélisé en régime transitoire par un probléme parabolique
non linéaire dégénéré. On établit des résultats d’existence, d’'unicité et de régularité. On étudie
ensuite le comportement limite des solutions lorsque le paramétre de résistance inertielle tend vers
zéro.

Abstract. — This paper deals with the study of a transient gas flow through a porous medium,
with a quadratic pressure drop law, governed by a nonlinear degenerate parabolic equation.
Existence, uniqueness and regularity results are established. The asymptotic behaviour of the
solutions when the inertial flow resistance tends to zero is also considered.

I. INTRODUCTION
Soit Q un ouvert borné connexe de R?, de frontiére réguliére T, et v la
normale unitaire sortante de . On considére le probléme parabolique non

linéaire dégénéré :

(1.1) ¢3<_”_)_divF(Vu)=o dans Q =Qx 10, T[,

o\ JTu]
12
avec F(v)=K(1+(r|v|) _lv, veR?,
olv
1.2) F(Vu).v=g sur Z=Ix 10, T[,
1.3) u(x,0) = uy(x) dans Q,

ou ¢, K, o, u, sont des fonctions données dans et g est une fonction
donnée sur 3. Ce probléme modélise, dans certaines conditions, ’écoule-

(*) Regu en mai 1988, révisé en avril 1990.
(") INRIA Rocquencourt, B.P. 105, 78153 Le Chesnay Cedex France.
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274 Y AMIRAT

ment d’un gaz a travers un milieu poreux, en régime visco-inertiel,
u repreésentant le carré de la pression. Les lois de base pour I’établissement
du modéle sont [1]:

— la loi de conservation de la masse :

1.4 ¢%+divq=0 dans Q,

— la loi quadratique de perte de charge ou loi de Forchheimer,
généralisant celle de Darcy (cf. [6], [10], [13], [14]):

(1.5) —pVp=oaug+B|q|qg dans Q,
— la loi d’état des gaz parfaits isothermes :
(1.6) p = bp, bconstante.

Dans (1.4), (1.5), (1.6), & désigne la porosité de la roche, p la masse
spécifique du fluide, p la pression, g le débit massique unitaire, p la viscosité
dynamique du fluide, o (resp. B) le facteur de résistance visqueuse (resp.

inertielle). Avec ces notations, K = — , o = 2bBK 2 La condition (1.2)
ap

exprime que le flux de masse sur I" est imposé et (1.3) résulte de la donnée
de la pression a linstant initial. Si Pon prend une loi d’évolution
thermodynamique adiabatique, p =bp”, 0 <y <1, on obtient que
u = pY*+! est solution positive de :

(1.7 d)%(lul"zu)—divF(Vu):O dans Q,
2y 4l o 1 _ ,
avec r= S 1 , K= ap.(«/+1)’0_b(7+1)BK'

Remarquons que si la fonction o est nulle alors (1.7) coincide avec
I’équation classique des milieux poreux. L’équation des milieux poreux et,
plus généralement, les équations paraboliques non linéaires dégénérées du
type u, — Ad (1) = 0, ont été étudiées par de nombreux auteurs (¢f. par
exemple [2], [4], [S] et la bibliographie de ces travaux). Nous nous
intéressons ici au cas ou o est positive, cas dont I’étude présente un intérét
pratique dans ’exploitation des gisements de gaz. Les problémes inhérents a
ce type d’écoulement ont fait ’objet d’un grand nombre de travaux en
simulation numérique (c¢f. [8], [9], [11], [15], [17] entre autres).

L’objet de cet article est I’étude mathématique du probléme (1.1), (1.2),
(1.3). Moyennant des hypothéses convenables sur les données, on montre
I’existence d’une solution en utilisant une technique de semi-discrétisation
en temps, développée dans [7]. On établit des résultats de régularité,
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ECOULEMENTS EN MILIEU POREUX 275

d’unicité et de positivité. On présente ensuite une extension de ces résultats
aux cas suivants : affaiblissement des hypothéses sur les données, écoule-
ments compressibles adiabatiques. Le dernier paragraphe concerne 1’étude
du comportement limite des solutions u#, du probléme (1.1), (1.2), (1.3),
lorsque le paramétre o tend vers 0. On établit un résultat de convergence de
u, vers la solution de I’équation des milieux poreux. Le champ du gradient
étant localement coercif, on obtient ce résultat a 1’aide d’estimations a priori
qui tiennent compte du changement de comportement de la fonction
F au voisinage de 0 et de l'infini. Une partie de ces résultats est annoncée
dans [1]. L’analyse numérique du probléme (1.1), (1.2), (1.3) fera I’objet
d’une publication ultérieure.

II. RESULTATS D’EXISTENCE, D’UNICITE ET DE REGULARITE POUR LE PROBLEME
(P

Soit 0 un ouvert borné connexe de R? de frontiére réguliére I, de
vecteur normal extérieur v, et )0, T[ Pintervalle de temps d’é¢tude du
phénomeéne.

Il s’agit de trouver u solution de :

0 (¢_“_)_divF(Vu)=o dans Q =Qx 10, T[,

3\ Jlul
(P)  u(x,0) = ug(x) dans Q,
F(Vu).v =g sur % =Ix]0,T[,
ou:
12
F(v)=K(1+U|U|) _1v, veRY.

o|v]
&, K, o sont dans des fonctions de L®(Q), vérifiant :

O<d_=d(x)<¢, p.p.dans ),
.1 0<K_=K(x)=<K, pp.dans(,
O<o_=<o(x)=so, p.p- dans ).

Nous utilisons les méthodes développées dans [7] et [12]. Posons
vV = WH¥%(Q) et notons 4 P'opérateur non linéaire de ¥ dans V' défini
par :

Yu,veV
2.2)

(Au,v):J- F(Vu) .Vvdx.
Q
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276 Y. AMIRAT

B est 'opérateur non linéaire de L¥*(Q) dans L3(Q) défini par :

u
2.3) Bu=4¢ .

Vul
Supposons :
2.49) wevrv,
(2.5 ge Wb, T; w='73T)),

ou W~ '33(T) est le dual de W'»3X(T), et W'3%(T) est ’espace parcouru
par v | lorsque v parcourt W1’3/2(Q).
On définit f € L3(0, T; V') par:

(2.6) (f (), v) = (g(0), v [ D) 53y, w3y

(2.5) implique % e L30,T; V"), donc fe C%[0,T];V").

On considére alors le probléme non linéaire suivant :
2.7 %(Bu)+Au=f dans L *°(0,T;V'),
(2.8) u(0) = uy.

II.1. Existence d’une soluticn faible

Nous allons établir le résultat suivant.

THEOREME 2.1 : Sous les hypothéses précédentes, il existe une fonction u
telle que :
2.9) ue L0, T;V),
(2.10) 2 (Buye L=, T; V"),

et u vérifiant (2.7), (2.8).

Remarque 2.1 : La condition (2.8) a bien un sens car il résulte de (2.9) et
(2.10) que Bue C°%[0, T];V").

Remarque 2.2 : La démonstration que nous proposons ici est inspirée des
techniques de [7]. Elle consiste en :

— une semi-discrétisation en temps de (2.7), (2.8) par un schéma
implicite,

— Pobtention d’estimations a priori (¢f. Remarque (2.3) ci-apres),

— le passage a la limite.
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ECOULEMENTS EN MILIEU POREUX 277

Remarque 2.3 : Multiplions formellement (2.7) par u (resp. % ) ; il

vient (resp.):

2
@.11) lij ¢|u|3/2dx+J K(”"'V“')l Y \Vuldx = (£, u),
0

3dt
du 2a’x+J F(Vu). V(du>dx= <f,d—u>;

dt

d dt

1%,;
3J)a \/m
mais, <f—>=% ,u)—<ﬂ,u>,et

dr
JF(Vu) v(d“)dx=_[ JKW"—W“UM _
Q dt o
_J‘ K_l_Vil_dx:|;

a ag
donc

3/2
@.12) J¢ |1u du +%[§JK—_(”"(LV”|) dx —

[l (o0).

Les estimations a priori qui suivent seront calquées sur (2.11) et (2.12).
Explicitons d’abord quelques propriétés simples des opérateurs 4 et
B.

PROPOSITION 2.1 :

i) Les opérateurs A et B définis respectivement par (2.2) et (2.3) sont
holdériens d’ordre 1/2 et monotones.
ii) Les fonctionnelles J, et Jy définies respectivement sur V et L**(Q) par :

(2.13) JA(v)=§J sz J KIVvld

0'
(2.14) Jg(v)=§J blv|¥dx,
1)

sont convexes, Fréchet différentiables et telles que :

Jy=A4, J§ =B.
De plus,

(2.15) JA(v)zclj |V |¥dx - C, YveV,
Q

vol. 25, n° 3, 1991



278 Y. AMIRAT

C, et C, constantes strictement positives,

(2.16) Jz(v) = cgj |v]32dx VYve L3¥Q),
Q

C; constante strictement positive.
La démonstration utilise le lemme suivant (c¢f. [1]).
LEMME 2.1 : L’application F de R? dans R? définie par :

L+ o2 -1

PO ="

v >

est holdérienne d’ordre 1/2.

Démonstration de la proposition 2.1 : Nous la donnons seulement pour
A (la preuve est immédiate pour B).

Point (i) : Soient u;, u, € V. On écrit :
K
(Au, — Au,,v) = J = (F(Vu;) — F(Vu,)) . Vv dx,
Q
alors, grice au lemme 2.1 et (2.1),

. ( .y o
(Au, — Au,,v)| < C Vu, — Vu, "2 |Vvjdx, C constante
1 I
Q

d’ou, en uiilisani i'inégaiii¢ de Hoider,
12
| (Auy — Aus, v)| < Clluy— gy 0]l

c’est-a-dire A est holdérien d’ordre 1/2. Pour prouver que 4 est monotone,
on écrit :

(Au; — Auy, uq — uy) = J | F (Vuy) | | Vuy | dx + J | F (Vuy) | | Vu,| dx
Q Q

— J F(Vul).Vu2dx—J F(Vu,) Vu,dx ,
0 )
d’ou
(Auy — Auy, uy — uy) = J ([F(Vu1)| - IF(Vuz)l)(qull - |Vu2|)dx,
0

qui est positif car x — (1 + x)"? est croissante sur R .-
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ECOULEMENTS EN MILIEU POREUX 279

Point (ii) : Un calcul facile montre que J, est différentiable au sens de
Gateaux, de difféerentielle J; = 4; la monotonie et la continuité de
A (point (i)) prouvent alors que J, est convexe et Fréchet différentiable.

Soit maintenant v € V. On a, grace a (2.1),

JA(v);C{f |Vu|3/2dx—C§J |Vv| dx,
Q Q
puis, en appliquant I'inégalit¢é de Young :

Vn=0, 3C,=0, telque,

J |Vv| dx <m j |Vv|¥2dx + C (mes Q),
o o

avec m convenablement choisi, on obtient I'inégalité (2.15).

Démonstration du Théoréme 1

a) Construction du probleme approché
Nous introduisons les notations suivantes :

N est un entier destiné a tendre vers linfini et =—. Si

2~

a=(a%....,a"ye EN*! ou E est un espace de Banach, IT,(a) est la
fonction étagée définie par :

O(a)(t) =a"*' si nh<t< (n+1)h, n=0,.,N—1,
0,(a)(0) = ay .
Ay (a) est la fonction définie sur [0, T'], linéaire sur [rh, (n + 1)h] avec:

Ay(a@)(nh) = a”, n=0,..,N,
et

D,1y(a) = P Ay(a).

d
d
On considére le probléme discrétisé suivant :

Q17w =up,

(2.18) %(Bu,',‘“—Bu,’,‘,v)+ (Aul* L v) = (flv) VYveV,

n+1)h

avee f,’,‘:%f f(ydi, n=0,1,., N 1.
nh

vol. 25, n° 3, 1991



280 Y. AMIRAT

Ce probléme admet une solution unique u; = (uf, ..., u))e VV*L En
effet, la fonction J, de ¥V dans R définie par:

Jo(®) = 1 I5(0) + L, () — (F0) ~ 1 (Buf v),

(J4 et Jp étant définies respectivement par (2.13), (2.14)) est convexe, et
méme strictement puisque Jp I’est, continue, tendant vers I'infini 4 I'infini
sur ¥V (grace a (2.15), (2.16)), donc admet un minimum unique en
u* et Jy(u*) = 0. On obtient ainsi I’existence et 'unicité de u} dans (2.18),
puis par récurrence celle de uj, n =2, ..., N.

b) Estimations a priori
b.1) Prenons dans (2.18) v = u}*!; il vient:

%J (Bup*'— Bupyultldx + (Aup* L ultYy = (fLuptt).
o

Utilisant I'inégalité de Holder, on a
J | Bujup*'| dx < J ¢|u,’,‘|l/2 |up*!| dxszj ¢[|u,’,‘+ll3/2dx
o Q 3Ja
+ %J ¢‘u,’,‘|3/2dx} ,
o

(2.19) J (Bu,',‘“—Bu,’,‘)u,f“dxaC“l:J‘ |14,',’+1|3/2dx—J~ |u£|3/2dx],
Q Q o

avec C, = é(b_. D’autre part,

n 1
'(f;::uh+1)l =

Bl

(m+1)h .
[ bt e ans

on en déduit :

Vn=0, 3C,=0, telque,

. C (n+1)h
@20)  |Uhub D] =n]u )P 2 j I3 dt
nh

Les inégalités (2.19), (2.20) et I'inégalité :
(Aup* L ul*H=Cj f |Vu,',’+1|3/2 dx — C; (conséquence de (2.15))
a
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ECOULEMENTS EN MILIEU POREUX 281

impliquent :

C

74[‘[ |uf+l|3/2dx—J |u,§‘|3/2a’x]+C{J~ |Vu,’,‘+1|3/2dxs
Q [y Q

C (n+1)h
30 ,
< I+ 2 [ o @ s,

d’ou, en choisissant m convenablement,

C
(2.21) Zlf [j |u;+1|3/2dx_J |u;’}|3/2dx] +C5J |Vu;','+1|3/2dx<
Q Q o

(n+1)h

C
nf |“17+1|3/2dx+7"J I/ (D3 de +C3,
QO nh

C constante strictement positive, indépendante de 4 et n.

Multipliant maintenant (2.21) par 4 et sommant de 0 4 N — 1, il vient :

N -1
C4J lu'|* dx + hC s Zf |Vup + 1P dx <
(Y] n=0+vQ

N-1 r
nh Y J |u,’,’+1|3/zdx+CnJ ”f(t)"?/'dt+TC§+C4f g 2 dix
n=0 Q 0 0
d’ou:
3/2 N-1 39
(222) j ’uillvl / dX$C6+hC7 Z j ’u;:l+l’ / dx,
o n=0 vQ
S 3/2 N
223 hYy J | Vup+!| / dx<Cgs+hC; Y
n=0 v

-1
lup )P dx,
n=0 Q

C4 et C, constantes indépendantes de 4 et n.
De (2.22) on déduit :

32
J |up | " dx < constante ,
0

puis, de (2.23),

h Ni] J | Vuy * 1l3/2 dx =< constante .
Finalement : S
(2.24) J |up|* dx < constante
o
(2.25) h Nil [l 2 ?jz < constante .

n=90
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282 Y. AMIRAT

b.2) Prenons dans (2.18) v = u}*' —uJ; il vient :

@26) 2 (Bup*' — Bupupt' —uf) + (Auptluf !~ uf)
= (fhupt!—up).
Négligeant le premier terme qui est positif, et tenant compte de :
Auf* L ul  —u) = T (uf ) — J4(ul)  (J4convexe),

on obtient en sommant (2.26) de 0 a N — 1,
N -1 )
Jay) =T (ug) < ¥ (fiup ™ —up) =
n=20
N-1 N !
=N Lu) = (Fiug) - Y (Fr-fihuD,
n=1

d’ou, avec P'inégalité de Young et (2.25),

3/2

JA(u}]lv)$C8+nllul]1v”v ,

Cjg constante indépendante de /4 et n.
Utilisant maintenant (2.15) et (2.24), on obtient (avec m convenablement
choisi) :

(2.27) flun ||, < constante ,

|
Iy
et de (2.18), il résulte alors:
(2.28) % (| Bup*! — Buj| . < constante .
b.3) Soit ¥, la fonction numérique définie sur [0, 7] par:
wm=j|mmxm”a.
Q
D’aprés (2.24), ¢, est uniformément bornée. De plus, (2.21) et (2.24)
impliquent :

% (Y (nh + h ) — ¥, (nh)) < constante ,

et en prenant v = u; dans (2.18), on obtient grice a (2.27):

1
7 J (Buj — Bul'*") u} dx < constante ,
Q
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ECOULEMENTS EN MILIEU POREUX 283
d’ou:
% (Y, (nh) — ¥, (nh + h)) < constante .
Par conséquent :
(2.29) ;11. (W, (nh + B ) — b, (nh))| < constante .

c) Passage a la limite

Des estimations (2.27), (2.28), (2.29) on déduit qu’on peut extraire des
sous suites (encore indexées par k) telles que :

11, (uy,) —>u dans L®(0, T; V) faible *,
M,(Bu,) —v dans L%(0,T;L?>)faiblex,

D, 11,(Bu,) —» %—l; dans L*®(0, T; V') faible *,
I, (Auy) - X dans L*®(0, T; V') faible %,
by —¥ dans C([0,T];R);

(ainsi ¢(0)=J luo|*?dx , ¥ (T) = lim j || dx).
Q Q

N>

En reprenant la démonstration de [7], on obtient :
v = Bu, %(Bu)+x=f dans L*®0,T; V"), x = Au;

ce qui termine la démonstration du théoréme 2.1.

I1.2. Régularité de la solution faible

Une estimation a priori supplémentaire va nous permettre d’établir le
résultat de régularité suivant :

PROPOSITION 2.2 : Si u est la solution précédemment trouvée, alors :

(2.30) ue C[0, T]; L¥(Q)),
_ 14 du 2
(2.31) |u| =52 e L2(Q) .

Démonstration : On considére la suite (uy) définie par (2.17), (2.18).
D’apres (2.26) et I’estimation (2.27),

N-1

! 1

Y 7 J (Bul*' — Bul)(ul*' — u}') dx < constante ,
n=0 Q

vol. 25, n* 3, 1991



284 Y. AMIRAT
d’ou, avec (2.1),
N 1 u;: ! uz n+1 n
Y - — (up* ' — uyp) dx < constante .
h Q / n+1 n
Sl la \ Sl il

Utilisant I'inégalité dans R :

x=»12 ([ x ¥ o
T = T A ) e

on obtient :

N_1 1 u2+1_
zt |
S0 daSlupt |+ S |uh| h

Soit w, la fonction étagée de [0, T} dans L3(Q) définie par :

ujy 12
(2.32) ] dx = constante .

wi(6) = [uf "+ |up]' st nh<t< M+ 1) hn=0,..,N -1,
2
w,(0) = Iu,fll/ + |u0|1/2.

Posons :

1
Sp = W—I/zDh 10, (uy)
Vi

Drapres (2.32) (resp. (2.27)) s, (resp. w;) est bornée dans L*(Q) (resp.

ANy IRy R TP
(@)). On en déduit, avec I'inégalité suivante :

T ya 3 T , 1/4 T , 3/4
[, (], it ) des ([ Db ) (] 1)
0 0 0 0

D, 1, (u,) est bornée dans L¥%(Q).
Appliquant le théoréme d’Ascoli a la suite A,(z,), on a pour une suite
extraire :

Ay (uy) converge vers u dans L*%Q),

% A,(u,) converge vers ‘;—1: dans L**%Q) faible,

d’ou (2.30). De la convergence de II,(u,) vers u dans L**(Q), on déduit

w, convergevers?2 |u|'?  dans L3(Q),
wi?  converge vers \/2|u|"* dans L%Q),
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Alors, si s est la limite (dans L?*(Q) faible) d’une suite extraire de
Sp, on a:

1 _ du
lu|="* = e LXQ).
Remarque 2.4: On vient aussi de montrer que %e L¥*(Q). Notons

quon peut déduire ce résultat de (2.31), (2.9) et de I'inégalité de Holder :

du 3/8 ( 1 du |32 -
J;) 7 d dt = J (Jul®) PIES v dx dt <
1/4 5 3/4
= (J lu{3/2dxdt) <J 1| dxdt)
0 oV |ul dt

I1.3. Un résultat d’unicité

On a un résultat d’unicité dans une classe de fonctions réguliéres, donné
par le théoréme suivant.

THEOREME 2.2: Il n’'existe, au plus, qu'une solution de (2.7), (2.8),
possédant la régularité :

(2.33) % (Bu) e LY(Q).

Démontration : Soient u; et u, deux fonctions vérifiant (2.7), (2.8), (2.9),
(2.10) et (2.33). On a:

(2.34) %(Bul)—%(Buz)+Au1—Au2=O dans L®(0,T;V').

Soit pour & >0, u, = sign, (u; — u,), ou sign, est la régularisee de la
fonction sign :

sign () =1 si y=>0, sign, (¥)=1 si y=>c¢,
sign () =—1 si y<O0, sign, (y)=y/c si |y|=se,
sign, () =—1 si y<-—¢.

On a bien: u, € L0, T; V N L*(Q)), et
(Au) — Auy, u,) = j (F(Vuy) = F(Vup)) . V(uy —uy) x
Q

x (sign; (u; —uy))dx =0,
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d’ou, avec (2.34),

Jrl<—d(Bu) —d(Bu)u>dt 0 VI'.0<T' <T
17— 2/ 4 = y U << = N
0 dt dt

c’est-a-dire :

" (_d_(Bu)_i(Bu))udxdzso
o Ja \d@ VT g Y e '

On fait maintenant tendre e vers 0; on obtient :

" <d(Bu)—d(Bu) sign ( dx di <0
on% 1 p7s 2)8”1‘”2))5\,

ou encore, puisque B est monotone,

T d i
JO J;) ( =% (Bu, — Buz)) sign (Bu; — Bu,)dxdt <0

or, pour we L0, T"; L'(Q)) tel que %‘:— e L'(0, T'; L'(Q)) on montre

(par régularisation et passage 4 la limite) :

JFTVJ ﬂsign (w)dxdt:J |w(x,T’)|dx—Jr |w(x,0)]| dx.
o Jo dt o Q

Ao
Vg VIVE) N

-
J [Buy(x, T') — Bu,(x, T")|dx <0 VI',0<T' =T,
0

est strictement

d’ou Bu, = Bu, quiimplique u; = u,, car ¢ =0 et x —» \/%
P

croissante sur R.

II.4. Un cas d’existence et d’unicité d’une solution positive du probléme (P)
Ftablissons d’abord un lemme qui permet de donner un sens a la

condition aux limites du probléme (P) (dans C°([0, T]; W~ '3}T)))

lorsque la solution de (2.7), (2.8) vérifie 7 (Bu) € L*(Q). On suppose ici

que Q est un ouvert borné de R? d<6, dont la frontiére T est de classe
C? par morceaux.
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LEMME 2.2 : Soit E = (ge (L*(Q))?; divg e L%)), muni de la norme
Nalle = Nl L3y + 14iv gl 12qy qui en fait un espace de Banach. Pour

q € E, on peut définir de maniére unique la trace normale T, de q sur T par :
T,qe w='>3I),

(2.35)
(Tv q,V |l") = f

qg.Vvdx + J vdivg Vve V.
o

o
L’application T, est linéaire continue de E dans W~ 33T et sa restriction a

(CY(Q))? coincide avec la trace normale au sens usuel.

Démonstration : Soit & € W'*3XT') ; on peut associer 4 ¢ un relévement
v e V, vérifiant v | = ¢ et tel que 'application ¢ — v soit linéaire continue
de W'»3XT) dans V. On vérifie que, pour g et ¢ fixés, la quantité :

qg.Vvdx + v divg dx (qui a un sens compte tenu de V’injection de
o Q

Sobolev ¥ = L¥Q) lorsque d < 6) est indépendante du choix du reléve-
ment ; en effet, si v}, v,€ V et v,|r = v,y|r = ¢, alors v, — v, € W 3(Q) et
le résultat est immédiat par densité de D(Q) dans W} *2(Q). Donc

d - f q.Vodx+ j vdivgdx est une forme linéaire continue sur
Q Q
W133X(T) et par conséquent,
J q.Vvdx+ J vdivgdx = (T,q,¢), T,qe W-'33T),
Q Q

ou ( , ) désigne le produit de dualité entre W~ '33(T') et W'/33(T). 1l est
facile de voir que l’application 7, ainsi définie est linéaire continue de
E dans W~ '33(T). Soit maintenant g€ (C'(Q))?; on a:

(2.36) (Tvq,v|1~)=J. qg.Vvdx + J vdivgdx =
Q Q

=J q.vlrd(r Voe Cl(Q).
r

Or les traces des fonctions de C!({}) forment un sous-espace dense de
W3 et égalité (2.36) a donc lieu pour tout v € V. Il s’ensuit que
T,q=gq.v, Yge (C'(Q))% Enfin, (C'(Q))? étant dense dans E (cf. [16]),
T, est donc définie par (2.35) de maniére unique.

Le lemme suivant montre ’existence d’une solution positive (resp.
négative) de (2.7), (2.8) lorsque la donnée initiale et la donnée aux limites
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sont positives (resp. négatives). On dira que g est positive (resp. négative)
si:

(g(),v|r) =0 (resp. <0), Yve V,v=0p.p.dansQ;Vee(0, T].

LEMME 2.3: Si,
(2.37) infessug>— 00 et ¢ estpositive,
alors, la solution u de (2.7), (2.8) donnée par le théoréeme 2.1 vérifie :
u(y)=infessuyp.p.dans Q.

Démonstration : Montrons que la suite (u#;) définie par (2.17), (2.18)
vérifie :
u,(x) = inf ess u, p.p. dans Q.
On pose u,; = infess ug . )
Pour n =1, on prend v, =sign] (u} —u,) dans (2.18) avec € >0 et .
sign, est définie sur R par: .
0 si A=0,
sign, (A\) =Ae si —esA=0,
—1 si As-—¢

On obtient :

1! .

_J (Buj — Bu,) v, dx+J F(Vu}).Vv, dx =
h Q Q

n 11
= (fﬁ,ve)+iJ (Bug— Buy ) v, dx.
h 0

On vérifie que :

JF(Vu;).Vuedxao, Ye =0, d’ou, avec (2.37),
Q

(2.38) %j (Bul — Bu,) v, dx<0.
0

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue permet de passer a la
limite dans (2.38) quand ¢ tend vers 0; ce qui donne:
% J (Bu} — Bu,;) sign™(uj} —u,;)dx <0, avec
o
0 si A=0,
sign™ (A\) =
-1 si A<O.
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Comme :
(Buj.— Bu,;) sign™ (uj —u,) = (Buj — Bu,)™,
on déduit :
(uh—uy)” =0,
C’est-a-dire,
up(x) = u,; p.p. dans Q .
Par récurrence on montre que :
up(x) = u,; p.p. dans O .
Remarque 2.5 : Si sup ess uy < + 00 et g négative, alors u(y) < sup ess u
p.p. dans Q.

Des théorémes 2.1, 2.2, et lemmes 2.1, 2.3 on déduit la proposition
suivante.

PROPOSITION 2.3 : On suppose que infessuy >0 et g positive. Alors, il
existe une fonction u et une seule telle que :

(2.39) ue L0, T;V),
(2.40) %(Bu)eL“’(O,T; 'y N LYQ).,
241 u(y) =infess uyp.p. dans Q,

et u vérifiant :

(2.42) dit (Bu) — div (F(Vu)) =0 dans L*Q),
(2.43) u(x,0) = up(x) dans Q,
(2.44) F(Vu).v=g dans C °[0, T]; w~»3%I)).

Remarque 2.6: Dans le cas général nous ne savons pas montrer
Iexistence d’une solution faible de (2.7), (2.8) possédant la régularité
(2.33). 1l serait intéressant d’étudier le cas u, positive et g négative et de voir
a quelles conditions supplémentaires sur les données a-t-on existence et
unicité d’une solution positive du probléme (2P). Dans le cas 1-D, on peut
donner une réponse partielle a la question. La solution u de (2.7), (2.8),
obtenue par la méthode constructive du théoréme 2.1, satisfait a la

propriété de continuité : u € C (Q). En effet, cette propriété se déduit de la
condition ue L*(0, T; V) n Wh3%(Q), selon le raisonnement suivant.
ue L*®(0,T; V) entraine que, pour presque tout ¢t e ]0, T'[, u(z) est
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héldérienne d’ordre % en x, puisque, comme Q R, V < C%3(Q), ou

C%13(Q) est I'espace des fonctions continues sur O, holdériennes d’ordre

1 .
3 muni de la norme :

el = sup|v(¥)| +  sup 7

xell xy)eltxfl lx—yl

Il résulte alors du théoréme d’Ascoli et de la continuité de u de
[0, T'] dans L3/2(Q) que # € C(Q). Si inf ess u, >0, alors on a existence
locale (en temps) et unicité d’une solution positive, sans condition de

positivité de g.
IIIl. EXTENSION DES RESULTATS. APPLICATIONS
IIL.1. Données initiale et aux limites moins réguliéres

On suppose que les données initiale et aux limites du probleme
(P) vérifient seulement :

3.1 uge L3¥Q), ge L3, T; w-'»3T)).

Dans ces conditions, f € L3(0, T; V') étant définie par (2.6), on a le:

THEOREME 3.1 : Sous 'hypothése (3.1), il existe une fonction u telle que :

~

G.2) ueL (o,T;V),%(Bu)eﬁ(o,r;if"),
(3.3) %(Bu)+Au=f dans L0, T;V').
(.4) u(0) = uy .

Démonstration : On régularise les données, c’est-a-dire que I’on construit
deux suites u,,, f,, tel que:

(3.5) U, € V,ug —u, dans L3(Q),
(3.6) f.eWh30, T; V'), f.—»f dans L30,T;V').

Par application du théoréme 2.1, on a existence de u, € L®(0,T; V),
vérifiant :

G.7) (%But,v) + (du,v) = (f,v) pourtoutve V,

(3.8) u(0) = ug, .
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Faisant v = u,(¢) dans (3.7), on obtient, compte tenu de (3.5), (3.6):
u, bornée dans L¥*0, T'; V'), d’ou I'on tire:

Bu, borné dans L>*(Q), % Bu_ bornédans L3(0, T; V') .

Utilisant Iinjection compacte de L3(Q) dans V', on a, pour des suites
extraites indexées par e,

u, —u dans L¥%0, T; V) faible ,

Bu, v  dans C%[0, T]; V')etdans L3(Q) faible ,
d dv 3 o .

EBuE—»E dans L°(0, T; V') faible ,

Au, —x dansL3©, T; V") faible.
Par un raisonnement classique utilisant la monotonie et ’hémicontinuité des

opérateurs B et 4 on montre v = Bu, puis, x = Au. D’ou le théoréme.

Remarque 2.7 : 11 n’existe, au plus, qu'une solution de (3.3), (3.4),
possédant la régularité : dit (Bu) € L'(Q). La démonstration est celle du

théoréme 2.2. La technique de cette démonstration permet d’établir, pour
des données, initiale et aux limites, positives (resp. négatives), ’existence
d’une solution positive (resp. négative) de (3.3), (3.4).

II1.2. Applications

II1.2.1. Conditions aux limites du type « puits »

Dans ce paragraphe,  désigne un ouvert connexe borné de R?
I <d =<3, ayant une frontiére extérieure I, et une frontiére intérieure
I, réguliéres. Il s’agit de trouver u solution du probléme (2P,):

k9 2 (¢_“_>_divF(vu)=o dans Q= Qx 10, T,

o\ ul
(3.10) u(x,0) = uy(x) dans Q,
G.11) %‘5 —0 sur S, =T.x]10,TI[,
(3.12) J F(Vu).vdo =Q, dans 10, 7],
rmt
(3.13) u|r, = constante inconnue,

b, K, o vérifiant (2.1).
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Pour définir une solution faible de (3.9), ..., (3.13) on introduit le sous-
espace fermé de V,

Vo= {ve V;v|r, estconstante } ,
et on note A, 'opérateur de ¥V dans ¥ défini par :

(Aou,v)zj F(Vu).Vvdx, Yu,veV,.
a

Supposons :
uge L*(Q), 0,e L*0, T).
On définit foe L3(0, T; V{), en posant :

(fo(1),v) = Qo) v|r_ ., Yve Vo p.p-dans ]O, TT.

Alors, comme au paragraphe précédent, on a:

PROPOSITION 3.1 : Sous les hypothéses précédentes, il existe une fonction u
telle que :

(3.14) we L0, T; V), %(Bu)eﬁ(o,T;V(,),
(3.15) %(Bu) +Agu=fo dans L*0,T;V}),
(3.16) 1(0) = u,.

et il n’existe, au plus, qu'une solution de (3.15), (3.16) possédant la
régularité : % (Bu) e LY(Q).

PROPOSITION 3.2: Si: infessuy, >0 et Q, positive, alors, le probléme

(3.9), ..., (3.13) admet une solution unique u vérifiant :
(3.17) %(Bu)eLZ(Q),
(3.18) u(y) =infessuy, p.p.dans Q.

Remarque 3.1: g, positive signifie que 'on injecte du gaz dans le
gisement. En soutirage, Q, est négative; se pose alors, comme au
paragraphe II, la question de positivité de la solution u de (3.9), ..., (3.13)
(¢f. Remarque 2.6).
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I11.2.2. Ecoulements compressibles adiabatiques

On peut généraliser les résultats précédents a I'équation :

(3.19) %(¢|u|"2u)—divF(Vu)=O,
pour 1l <r <rs re = % (d étant la dimension de I’espace, I'injection

de W'¥%(Q) dans L’(Q) est ainsi compacte).

Considérons un écoulement compressible adiabatique. *La densité
p et la pression p vérifient: p = bp", avec b, y constantes, 0 <y < 1. En
posant u =p”*! on est ramené a chercher une solution positive de
2vy+1

+1
2y +1
vy+1
conséquent ¥ s’injecte compactement dans L'(Q). Par ailleurs, bien que les
formules définissant K changent, celle de ¥ ne change pas. Les conditions
assurant Dexistence d’une solution faible au sens du théoréme 3.1 sont
alors :

(3.20) uye L'(Q),ge L30, T; w-'33I)).
0

P’équation (3.19), avec r = , auquel on adjoint des conditions

initiale et aux limites. Comme r =

,0<y <1, ona1<r<% et par

IV. LIMITE QUAND o TEND VERS 0
Soit O T'ouvert de L®(Q) défini par :
O={ocel®Q);30_>0,0(x)=0_pp.dansQ},

et (o0,) une suite d’éléments de O uniformément bornée dans L°(Q). On
note F, la fonction F associée a o, A, 'opérateur associé a F, et
u, la solution de (2.7), (2.8), associée a o, par la méthode constructive du
théoréme 2.1; elle vérifie donc, (2.9), (2.10), (2.30), (2.31). Posons
W = H'(Q) et notons 4* Popérateur linéaire de W dans W', défini par:

4.1) (A*u,v):%f KVu.Vodx Vuve W.
O

Nous allons établir le résultat suivant :

THEOREME 4.1: Si o, - 0 p.p. dans Q (quand n + o©), alors, u, - u*
dans L®(0, T; V) faible* et L¥*0, T; V) fort, ou u*e L*0,T; W),
u* est la solution (unique) de :

4.2) %(Bu*)+A* w* = f dans LX0,T;W'),
(4.3) u*(0) = u,,
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avec .
d E 2 . 1
= (Bu*) e L¥0, T; W),
4.4) \/Ed;‘—t* € L¥(Q) (et doncu* € C°(]0, T]; L3(Q))).

On utilisera pour démontrer ce théoréme, lellipticité des opérateurs
A et B, au sens des lemmes suivants :

LEMME 4.1 : Pour tout v, we V,

@.5)

473
U | Vv —Vw|3/2dx]
Q

(Av — Aw, v —w )=C ,
1/3
U {(+0]Ww])P+ (1 +oWw|)‘/2+2}3dx]
Q

avec C =0 indépendant de v et w.

LEMME 4.2 : Pour tout v, we L3*Q),

(4.6)

13
(Ll([v\ + }wl)mdx) JQ (Bv ‘=Bw)(v—w)dxaCHv—w”ia/z(m

avec C =0 indépendant de v et w.
Démonstration du lemme 4.1 : Elle découle du lemme suivant (cf. [1]).
LEMME 4.3 : Pour tout x, y € R?,

1 |x —y|?
20+ |xDP+ Q+ [yP+2]

(Fx)-F@)). (x-y)=

F étant l'application définie dans le lemme 2.1.
Soient v, we ¥V ; on a alors:

@7 14 +o|Vo) 4 (1+0|Vw )2+ 2](5I (F(oV0) — F(oVw)) x

X (Vv—Vw)zg |[Vv — Vw|? p.p.dans Q.

On éléve les deux membres de (4.7) a la puissance f—‘, et apres intégration,
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on obtient
j {A+a|VO)?+ (1 +0|Vw|)P+2}x
Q

X {—IE(F(O'VU) — F(oVw)). (Vv — Vw)}mdxa
0

(Q+0|Vo )P+ (1+0|Vw )24 2))Y e LY Q),

on a

( § (F(aVv) — F(aVw)). (Vo — Vw))3/4€ LYQ),

d’ou, a 'aide de 'inégalité de Holder (puis en revenant a la defrnition de
A):

1/4
(J ((1+0'|Vv|)1/2+(1+G|Vw|)”2+2)3dx) (Av — Aw,v —w )=
Q

3/4
f (5> / [VU—VW[3/2dx,
2
Q

d’ou (4 5)

Démonstration du lemme 4 2 Utilisant 'inégalité dans R :

V2()x] + |y1>‘/2(|%x|—ﬁ| )<x—y>> Ix - »|2,

1l vient
@8 V2(|v| + W) (Bv-Bw)w-w)=d|v—w|> pp dans

Alors, comme dans la démonstration du lemme 4 1, on éléve les deux

membres de (4 8) 4 la puissance % et aprés intégration on obtient

“9) j&/“lv—wl’f’dxs?“j (o] + |w])"® x
0 0

x ((Bv - Bw)(v — w))’*dx
On a

(Jo] + [w])®e LY Q), [(Bv—-Bw)®-w)]*eL¥Q),
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on deduit donc de (4.9) et de l'inégalité de Holder :
1/4
j &M v —w |3 dx $23/8U- (Jv] + |w|)3/2dx] X
Q Q

3/4
X [J (Bv — Bw)(v — w)dx] R
Q
d’ou (4.6).
Démonstration du théoréme 4.1 : Elle comprend quatre étapes.

i) Convergence faible d’une suite extraite de (u,)
1.1) Estimations a priori
On a pour tout »:

(4.10)

(—Z—;Bun(s),v> + (A4, u,(s),0) = (f(s),¥), YveV,pp. dans 10, T,
@.11) 4,(0) = uq.
Prenons v = u,(s) dans (4.10); il vient :

1d

“12) ;2 L S1un (62 x4 (A (), 44(5)) = (£(5), ()

d’ou, en intégrant de 0 a ¢,
t
@13 3 j ¢ Jun(0) | dx + j (An un (), un(s)) ds =
Q 0

1 t
3] &gl dx + f (f (s), u,(s)) ds;
Q 0
mais, pour ¢, <o+ (o.eR}),

(14 0,(0) | Vu,(x, )N =1 (1 +0+|Vu,(x,s)[)* -1

o, (x) O

)

pour presque tout (x, s) € O, de sorte qu'avec (2.1),
t

(4.14) j (A, u,(s), u,(s)) ds =
0

t (14 04|V 2 _1
=K_ j J (1 + o] Vieu O, )] |Vu,(x,s)| dxds
Q

0 T«

’

c! [t C
=1 J J‘ | Vi, (x, s)|3/2 dx ds — —2
0

s
0 O'%c
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ou C; et C; sont des constantes strictement positives indépendantes de
n.
Dans le second membre de (4.13), on a:

¥q=0, 3C,=0, telque,

(4.15) j (f(s), u (s))ds<-—J (|4, (s)|!3/2ds+ j 1£) 3 ds s

choisissant convenablement m (en tenant compte de (2.1) et (4.14)), (4.13)
donne alors :

t
@.16)  ||u,(2) "3L/32’2(n) 3f j |Vun(x,s)|3/2dx ds <
0Jo

J‘ “u (S) “LS/Z(Q) ds+ Cé N

C}, C4, Ci, constantes strictement positives indépendantes de #». On en déduit
en utilisant le lemme de Gronwall :

“.17 ||u,,(t)||L3,2(m < constante, VYre [0,T],

t
(4.18) J J |Vu,,(x,s)]3/2 dx ds =< constante, Vre ]0,T].
0Ja

De (4.12), (4.13) et (2.1) il résulte alors:

(4.19) =< constante ,

19l 110, 71y

ou ¥, est la fonction numérique continue, définie sur [0, T'] par :

b0 =1 | ol ax,
Q

et,

t
(4.20) J (A, u,(s), u,(s)) ds <constante, Vre ]0,7].
0

Les estimations a priori ci-dessus ne suffisent pas pour passer a la limite, a cause
du changement de comportement de la fonction F au voisinage de 0.. Pour tenir
compte de cela, on introduit les sous-ensembles de @, mesurables :

Ql,n = {y = (x: [)E Q;Un(x)lvurz(y)l <3}
Q2,n {y = (x’ I)G Q;Gn(x)‘vun(y)| 23}

et on note X, , (resp.x, ,) la fonction caractéristique dans Q de Q,,

(resp. @3, 4)-
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Ayant,
(1 +0,(x)|Vu,(MN NP - 1= GH(X)M dans Q4 ,,
on déduit de (4.20) que :
“4.21) J | Vu,(») |2 dy =< constante .
Q1.n

De méme, la relation :

(A +0,(0) |V, ~1=1 dans Q,,,
et (4.20) entrainent :

1
4.22 —— | Vu,(¥)| dy < constante .
@22 L g |

Montrons maintenant que A,u, est borné dans L0, T; W’'). Soit
ve W, ||v|, =<1. Grice a I'inégalit¢ de Cauchy-Schwarz,

(1+0n(x)lvun(y)|)1/2_1 2

t
Ayu,v)|*dt <K f dy,
jo l( )I ’ 0 o, (x) 7
et comme :
J. (l+0-n(x)lvun(y)’)”2—1 2
dy <
0 0,(x)
Vu,(y) |2 Vu,
J A ) dy+j | (y)'dy,
0in 0, Tn(¥)

il vient, en utilisant (4.16) et (4.17) :

4.23) (|4, u < constante .

all L0, T; W)
1.2) Passage a la limite

Les suites extraites étant indexées par n, il résulte des estimations (4.17),
(4.18), (4.19), (4.23) et (B borné sur les bornés de L3¥*(Q)) que:

(424) wu, —u* dans L%, T;L¥(Q)) faible* ,

(4.25) Bu, —v* dans L0, T;L3Q)) faible* |
(4.26) Vu, - Vu* dans L0, T; (L¥(Q))?) faible,
427 ¥, - ¢* dans L%(0,7) faible* ,
(4.28) A,u, »A. dans L%0,T;W') faible .

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



ECOULEMENTS EN MILIEU POREUX 299

L’injection de ¥ dans L¥*(Q) étant compacte, celle de W dans L*?(Q) I’est
donc, ainsi que sa transposée (de L3(Q) dans W"). Appliquant le théoréme
5.1 de [12] a la suite Bu, qui vérifie (4.25) et :

= constante ,

|2
dt LX0, T; W)

on peut supposer que :

(4.29) Bu,—»v* dans CO[0,T];V").

De (4.24) et (4.29) on déduit (en utilisant la monotonie et la continuité de
B) que:

(4.30) v* = Bu* .

Appliquant I'inégalité de Young on peut écrire :

J (Bu, (£) — Bu* () u* (1) dx < L x
. 3

X U ¢|un(t)[3/2dx—f ¢|u*(t)|3/2dx} =
Q Q
4.31)

j (Bu,(t) — Bu* (t)) uf(t) dx, p.p. dans 10, T[,
Q
d’ou il résulte, en utilisant (4.29) et (4.30) :

(4.32) MU)Z%J blu*(2)|*?dx p.p. dans 10, TT.
Q

Montrons que u* € LX0, T; W). D’aprés (4.21) :
X1,» Vi, estborné dans L %0, T; (L3(Q)%);
donc, pour une suite extraite (indexée par »),

Xin Vu, »s dans L*0,T; (L*(Q))?) faible .
Mais
X1, n -1 dans L*Q), puisque:

1 '
J. 'XI,n_llzdy: J dysgf 0-n|vun|dy$C6“0’n”L3(Q)s
Q 0 n Qon
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(C§ constante indépendante de ») qui tend vers 0 grice au théoréme de
Lebesgue ; d’ou on déduit avec (4.26) :

X1, n Vit, » Vu* dans L %0, T; (L}(Q))?) faible,

et par conséquent Vu*e L*0,7T; (L*(Q))?), ce qui, joint a
u* e L*0, T, L**(Q)), entraine: u* € L0, T; W).
Montrons que A« = A* u*. Posons:

T

sn=f y()Y(A4,u, —A,v,u,—v)dt, ve L¥0,T; W), et
0

ye C'([0, T];R), v(1)=0 Ve [0,T], v(0)=+v(T)=0.

Grice a la monotonie de 4,, ¢, = 0. Grace a (4.28):

lim i vy(t)(A,u,,v)dt = JTy(t)(A*, v)drt.

n— oo 0 0

Appliquant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue,

lim Ty(t)(An v,v)dt = jTy(t)(A*v,v)dt.

n— 00 0 0
D’autre part :

(T r
(433) J ’Y(z)(An vsun) dt = J y(t) Fn(VU)- (xl,n Vun) dy
0 Q

+ J v(t) F,(Vv) .Vu,dy.
QZ,u
La premiére intégrale du second membre de (4.33) a pour limite :
K T
f v(1) 7Vu"‘ Vvdy = J Y(£)(A*v,u* ) dt, puisque:
Q

0

X1,n Vut, — Vu* dans L0, T; (L*Q))?) faible,
et

YF, (V) — v gw dans L0, T; (LX)

(grice au théoréme de convergence dominée de Lebesgue).
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La deuxiéme intégrale du second membre de (4.33) tend vers O ; en effet :

|Vv|1/2
Y(O) | F,(Vv)||Vu,| dy < vy(1) K |Vu, | dy <
Q2,n

Qs \/(Tn
1/3 | |3/2 2/3
K, QIRRALL ] U
[‘[an | | O, y QZ n \/7

3/2
. s /4 1 1/12 |Vu | / 2/3
K, [v(@)|" [Vv|*dy —2 y |
(O Qz,. n 0'

n

et on a:

3 o

n

1 1 | Vi, | . s
o dy = = dy < constante, (grace a 4.17),
Q3,0 On [

Vu, |*?
J | \/'i dy < constante, qui résulte de (4.20) et de la relation :
Q5.1 g,
(0,(x) | Vu, ) )'?

(1 +O-n(x)lvun(y)l)llz-'12 2 dans QZ,n;

donc la deuxiéme intégrale du second membre de (4.33) est majorée par :

12
CéU Iv(t)l“IVvlzdy] ,
Ql,n

C; indépendante de »n, qui tend vers 0 car mes(Q, ,) tend vers 0.
On va maintenant passer a la limite dans I’équation :

T T
jy(t)(A,,un,un)dtzj y(t)(f,u,,)dt—j (z)( Bu,, u )dz.
0

0

En intégrant par parties, on obtient :

T
J v(t)( By u, ) dt = - j Y (1) W, (2) dt ;
0
il vient alors (grace a (4.24) et (4.27)):

lim Tv(t)(Anumun)dt= ij(t)(f,u*)dt
0

n— o 0

T
+ J Y (D) *(2) dr .

0
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Comme : u* e L0, T; W), % (Bu*)e L0, T; W') et v*e L0, T),
on peut intégrer par parties de nouveau (cf. lemme 2 de [3]), d’ou:

T

lim Y() (A, uy u,) dt = ij(t)(f,u*)dt—
0

n— o0 0

T

LTy(z)<a‘.’;Bu*,u* ) dt = f y() (A u*) dt .

0

Finalement :

T
lim a,,:f V() (A« — A*v,u* —v )dt =0 Yve L%0,T; W),

n— o 0

d’ou il résulte, A* étant continu, A« = A* u*.
On a ainsi la convergence d’une suite extraite de wu, vers
u* e L*¥0, T; W), vérifiant (4.2), (4.3) et telle que

%(Bu*)eLZ(O,T; w").

ii) Régularité de u*

Par souci de simplification de la démonstration nous raisonnons formelle-
ment. Les estimations a priori qui suivent peuvent €tre établies rigoureuse-
ment 4 partir du schéma de semi-discrétisation (2.17), (2.18) (de fagon
analogue au point 5.2 de la démonstration du théoréme 2.1; c¢f. aussi la
démonstration de la proposition 2.2). On a:

2d F AV v du, du,
)chsJQ W (Vu,) . ( PR )— (f,sm->.

du,
ds

e T

Mais,

du,

d
L F,(Vu,).V ( - ) dx = 2 T4, () ,

ou J, est la fonctionnelle associée & A4, par (2.13), et,

(755 ] = vrsund - [ L] - Vo,
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d’ou, en intégrant de 0 a ¢,

.29) th(b I
' 0 Ja \/m

+1(f (D), u,y (1)) — Lts< %,un) ds — Lt (f.u,)ds .

n

2 t
dx ds + tJ 4 (u,(1)) = j Ju, (uy,) ds +
0

Le premier membre de (4.34) est alors majoré par :

ft Jo, () ds + t|| O]y u. D], +
0
3 t i/3 t df
U TF ds} {U |lf1|3,ds] H[ng

JA,‘(un) = (An Uy, un) s

3 1/3
ds] } .
v

Par ailleurs,

et donc, grace a (4.20),

11
j Ju, (u,) ds < constante ,
0

ce qui, joint a (4.17), (4.18), implique que le premier membre de (4.34) est
majoré par :

constante + ¢ || () ||, |#. (D), -
On a donc:

(4.35) tJ4,(u (1)) < constante + ¢ | £ (1) | . un(D)1],

De plus, la fonction ¢,(y € R, ) définie sur R} par:

X

étant décroissante, on a pour o, < o+ (g« € R¥),

1+ o«|Vau,|)? Vu,
JA(u,,(t))agf K(_’—‘de_J x 14!
! 3Ja ok Q

et par suite, en utilisant (2.15),

dx ,

T

(4.36) Ty (u, (1)) = C¥ f |Vu,|*?dx - C5,
Q
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Ci et C5 étant strictement positives et indépendantes de n. Appliquant
maintenant I'inégalit¢ de Young au deuxiéme terme du second membre de
(4.35), on tire alors de (4.35), (4.36) et (4.17) que:

4.37) u, est borné dans L (0, T; V') .
Le second membre de (4.34) est finalement borné, d’ou il résulte :

2
(4.38) dx dt < constante ,

L el
b—— | °
0 Ja |, | dt
et a fortiori :
du, , 3
4.39) \/; v est borné dans L *%(Q) .

De (4.37) on déduit qu’une suite extraite de u, converge vers u* dans
L*®(0, T; V) faible *. Procédant ensuite comme en i) on démontre que :

(4.40) u*e L®(0, T; W),
(4.41) % (Bu*)e L*(0, T; W').
Par ailleurs, on déduit de (4.39) que:

*
4.42) Ji “% e L%(Q),
puis de (4.38),

* |- 1/4 du* 2
(4.43) Vilur| " e L3Q) .
T du* 32 LT

(4.42) implique que 7 e L3, T; L%(Q)) V=0,
et par suite, compte tenu de (4.17),
(4.49) u*e CO%[s, T1; L¥(Q)), V5=0.

iii) Unicité de la solution du probléme (4.2), (4.3)

Soient uf* et uyf deux solutions de (4.2), (4.3), vérifiant (4.40), (4.41) et
(4.42). On a

(4.45) %(Bul*)—%(Buz*)+A*(u1—u2):0 dans L®(0,T; W').
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Considérons pour s € ]0, T'[ la fonction :

v,(2)={ J; (uif(v) —uf(r))dr, si t<s,
0 sinon.

En multipliant (4.45) par v,(2) (s fixé), il vient :

js (%(Bu;k_Bu;),vs(z)) dt + J (A% v!(2), v,(£)) dt =0,
0 0

soit, par intégration par parties :

s
_J (Bul*—Buz*,ul*—uz*)dt—%f K|Vo,(0)|?dx =0,
0 Q

puisque : Bu¥(0) =Bu¥(0) et v, s)=0.

On a donc:

5
J (Buff —Buf,uff —uf)dt =0.
0
Or (¢f. Lemme 4.2),
s s
JO (Buf — Buf,uif —u})dt=C Jo [aft — u2*||23,2(m de ,

ou C est une constante strictement positive, donc :
uf = u¥ p.p-dans [0,s],

s étant quelconque, d’ou le résultat.
Le probléme (4.2), (4.3) admettant une solution unique alors la suite initiale
u, converge vers u* dans L*(0, T; V) faible*.

iii) Convergence dans L**(0, T; V') fort
Des considérations de i) et ii) il résulte que :

(A4, u,— A,u*, u,—u*) >0 dans L'0,7T),
(Bu, — Bu*, u, —u*) -0 dans L0,T),

or (¢f- Lemmes 4.1 et 4.2)

(Bu, — Bu*, u, —u*) aC’J |un—u*|3/2dx,
o

(Au, — Au* u, —u*) =C’ J | Vu,, — Vau* |3;2 dx |
Q
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ou C' est une constante strictement positive indépendante de », donc:

u, »u* dans L 30, T;V) fort;

ce qui termine la démonstration du théoréme 4.1.
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