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ESTIMATEURS A POSTERIORI D’ERREUR
POUR LE CALCUL ADAPTATIF
D’ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS (*)

Jacques BARANGER (!), Hassan EL AMRI (?)

Communiqué par R. TEMAM

Résumé. — On étudie des estimateurs a posteriori de l'erreur dans I'approximation par
éléments finis mixtes de certains modéles d’écoulements quasi-newtoniens (c’est-a-dire de fluides
dont la viscosité dépend du second invariant du tenseur des taux de déformation). Ces estimateurs
ne nécessitent que I'évaluation d’un résidu local de la solution éléments finis. Ils peuvent étre
utilisés pour un raffinement automatique du maillage.

Abstract. — We study a posteriori error estimators for the mixed finite element approximation
of some quasi-newtonian flows (fluids whose viscosity varies with the second invariant of the rate
of deformation tensor). These estimators necessitate only the evaluation of the local residual of
the finite element solution. They can be used in a self-adaptive mesh-refinement process.

0. INTRODUCTION

Dans la méthode full-multigrille on passe d’une grille grossiére T; & une
grille plus fine 77 qu’on obtient en raffinant tous les triangles d’une maniére
a garder réguliére la nouvelle triangulation. On peut voir pour quelques
exemples de raffinements Rosenberg et Stenger [1975], Bank et Sherman
[1980], Rivara [1984]. Dans une méthode multigrille adaptative on doit
détecter la famille %, des éléments de T, sur lesquels ’erreur dépasse un
certain seuil, ce qui est fait au moyen d’un estimateur local d’erreur sur
chaque K€ T,. La grille 7| est alors obtenue en raffinant seulement les
éléments de & (et quelques voisins, variants selon les méthodes, pour ne

(*) Regu en juillet 1989, révisé en janvier 1990.
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32 J. BARANGER, H. EL AMRI

pas sortir du cadre éléments finis et ne pas perdre la régularité de la
triangulation). Pour disposer dun algorithme adaptatif efficace il est
important d’avoir des estimateurs locaux m(K) liés a I’erreur locale sur K et
qui soient aisément calculables. Les premiers travaux sur les maillages
adaptatifs avec résolutions de problémes locaux de Babuska et Rheinboldt
[1978a], [1978b] et [1979] sont basés sur des partitions convenables de
Iunité sur Q. Des exemples et résultats numériques sont donnés en
dimension 1 et 2. Les auteurs montrent que, dans le cas ou on veut garder le
nombre N d’inconnues constant, on peut arréter le processus dés que tous
les n(K) sont approximativement égaux. Bank [1986] étudie le cas d’un
probléme de Neuman quasi-linéaire variationnel et construit des esti-
mateurs locaux en résolvant des problémes linéaires du type
(Vn,Vv) + (b.m,v) = (R, v), ou b ne dépend pas de m, et R provient de
Perreur sur le résidu, c’est-a-dire, L(u) — L (u,), et des sauts de du,/9n a
travers les cOtés des triangles K de la triangulation 7). b doit étre pris tel
qu’il approche f(u, Vu). Oden etal. [1986] ont étudié des estimateurs
locaux pour le Laplacien (linéaire et non linéaire) et le probléme de Stokes
dans le cas ou le second membre est irrégulier (par exemple f € H~!(Q)
pour le Laplacien). Le calcul d’un estimateur local nécessite alors la
résolution d’un probléme local sur chaque triangle. Pour le probléme de
Stokes, Abdalass, Maitre et Musy [1987], Abdalass [1987], ont obtenu, pour
un second membre régulier, un estimateur local qui ne nécessite pas la
résolution d’un probléme local sur chaque triangle. Des résultats numéri-
ques prouvant l'efficacité de la méthode sont donnés dans Verfiirth [1989].
Le but de ce travail est de développer des estimateurs analogues pour des
problémes de Laplacien non linéaire et pour certains écoulements de fluides
quasi-Newtoniens. Afin de rendre plus claire la technique employée on
étudie au § 1 le probléme modéle du Laplacien. Dans tout 'article 2 est un
ouvert polygonal de R? K représente un triangle d’une triangulation
(T},) et t un coté du triangle. On peut faire une étude analogue des €léments
finis rectangulaires et pour des problémes dans R>. On utilisera les notations
classiques suivantes :

hy = diamétre du triangle X et 4, = longueur du c6té ¢
oll,. x = norme Sobolev de v dans H'(K)

|v], s x = semi-norme Sobolev de v dans W' P(K)

loll, g, x = norme Sobolev de v dans W' P(K)

vl = norme de v dans ’espace ou est posé le probleme. Par exemple
au §1:

“U” :"vul,n

n = vecteur unitaire normale a la frontiére, orienté vers I’extérieur.
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ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS 33

1. LE CAS MODELE DU LAPLACIEN
1.1. Position du probléme

Pour faciliter la compréhension de la méthode on commence par le cas
simple — Au = f.

Soit f € L?(Q), on considére le probléme :

Trouver ue V = H{(Q) tel que: \

(2) a(u,v)EJVquzjfv Vve V.
Q Q

Ce probléme admet une solution unique qu’on approche par une méthode
d’éléments finis. Soit 7}, une triangulation réguliére de Q. On a en
particulier (avec les notations classiques) :

(1.1) K<o VKeT,, VicoK (tcbtédeK)

h
h,

avec o indépendante de 4 = max (hg, he T,).

Soit ¥, un sous-espace €¢léments finis de V associé a T}, et m, 'opérateur
d’interpolation de fonctions discontinues défini par Clément [1975].
w, vérifie (C étant une constante indépendante de /) :

1.2) ”v_'"hv”m,KSChk_m Z ||v||1,1<'

K'e Sk

pour tout v € H'(Sg) avecm = 0 ou 1
ou Sk=U{K,KNK' # & }.

Le probléme approché s’écrit alors :
Trouver u, € V, tel que:

(gh) J‘ Vuh Vvh = J fvh VUhE Vh
Q Q

1.2. Estimation d’erreur

Le résidu est la forme linéaire continue sur V définie par :
(R,v) = f Vu,,Vv—J fv VYveV
o Q

c’est donc un élément de H (Q).

vol. 25, n" 1, 1991



34 J. BARANGER, H. EL AMRI

Comme (R,v) =a(u,,v)— (f,v) =a(u,—u,v), alors en prenant
v=u,—u et en utilisant la coercivit¢ et la continuitt de a on a
|lup —u|| = C||R||. (ou on note par |R||. la norme de R dans
V' = H-'(Q)). 1 suffit donc d’estimer ||R],.

On se propose d’estimer R en fonction de la norme de sa « restriction » a
chaque triangle K. On a pour tout ve V :

d
(Rvy = ¥ L(Vu,,w_fu): ¥ (JK(—Auh—f)u+LK£v>

Ke Ty Ke Ty

et comme (R, v,) =0 pour tout v, € ¥V, alors:

Buh
(Rv) =3 (JK(—Auh—f)(U—T’hU)'FJ —n(v*'“'hv)>

k0

8uh
. ;L (= duy— ) —m0)+ ¥ j |52 | @-mw

tel;

ou I'; est la réunion de tous les cO6tés des triangles intérieurs a Q (cOtés ne
« rencontrant » pas la frontiére I de Q) et [w], désigne le saut de w a travers
le coté z. On a alors, en utilisant 1'inégalité de Hoélder sur chaque K:

auh
)

12 ¢ \ 1/2

/ k) - s
(13) (R ) < kZh§<|Auh+f|(‘),K) (320 - mol} )
K K

duy 7|2\ 12 B A\
i ,g_h‘)[ﬁ],o’, (th H”—mvllo,,>

tel;

(R, v) sz IA”h+f|o,K|”‘“h”|0,K+ Y
K

tel;

o -mvl,

c’est-a-dire

d’ou en utilisant (1.2) il vient :

1/2
(14 (Rv)=C(Thklam+715,) Iol
K

duy, 2 \12 ) , |12
_- hy'|lv—w, v .
E3N (z She o}, )

Pour estimer le deuxiéme terme du second membre on utilise le lemme
suivant, démontré dans Abdalass [1987] (pour B = 2), et qu’on reprend ici
dans un cadre plus général qui sera utile pour les problémes non linéaires
des paragraphes 2 et 3.

g

teT;
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ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS 35

LEMME : 1l existe une constante C =0 telle que pour tout K € T, et pour
ve WhB(K) on a:

hK”U”g,(s,aK C(”U”() 8,k hlﬂ(ll””?,p,l() g
Démonstration : Soit K I'élément de référence et F x l'application affine

de K dans K; Fyg(%) = By %+ dg. Pour v e WHPB(K) posons b = v o Fy,
alors » € W"PB(K). Soit ¢ un cdté de K alors £ = (Fg)~!(z) est un coté de

Ketona:
h 5B
|v|ﬁdx—h_ |v(FK(x))| ds=h, | |p|®adx
t t
d’ou:
(1.5) j |v|ﬁdxsh,<f |5]® dx.
3K 3K

L’application trace de W"#(K) dans LF(3K) étant continue alors il existe
C =0 telle que

”u”()BBK C“vnlgf(“_c(”u”op]('i'”0”131(

On utilise les résultats de Ciarlet [1978]:

5 -1
Ile,B,K < |det (By)| /B|v|o,B’K

N -1

191, 4 & = I Bxll |det (B ™ Plol, , o » 1Bkl < Chy
mes (K)
mes (K)

et |det (By)| = = 2mes (K)

ou C désigne une constante indépendante de 4 et || Bg|| la norme matricielle
de Bg. On a alors:

”vnoaaf(<c(|v|BﬁK+"BK”BWW,B,K)/ldet (By) |
sC(|v| BK+h |v|® BK)/mes (K).

La triangulation étant supposée réguliére, il existe o, et o, = 0 indépendants
de & tels que: oy hg <mes (K) < o, hZ pour tout K€ Ty,. On a alors:

hK“U“OBaj(<C(|UI BK+h lv]f 8K U

vol. 25, n" 1, 1991



36 J. BARANGER, H. EL AMRI

On revient a (1.4) pour estimer le deuxiéme terme du second membre. Le

172 L -
deuxiéme facteur {Z e Il 1)2} peut étre majoré, en utilisant
t
12
(1.1) par C{Z h,}‘(”v —'rrhv”o aK)z} . On applique le lemme 1.1 avec
K

B =2, il vient :

| ) 12
(Z hi ||v—1rhv||0,aK) <

ke Ty

1/2
=C ”Kz(”l ”hl’" K ‘112(”1‘ "hl‘lll )
0, K

KeTy
=C|v|, 4

ou la deuxiéme inégalité provient de (1.2) avec m =0 et m = 1. (1.4)

devient alors en passant au sup sur v € V :
ou 2172
z+(|% 1)
tel, m  :lo,:

et puisque || — u;|| < C|R| . on en déduit que:
27172
]

ou
z+(|[5]
tel on ¢
12

comme a'?+ b2 <2"%(a + b)'? pour a et b=0 alors:
. -y 11
O,t) } J

THEOREME 1.1 : 1] existe une constante C indépendante de h telle que :

12
(1.6) ||R}|*sC[ ¥ h,2<|Auh+f|§’K] ol

KeTy

12
2 = uy| sC[ Y h§|Au,,+f|g,K] el

KeTy

8uh
= u sC[ y {h%lAuh+fI§,K+ ) ht(“ﬁJ,

KeT), tedk

et donc :

12
(1.7) llee =yl sc[ Y n(K)2]
ou
3 2) 112
(1.8) "WK) = {h}(|Auh+f|3’K+ Y h,(H_;%]t . ) ] )

Remarque 1.1 : i) Pour tout c6té ¢ contenu dans la frontiere de  on pose
par convention le saut a travers ¢ égal a 0.
i1) L’application m: T, — R est appelée estimateur local d’erreur.
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ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS 37

2. PROBLEME DE LAPLACIEN NON LINEAIRE

Soit £ un ouvert borné de frontiére I" assez réguliére et f € LP(Q), ou
B’ est un réel strictement supérieur a 1. On considére le probléme suivant :

A(u) = -V(|Vu|P~2Vu) = f dans Q
u =0 surl

ou B est le conjugué harmonique de B’': 1/ +1/B' = 1. Ce probléme
s’écrit sous la forme variationnelle suivante :

ueV=wikQ)

(2.1) J |Vu|P-2Vu Vo = J fv YveV.
o Q

Il admet une solution unique u# dans V.
Soit ¥, un sous-espace €léments finis associé a une triangulation réguliére
T, ; le probléme approché s’écrit :

U, € Vh

(2.2) J ]Vuh|ﬁ_2Vuthh=J fvh Vuhe Vh'
Q Q

Comme dans le cas linéaire on cherche une estimation du résidu de
laquelle on déduit une estimation de I’erreur. On suppose que B € ]1, 2].
Le résidu R: WP(Q) - R est défini par:

(R, V) =J |Vuh|B“2Vu,,Vv—J fv
Q 4]

c’est un élément de W~ "*'(Q). On peut écrire :

Ruv)=% { |Vu,,|B_2Vuth-—va}

kery (Vk k

=y { (-V. (|Vu,,|B‘ZVuh)—f)v+J |Vu,,|‘*-2vuh.ﬁv}
ke, \VEk ak

=Y { (-V.([Vuh|a‘2Vuh)—f)v+

ke Ty vk

+ Z [IVu,,IB_zVuh .fz’],v}
tcak Vi

vol. 25, n" 1, 1991



38 J. BARANGER, H. EL AMRI

comme (R, v,) = 0 pour tout v, € V,, alors en utilisant encore I’opérateur
d’interpolation ,

(Rv) = ¥ Uk(—v. (1Vus|* "2 Vup) = ) (@ =, v)

ke Ty

+ Z [|Vuh|ﬁ_2Vuh .fl.]t(U—’Tl'hU)}

tcdk VI

et donc

(Rvy=< ¥ |V(|Vu,,|B_2Vuh)+f|0,B,,k- U] PP

keTy

+ 3 |11 Vup)® 2 Va1,

0,8, ¢ . |U—’|Thv|0’6’t
tel,

w, vérifie, en particulier (voir Bernardi [1984]) :

2.3) ||v—1r,,v||m’B’KsChK"” Z ”U”LB,K’

K' e Sg

Vve WhB(Sg); pourm=0etm=1.

On a donc
~2
(Rooy <C ¥ m|V(Vu|* V) + £ | oo 10k
keTy
’ -2 N - '
+C Y RV, (P2 vy, .n],IO’B,t.h, VPl mel

tel;
Le premier terme du second membre est majoré par :

’ — ! 1/‘;’
C( Y | V(| Vuu|® Vi) + £ | ) ol 60 -

0,B', k
ke Ty B

Pour majorer le second terme on écrit

Z htl/ B'I[IVuhIB_ZVuh. ﬁ]t|

VP o —m v, <
tel; T

0,B',¢

i} e\
= ( Y h,|[|Vuh|B 2Vuh.n],lB )

,
5 0,8, 1

, 1/ B
X (Z h;ﬁ/ﬁlu-—'rrhvlgst)

teT,
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ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS 39

d’aprés le lemme 1.1

z h,_B/BI|U_'“'hUIE,p,;$C z hEB/B'lv—'IThU|g,B,aks

teT; ke Ty

<C Z h (l+B/B)(|v_»n-hv|oaak+h£|v—’ﬂ'hb|1gk

keTy

<C Y hi B0 |R R0, )

keTy

Comme —B/B’'—1+ B =0 il vient:

B-2y
,;- |[|Vuh| -7, |0 gt " Trhle,ﬂ,!s
<C ¥ h|UVu |72 Vuy ALYV ol g
tel;
d’ou

.
<R’v>scl( 5 mvva v <[y )

ke Ty

) e VP
+ <Zh,|[|Vu,,|B ZVuh.n],‘s’B,’t> ]”u”.

tel;

Comme a'/ ®* + b/ ¥ <2 B(a+ b)/* pour a et b=0, on a I’estimation
suivante :

. 1/
@4 IR]. = 4@ - 4@l <c (3 @)

avec

@5) &) = {m]V(Vu* T Vu) + F o+

1/ 8
+ Y h l[quh|B 2 Vu, . ], |0|3 t}

tcdk

Il reste a relier ||R||. et [|u —u,|, ce qui utilise une propriété de coercivite
de 'opérateur 4 : WEB(Q) - w- LB Q).
Pour Be ]1,2[ on a:

lu—v]?
(el + lIol)?-

ol a est une constante ne dépendant ni de u ni de v.

26) (Au)-A@W),u—-v)=a

5 pour u,v € W P(Q)

vol. 25, n" 1, 1991



40 J. BARANGER, H. EL AMRI

Pour plus de détails sur les propriétés de 4 et pour la démonstration de
(2.6) on peut voir, par exemple, Glowinski et Marrocco [1975] ou Ciarlet
[1978].

En prenant, dans (2.6), v = 0 et pour u la solution du probléme (2.1) il
vient, puisque 4(0) = 0:

(A(u),u) =oful®.
Comme A(u) = f alors afjul|P< (f,u) < NN rw gy - Nl
c’est-a-dire :

1 1/ (B-1)
full < (a “f“W“"B'(n))

=< C(“f”Lﬂ’(n))l/ ®-0

puisque injection de LP'(Q) dans W~ 1#(Q) est continue.

De méme pour u,, et on a donc:
Claell + Nal )~ < C O N )@~ E -1
On a alors a partir de (2.4) et (2.6) le résultat suivant :

THEOREME : On a [l'estimation

L\ B
nu—wusc(z«mq

keTy

ou C ne dépend que de B, Q, o, et f et ou
_ B’

(k) = {me V(Vur|® 2 V) + 7+

e U
+ T k| Vi P2 Vg 1| } .

0,B',¢t
tcok B

Remarque 2.1 : Pour 8 =2 on obtient :

,\1/B
[l — | sC( Z ’fl%k))

keTy,
ou C ne dépend ni de u ni de f, car dans ce cas a la place de (2.6) on a:

(A) - A@),u—v)=alu—-v|® Yuve WykQ).

M?AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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3. FLUIDES QUASI-NEWTONIENS
3.1. Introduction

Dans ce paragraphe on applique la technique d’estimation du résidu & un
modéle de fluides quasi-Newtoniens, c’est-a-dire fluides dont la viscosité
varie en fonction du deuxiéme invariant du tenseur D des taux de
déeformation D, (u) = (u,, +u,,)/2. On se limitera ici au modele de
Carreau a p, > 0. La viscosité s’écrit dans ce cas :

3.1 b= (D) ou:

3.2) w(z) =pg+ (g — )1+ )\Z)(B—Z)/Z
avec :

3.3) A=0, 1<B=s2, pog>pe=>0 et

(3.4 Dy(u) =D, (u).D,(u) lesecondinvariant de D(u) .

On utilise la convention de sommation d’Einstein et on considére le
probléme : trouver u et p tels que:

3.5 -0,2u(Dy(w))D,y(u))+8,p=f, dansQ i=1,2
(3.6) d,u, =0 dansQ
(3.7 ur =0

ou  est ouvert borné de frontiére assez réguliére. On pose pour simplifier
(3.8) A,() = —8,(2 p(u) D, (u)).

Pour une étude détaillée de ce probléme voir Baranger et Najib [1989] ou
Najib [1988]. On a en particulier I'existence et I'unicité de la solution
{(u,p), st fe X', dans X x M ou:

(3.10) X = (H}(Q)) et
(3.11) M =L}(Q) =LY (Q)/R.

L’opérateur 4 défini de X dans X' par (3.8) vérifie :

PROPOSITION 3.1 : Pour tout u,ve X on a:
(3.12) (A) - A@),u—vY =Cwv)|jlu—-v|? ou
(B.13) C(u,v) = {(a;+ ap(Jlu] + [0])) P} avec ajeroy=0 [

vol. 25, n"1, 1991



42 J. BARANGER, H. EL AMRI

PROPOSITION 3.2 (Georget [1985]) : Il existe une constante C =0 telle
que :

(3.14) ||A(u) —A()|ly < Cllu—v| pour tout u, v dans X et ceci pour
tout B = 1. O

Le probléme (3.5-7) entre dans le cadre abstrait suivant :

Soient X et M deux espaces de Banach réflexifs (ici deux espaces de
Hilbert)

A:X > X' continu, B:X - M' linéairecontinu, fe X' e geM'.

On cherche (u,p) e X x M tel que:
(3.15) (A@),vy + (Bu,p) = (f,v) VveX
(Bu,qg) = {9,9) Vqe M.
Sous les conditions (3.12), (3.14) et la condition inf sup ce probléme
admet une solution unique (%, p ). On a de plus (voir Scheurer [1975]) en

notant | || la norme de X et | | la norme de M, et en désignant par
+ les normes associées dans les espaces X' et M’ respectivement :

(3-16) le-Ull +llp-Pl=<CUSf-Fl.+19-Gl.)

ou (u,p) et (U, P) sont les solutions du probléme (3.15) associées
respectivement aux couples (f,g) et (F,G) e X' x M’', et C une constante
strictement positive.

On suppose que f € L%(Q), alors le probléme (3.5-7) s’écrit sous forme
-variationnelle : (u,p)e X x M

(3.17) ZJ n(D"(u))Dij(u)Dij(v)—f pdivy = f fv Vve X
Q Q Q

(3.18) j gdivo=0 Vge M.
Q

3.2. Discrétisation et estimation du résidu

Soit T, une triangulation régulicre de Q vérifiant (1.1). Soit X, et
M, deux sous-espaces ¢léments finis de X et M respectivement vérifiant
(2.3) et (2.4). Le probléme approché s’écrit :

(uppp) € Xy x M,

M?2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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ECOULEMENTS QUASI-NEWTONIENS 43
(3.19)

2 J (D) (u)) D, (u,) D, (v,) — j prdivy, = j Jv, Vv, e X,
Q Q Q
(320) J dn div Uy, = 0 th € Mh .
Q

On suppose que X, et M, vérifient la condition inf sup discréte, alors le
probléme (3.19-20) admet une solution unique (u;, p,) € X, X M,.
On définit deux résidus R sur X et r sur M par:

(321) <R’ U> = 2 j 'J‘(Dﬂ (uh)) Dt_[(uh)Du(v) -
Q
—J p,,divv—f fv pourtout veX
Q Q
(3.22) (r,q) = j gdivu, pourtout ge M.
Q

Soient (u, p) et (uy, p,) les solutions des problémes continu (3.17-18) et
approché (3.19-20), alors on a:

THEOREME 3.1 : Il existe une constante C =0 telle que

(3.23) l#—unll + |p—psl <= CCIR|.+ |7].)

ou R et r sont donnés par (3.21) et (3.22). O
En effet, (3.21-22) peut s’écrire :

(A(uy), v) — (divo, p,)
(div u,, q)

(o) + (Rv) VveX
(r,q) Vge M.

Il

Soient Fe X' et GeM' définies par (F,v) = (f+R,v) et
{(G,q) = (r,q) alors d’apres (3.16):

lu—upll + |lp—Psl =CUF - fl.+ |G-0].) =CIR||.+ |r|). O
11 suffit donc d’estimer les résidus pour en déduire une estimation de

I'erreur. L’estimation de r est directe puisque r = div u;, dans M' = L3(Q)
et donc |r|, = |divu,| c’est-a-dire:

) , \12
(3.24) 7], = ( ¥ |d1vuh|0’K> :

KeTy
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On suppose que f € L?(Q), alors (3.21) s’écrit, en notant pour simphfier
w;, au lieu de p(Dy(u,)) :

(Rvy = ¥ (Lzuhb,](uhw,,(v)—Lphdivv—Lfv).

KeTy

En appliquant la formule de Green sur chaque K on a:

<R,U> = Z (f[( (Al(uh)+alph_f1)vz + J;k (2 “‘hDu(uh)nj—"phnx) v,

KeTy

= Z (Az(uh) + alph_fl)vl + Z J [2 '-"th](uh) n_/ — Dy nz]tvx}

KeT, vK tely

ou I'; est lIa réunion des cotés de tous les triangles internes de 7).
Comme (R, v,) =0 pour tout v, € X,, alors pour v, =7, v on a:

(Rv) = (Ro—myvy = ¥ L (A, () + 0,04 — 1) (0 — 7, ),

KeTy

+ Z [zp‘th](uh)n]—phnz]t (U—"ﬂ'hv),

tel; Vi
d’ou:

(3.25) (Rv)s= Y |A(uh)+Vp,,—f[0)K. |o—m 0], &

Ke Ty

+ z |[2p'thj(uh)n]_Phnt]llo’t‘ l(v—“hv)z'o,t°

tely

On majore les deux termes du second membre séparément.

A. Majoration du 1 terme

Y| A@) +Vpy =S| - [0 =m0, =<

K
12

) ) \ 12 _2 )
= ZhKIA(uh)‘*'VPh’fIO,K) (ZhK IU““hUIO,K)
K K
et d’aprés (1.2) avec m =0 :
12

<cC (;h,%lA(u,,) I R
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B. Majoration du 2¢ terme
Pour alléger ’écriture introduisons le vecteur s de composantes :

(3:26) s; = [[2m Dy () m; —pamile| =

= |[0'ij(“h,Ph) nj]1|0’t = | ij ]] |0t

Le 2° terme s’écrit :

L\ 12 » , \12
ZSil(v—'rrhv)‘-lo"s Y Al Y A lv—'"hvlo,, :

tely tely tely

12
Le facteur ( Y Ao —m,vl? \\ est majoré par:

i i b, ¢
teT, /

h—l _ 5 l/2<
Z z t lv Trhvl(),t =

KeTy tcdk

—1 2 172 -1 2 172
< (zere' ¥ [v—'rrhv|o’t) =c< Y hi |u_¢r,,u|0’ak)
K tcdk KeTy

et d’aprés le lemme 1.1 (avec B = 2):

12
=C (Zh,}2|v—’ﬂ'hv|g,1{+h;<|”""hvlix)
K

, \»
sc( 5 |v|l,,<) ~clv).

KeTy

Le deuxiéme terme est donc majoré par :

(zhu%]HMY|w

te ]".
d’ou:

1/2
(R,v) sC{ <;h12<|A(uh)+Vph_f‘§,K> +

(zhu%,umyﬂwn

tely

ou encore :

1/2
(3.27) llRll*sC{z (hKIA(uh)+Vph floc+ T hlaling, |ot>]

tc 3K
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on a alors le:

THEOREME 3.1 : Il existe une constante C indépendante de h telle que :

12
(3.28) | —upll + |p—pPal sC( Y 'r](K)2> ou

Ke Ty
(329) (m (K)? = hi|A(u;) + Vp, ~f|3,;< +

n
+ Y b Y (Lo m ]y, + |dival] ..
tcdk Ly=1

Preuve : 11 suffit de rassembler (3.25) et (3.27) et utiliser (3.23). O

Remarque 3.2: On peut considérer des modéles pour lesquels la
dépendance de la viscosité par rapport au deuxiéme invariant est plus
fortement non linéaire ; par exemple on peut considérer la loi de Carreau
avec W, = 0 ou la loi puissance :

w(z) = (g/2) |z|®-2/2.

Dans ces conditions X = W P(Q) et M = LE'(Q) (B’ exposant conjugué de
B) et on doit utiliser a la fois les méthodes des §§ 2 et 3 et remplacer le
théoréme 3.1 par une version non linéaire. Voir Baranger et El Amri [1989].
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