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RELEVEMENT POLYNOMIAL DE TRACES
ET APPLICATIONS (*)

par Christine BERNARDI (') et Yvon MADAY (%)
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Resume — Dans un carré, nous montrons des résultats de stabiuite pour le relévement par un
polynéme de traces polynémuales sur les quatre cotés, dans les espaces de Sobolev ordmarres et a
pouds de Jacobr L’application presentée 1ci est I'amélioration des estimations d’erreur existantes
sur la pression, lorsque le probléme de Stokes est discrétisé par une méthode de collocation
spectrale

Abstract — In a square, we prove stability results for the lifting of polynomial traces on the
Sfour edges by a global polynomal function, i standard and weighted Sobolev spaces We apply
them to improve the already known error bound for the pressure which comes from the
discretization of the Stokes problem by a spectral collocation method

INTRODUCTION

Dans un domaine carré, on peut définir sur chaque espace de Sobolev
d’ordre entier un opérateur de traces [LM, Chap. 1] et caractériser son
image comme un produit d’espaces de Sobolev sur la frontiére avec des
conditions de compatibilité aux coins [G, Chap. 1]; on démontre alors
Pexistence d’un relévement continu a droite de cet opérateur. Ces propriétés
s’étendent [BM1, § II] au cas des espaces de Sobolev a poids utilisés dans
Papproximation spectrale d’équations aux dérivées partielles, c’est-a-dire
lorsque le poids est une puissance, comprise entre — 1 et 1, du produit des
distances aux c6tés. Le principal but de ce travail est de démontrer des
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558 C. BERNARDI, Y. MADAY

résultats similaires dans des espaces de polyndémes de haut degré: plus
précisément, étant donnés des polyndmes de degré fixé sur les cotés du
domaine, on indiquera quelles conditions de compatibilit¢ ils doivent
vérifier aux coins pour étre les traces d’un polyndome de méme degré par
rapport & chaque variable sur le carré et quelles sont les propriétés de
stabilité de ce relevement en fonction du degré et des normes de Sobolev
considérées.

On peut imaginer de nombreuses applications a ce type de résultats, en
particulier dans I’analyse numérique de la p-version de la méthode des
éléments finis et aussi des méthodes spectrales; nous allons en citer
quelques-unes dans ce cadre (nous référons a [CHQZ] pour les propriétés
générales de ces méthodes). Le premier exemple est lobtention de
majorations d’erreur entre la solution exacte d’un probléme elliptique avec
des conditions aux limites non homogeénes, et la solution approchée obtenue
par une méthode de collocation spectrale (¢f. [BM1, § V] dans le cas d'un
probléme modele du second ordre ou [BCMM, § III] pour le probléme de
Stokes) ; un théoréme général d’approximation sera énoncé dans ce but. Le
deuxiéme exemple est ’analyse numérique des méthodes avec partition du
domaine d’origine, comme les éléments spectraux avec raccords non
conformes ou le couplage de I’'approximation spectrale avec une discrétisa-
tion par éléments finis; nous référons a [BMP] pour le premier type, a
[BMS] pour le second. La troisiéme application est I'amélioration des
bornes d’crreur sur la pression, lors de ’approximation du probléme de
Stokes par méthodes de collocation spectrale ; elle sera traitée en détail
dans le cas d’un algorithme a une seule grille étudi¢ dans [BMM] [BCaM]
[BCMM] et dans celui d’un algorithme a trois grilles décalées étudié dans
[BM2], le résultat étant li€ a une meilleure estimation de la constante de
condition inf-sup de Baku$ka et Brezzi.

Le plan de Particle est le suivant. Le premier paragraphe est consacré a
rappeler quelques notations et résultats sur les espaces de Sobolev a poids
dans un carré. Dans le second paragraphe, sont d’abord établies les
propriétés d’un opérateur de relévement polyndmial d’une trace donnée sur
un seul coté du carré ; puis le théoréme général est énoncé, démontré et
appliqué a un résultat d’approximation. L’application au calcul d’erreur sur
la pression dans la discrétisation spectrale du probléme de Stokes est I'objet
du troisiéme paragraphe, dans les cas d’une ou trois grilles de collocation.
Deux résultats d’équivalence de normes d’interpolation sur les polynémes
sont présentés en annexe.

I. RAPPELS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS

Pour tout ouvert A de R ou R? on considére les espaces de Sobolev
habituels H°(A), munis de la norme ||. | ,, pour tout réel s = 0, ainsi que
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RELEVEMFENT POI YNOMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS sS59

de la semi-norme |. loa lorsque s est entier. On note H3(A) I'adhérence
dans H’(A) de 'espace Z(A) des fonctions indéfiniment différentiables a
support compact dans A. Lorsque s — 1/2 est entier, on définit Hj(A)
comme I’espace d’interpolation d’indice 1/2 entre Hy* *(A) et Hi~ 3(A), et

on designe par ||.||, , sa norme.
Py
T
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Figure I.1. — Numérotation des coins et des cotés dans le carré €.

Soit maintenant A lintervalle ouvert | — 1, 1[, et Q le carré A% Le point
générique de A sera désigné par ¢, celui de Q) sera écrit x = (x, ). On note
ay, J€ Z/4Z, les coins de ), ou a, suit a,, ; dans le sens trigonométrique ;
on désigne par I'y, J € Z/4Z, le coté d’extrémités a, _, et a,. Sur tout coté
I, JeZ/4Z, n; est le vecteur unitaire normal & I'; et extérieur & Q et
7; est le vecteur unitaire directement orthogonal 4 n, (voir fig. 1.1 ci-dessus).

Precisons les notations des espaces de Sobolev a poids que nous allons
utiliser. Dans tout ce qui suit, o est un nombre réel > — 1.
Sur Plintervalle A, on pose

.1 VieA, po(®)=(0-8)".

vol 24, n° 5, 1990



560 C. BERNARDI, Y. MADAY

On introduit I’espace des fonctions de carré intégrable associé¢ a la mesure
p. (L) dt, c’est-a-dire

1

(1.2) L2(A) = {v : A > R mesurable ; J. v2(8) po(§) d¢ < + oo } ,
-1

puis, pour tout entier m = 0, 1’espace de Sobolev

(1.3) HJPA) = {ve LX(A);dv/d{" e LZ(A\),0<r<m} ;

cet espace est muni de la norme

[ (1 m 1/2
(L4 T f }:(d'v/dcfvpu(c)dc}

-1lr=0

et de la semi-norme

_‘/_

rei 12
@s Ohpan = | | (d'"v/dcm)zpu(c)dc} .
1

Pour tout réel s = 0 non entier, I’espace de Hilbert HJ(A) est défini par
interpolation entre HII(A) et HI1+1(A), ou [s] désigne la partie entiére de
s, et sa norme est notée |.|| ,. Pour tout reel s=0, H; o (A) est
I’adhérence dans H3(A) de l'espace Z(A) des fonctions indéfiniment
dérivables a support compact dans A. Par translation et rotation, on
construit des espaces de Sobolev semblables H,(I") et H, o(I'), s =0, sur
tout segment ouvert I' de R” de longueur 2, et on note -1l o leurs
normes.
Enfin, sur le carré ), on pose

1.6) Vx= (x5, )€, w0,x)=(1-x)(l—p).

On introduit I’espace
1.7 L2(Q) = {v : Q0 - R mesurable ; J v3(x) w (X) dx < + © } ,
Q

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(L.8) (u,v)m:j u(X) v (X) w, (x) dx .
QO

Pour tout entier m = 0, on introduit ’espace de Sobolev
(19) HIQ)= {veLiQ);
v/ ax" 9yTe LA(Q), (p.9)eN’ p+g=m};
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RELEVEMENT POLYNOMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS S61

on le munit de la norme
1/2
1.10) ||u||m wa = [J z (8790 /axt ayq)2 mu(x)dx}
o Qpigam
et de la semi-norme

12
@1 o), o = U Y (@ 0/0x 0y w () dx} "
Qprg=m
Pour tout réel s =0 non entier, ’espace de Hilbert H,(Q) est défini par
interpolation entre HII(Q) et HI1+1(Q), ou [s5] désigne la partie entiére de
s, et sa norme est notée |.[| ,. Finalement, pour tout réel s=0,
H; () est l'adhérence dans H,(Q2) de l'espace Z({Q) des fonctions
indéfiniment dérivables & support compact dans .

Les principales propriétés de ces espaces ont été étudiees dans [BMI,
§ II] auquel nous référerons lorsque ce sera nécessaire.

Nous commengons par rappeler les résultats sur les traces de fonctions de

H™(Q). Pour tout entier m =1, on définit sur €™~ '(Q) l'opérateur
T,, de traces:

W12)  us Tpu= (u]p, 0u/on, 0" u/on} Y ez/iz -

Puis, pour tout triplet d’entiers (k, r, p ) tel que 0 <k + r < p, ¢tant donne
ya

un élément ® = (¢%, ¢, ..., ¢Nyezaz de ] I %?~*(T,), on note
JeZJZ k=0
(C)y,, la condition suivante :

(O VJelZ/AZ , (d"PI}/d’r;)(aJ) = (- 1)k (dk<P9+ 1/d71;+ »(ay) .
Le théoréme qui suit est établi dans [BM1, Thm. IL.3 and I11.4].

THEOREME I.1: Soit o un nombre réel strictement compris entre
— 1 et 1, non nul. Pour tout entier m = 1, l'opérateur de traces T,,, défini sur
D(Q), se prolonge en un opérateur linéaire continu surjectif de l'espace
H(Q) sur le sous-espace de

m—1
l—[ Hgl—k— (1 +a)/ Z(FJ)
JeZ/4Z k=0
formé des éléments vérifiant les conditions (C), , pour
1.13) O<k+r=m—-1si a<0 e O=<sk+r=m—-2si a=0.

Il admet un relévement continu a droite.

vol. 24, n° 5, 1990



562 C. BERNARDI, Y. MADAY

Comme on le voit, le cas a = 0 des espaces de Sobolev habituels est un
cas limite. Pour un triplet d’entiers (k, p, r ) tel que O <k + r < p, on doit
introduire, pour tout élément @ = (¢}, @) .., ®)yez/az  de

’ -
I1 [T #* ~*(T')), la condition faible (C )i, » suivante :
JeZ/AZ k=0

VJeZ/AZ ,
2
(é)k,r j [(d"PI;/dTrJ)(aJ — 7))
0

— (= D (G vl ) (ay+ tr,, )Pdi /< + o0

p —-—
Remarque 1.1 : Lorsque ’élément @ appartient a H [1¢€* -k, il
JeZ/AZ k=0
est facile de voir que la condition (C )., est équivalente 4 la condition
(C,r-
Le théoréeme suivant est un cas particulier de [G, Th 1.5.2.8].

THEOREME 1.2 : Pour tout entier m = 1, ['opérateur de traces T,, défini
sur D(Q), se prolonge en un opérateur linéaire continu surjectif de I'espace

m—1

H™ () sur le sous-espace de ] [] H™~k=V2(T')) formé des éléments
JEZ/AZ k=0

vérifiant les conditions (C),, pour 0 <k +r<s=m—2 et les conditions

((j)k‘ , pour k +r =m — 1. Il admet un relévement continu a droite.

Soit n un entier = 0. On note P,(A) lespace des restrictions a A des
polyndmes sur R de degré <n, et P,(Q) I'espace des restrictions a { de
polynémes sur R? de degré < n par rapport a chaque variable. Etant donné
un entier m = 1, on note P>™(A) (resp. P>"(Q)) 'espace P,(A) N HI(A)
(resp. P,(2) N HF'(Q)); il est formé des polynomes de P,(A) dont toutes
les dérivées d’ordre <m — 1 s’annulent en + 1 (resp. des polynémes v de
P,(Q) tels que T,,v soit nul). Enfin, si £ est un autre entier =0,
P, (Q) désigne I'espace des restrictions a  des polynémes de degré
=< k par rapport a4 x et de degré <n par rapport a y.

On aura besoin d’une base de P,(A) formée de polyndmes qui soient
deux a deux orthogonaux pour le produit scalaire de L2(A). 1l s’agit des
(n+ 1) premiers ¢éléments de la famille des polynomes de Jacobi
(U)nen : le polyndme Jo, ne N, est de degré n et satisfait la condition

ar . oouwTl(n+a+1)
114 ) =(x1) ————.
(L.14) R D) = (2 1) S
Citons rapidement quelques propriétés de ces polyndmes qui seront utiles

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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RELEVEMENT POLYNOMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 563

par la suite [DR, § 1.13] [H, Chap. 22]. Ils sont donnés par la formule de
récurrence

M+ 1) (n+2a+1)J% = Qn+2a+1)(n+a+1)L00
(I.15) - (n+o)(m+a+1)J2 ., n=1,
@) =1 et JFQ)=(a+1)E.

Ils vérifient I’équation différentielle
(1.16) VreN, (po 1) +n(n+2a+1)p J2=0,

et leurs normes sont données par

1.17) VreN,

22u+lr(n+a+1)2
2un+2e+1)n!T(r+2a+1)’

1
J T pa (L) di =
-1

On utilisera enfin la formule [BM1, Lemma 1V.1]

(I.18) Vn=1,

1 n+2a+1 n+a
J dt = Je - _ J~
J n(8) dt 2n+2a+1 [ nta+l "' nHi2a "‘1}’

ou J J(C) d¢ désigne la primitive de J, d’intégrale nulle pour la mesure

pe (L) dL.

Soit N un entier fixé; dans ce qui suit, on désigne par ¢ une constante
pouvant varier d’une ligne a ’autre mais toujours indépendante de N. On
aura besoin de la notation suivante : pour tout entier m = 1, pour tout réel s
strictement compris entre 0 et m, la norme d’interpolation d’indice

1 —s/m entre 'espace P%™(A) muni de la norme |. Il,. . €t ce méme

espace muni de la norme |.[|, ., sera désignee par ,, y | || ; ceci peut

s,a, A
s’écrire [LM, Chap. 1, Th. 10.1] de la fagon suivante : pour tout ¢, dans
PR™(A),

119 wllenll, v =if {1277 0] 2 my)

+ 1P v /ot g L2y ()€ PY™(A)etv(0,.) = (pN} .

Il est bien évident que I'on a

@20) Yoy e PR™(A), lenl, oy <mwllonl, o, <e el .-

vol. 24, n° 5, 1990



564 C. BERNARDI, Y. MADAY

ou la constante ¢,(N) minimale dépend a priori de m, s, « et N. Des
majorations de cette constante, pour m égal a 1 et 2, sont données en
annexe.

Avec les notations précédentes, le probléme qui est 'objet dumpzltragraphe

suivant s’énonce ainsi: étant donné un élément @ de [ [] Pw (T,
JeZ/4Z k=0

m = 1, que doit-il vérifier pour qu’il existe un polynéme v,y de P () tel

que T, vy soit égal & @ ? Si ces conditions sont satisfaites, comment peut-on

majorer la norme |vy| . en fonction de ®? Nous commengons par le
cas un peu plus facile ou les composantes de ® sont nulles sauf celles sur un

seul cote I

II. RESULTATS DE RELEVEMENT

II.1. Relévement d’une trace unilatérale

m=1

Soit @y ;= (¢% ¢', ..., @ " ") un élément de [] P}™(T,). Le but de ce
r=0

paragraphe est de construire un polynéme Qy ; ®y ; de Py (Q) tel que:

1) T, 08 ; Py ;soit égal & (Yy 1, Uy 11, Yy, 11 Yy, 1v), o Wy est
égal 4 @y ; et ou Wy x est nul pour K J, Ke Z /4Z ;

2) la norme de Qy , @y ; dans HJ'(Q) soit majorée en fonction de
certaines normes de &y ;.

Les résultats seront énoncés pour J quelconque dans Z /47 ; toutefois,
pour simplifier, les démonstrations, qui sont exactement identiques dans les
quatre cas au signe et a I’échange des variables pres, seront faites dans le cas
J = I. On rappelle que le c6té I'; est le segment ouvert {—1} x]-1, 1.

Soit m un entier =1 fixé; on suppose dans ce qui suit que N est
= 2m — 1. Nous allons construire deux bases de polyndmes appropriées a
notre probléme, en adaptant une idée de C. Canuto et D. Funaro [CF, § 2].
Puisque la forme bilinéaire :

i
CRDES f (d"e/dg™)(d™/dg™) (1 - L) d

v-1
est elliptique sur Hy ((A), le probléme aux valeurs propres d’ordre 2 m,
consistant a trouver § dans P%™(A) solution de

(IL.1)
(YxePy™(A),

1
f (@™ dE™) (" /dE™) (1 — 2)°dL = \ j
-1

1

W) x(@) (1 - ) de,
1
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RELEVEMENT POLYNOMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 565

admet N —2m+ 1 valeurs propres strictement positives Ap,
l<f<N(@m)=N-2m+ 1. Onnote {Yp} L <l N (m) U1E base de vecteurs
propres, orthonormée pour le produit scalaire de L2(A), le polynéme
Yp étant associé a la valeur propre Ay.

Pour un entier k donné, 0 <k <m — 1, et pour tout {, 1 < f < N (m), on
note ¢f la solution dans P,(A) du probléme
(I1.2)
Vx e P}"(A),

1
J (d"ef/de™) (d™x/dE™) (1 — () di
-1

1
+ N J e () x(O)( -H)*dr =0,
-1

of/dt)(—1) =8, et (d¢f/dt’)(+1)=0, O<k,r<m—1,

ou 3, désigne le symbole de Kronecker. En effet, par ellipticité de la forme
bilinéaire sur H; ((), une telle solution existe et est unique, puisqu’il
existe un unique polynéme &* de degré 2 m — 1 vérifiant les conditions aux
limites

(IL3)  (dE/dU)(—1) =38, et (dE/d)(+1)=0, O<r=m—1.

Nous donnons un autre exemple de polynomes vérifiant les conditions
aux limites (I1.3).

LEMME II.1: Pour tout entier n=2m—1, il existe m polynémes
& O0<k<m—1, de degré <n vérifiant les conditions aux limites (11.3) et
tels que

(IL.4) €8

2m”€n" n2m—2k-l—a'

m,a,A OuA

Démonstration : On peut supposer n assez grand, puisque pour n borné
les polynémes &*, 0 <k <m — 1, vérifient (IL.4) pour une constante ¢
convenablement choisie. On introduit une premiére suite de m polyndmes

g’,f, O0<k<m—1, définie par

( ZkJ-l n+|—m/d§2k+l)(C)
(@ U /A (= 1)

E5 () = [+ OF /R — )" /27]
Le polyndme £¥ vérifie

(dE/dg"y (- 1) =0, O<r<k—1, (d%/dtf) (-1
(dE/dg)(+1) =0, O<r<=sm—1,

vol. 24, n° 5, 1990



566 C. BERNARDI, Y. MADAY

D’autre part, pour tout réel B = — 1, il découle de ’équation (1.16) que le
polynéme J®, n =1, est paralléle au polynéme JP*! et vérifie, d’aprés
[BM1, (V.28)], (I.16), (1.17), (1.14) et la formule de Stirling,

17

[ (= )| = c@™/n?)| 8] /lJf(—l)fsc’n"l'B.

0,8, A 0,B, A

Ceci implique

el (1 - E)mfk(d”“t];‘:ﬂ7m/d2;2k+1)“0,a+2k,/\
0aA | (@ ey /A Y (= 1)

sc||J::lzfm—2klllo,a+2k,A/IJI?:12—/—€m—2k’(_ 1)

tk

&

>

donc

Sc!n—zk—l—a.

tk
(IL.5) | & ben

On construit maintenant les polynémes & par récurrence inverse sur k. On
note d’abord que le polyndome & ! =¢&"-! vérifie (IL.3) et que

-2m+1-a

m— 1 : A
&'l 0aa Ot =cn . Puis, supposant connus les polyndmes

g€, k+1=<r=<=m-—1, on pose

~ m_l -~
=8 Y (dE&/dN(-1)g,.

r=k+1

Le polyndme & vérifie les conditions aux limites (I1.3) et, de plus,

gk

1€ 0o o n =1

0, A + =;1 !(drgﬁ/dcr)(_ l)l ”'5;"0,“,/\
m-1

$Cn_2kal(1+ Z ‘(drgﬁ/dgr)(_l)|n2(k—r)) .
r=k+1

Mais on sait que

|7 R (L1 = ) /2" (25 e, g5 1)) fde = |

|@8/a)(~ 1) = [ (@ /@ D (D)

sup I(ds+2k+1J;+l_m/d€s+2k+1)(_1)|
=c 1§ .
oes=r—k | (@*FFUE L /dCF (= 1)

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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RELEVEMENT POLYNOMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 567

On montre par récurrence sur § que, pour tout entier B > — 1,
2(B + $)(d°T5/dg’) (- 1)
=—(n=s+1)(m+2B+s)(d /g’ N(=1),
donc que
(@T5/dg’) (- 1)

= (=1)[TB+1)/2TE+s+ Dln(n-1) ... (n—s5+1)]
[(m+2B+ 1) +2B+2)... n+2B+8)]J2(=1),

ce qui implique
| (@& /ey (— 1) | < en®C 8.

On en deduit que ”g’;"o,u’A est < cn-2k-e-1

Finalement, la seconde inégalité de (I1.4) est une conséquence immeédiate
de I'inégalité inverse [BM1, Cor. V.3], vraie pour tout entier £ = 0 et tout
réel s =k,

(I1.6) Veye Py(A), lonll, o o < NP oy I o a-

Ceci nous permet d’estimer les normes des fonctions ¢f.

LEMME I1.2 : Pour tous entiers L et k, 1 <{ < N(m),0<sk=sm-—1, les
polyndmes ¢f vérifient

(IL7) ot |2

|m,u,A

i )\[”‘PIEHE N sc)\%]—(2k+l+o()/2m )

Démonstration : Pour tout polynéme £* vérifiant les conditions aux limites
(I1.3), en choisissant x dans (I1.2) égal a ¢f — £, on obtient

1 N ] 1 N T 2 N - IR V3 4 PN £ P
d’ou
ar8)  Jof|2 +nellwbll = cCED el €S L)

Maintenant, on choisit x dans (II.1) égal a Yy et on applique I'inégalité
inverse (11.6), ce qui donne

(IL.9) A= |Ue|> | =coN*™

m, a, A
il existe donc un entier Ny < N tel que
co(Np—1)*" <Ng<coN§™.
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On choisit alors £ égal au polyndme g’,‘w défini dans le Lemme I1.1, et on

obtient
2 2
l(p"fclm,m,A + )\[”(Plf{”()’u,/\
SC(l&fvy'fn’u’A +coN¢™ §I1§/(“§,Q,A) <c¢' Nj@m-2k-1-a)

d’ou le résultat.
Considérons enfin un élément quelconque @y ; = (¢% o', .., @ ™ ") de

m-—1
Pespace [] P%™(T,). On développe chaque polynéme ¢, 0 <k <m — 1,
r=0

dans la base {¥¢}, _,_y(ny de PR7(T))

N(m)

(I1.10) =Y v, Osk=m-1.
=1

Puis on définit le relévement QF ; @y ; par

m—1 N(m)

L11) QR 1@y (5y)= T Y &F o (x) be(»)

k=0 £=1

et on vérifie que 7,,QF ; @y ; est bien égal a (Py ;,0,0,0). On est
maintenant en mesure d’énoncer le premier résultat.

PROPOSITION II.1: Soit o un nombre réel strictement supérieur a — 1.

m—1

Pour tout entier m =1, il existe un opérateur Qy ; de [] P%™(T)) dans

r=0
Py(Q)) tel que, pour tout élément Py ;= ((po,cp',...,cp”“l)JEZMZ de
m-1
1 PX"(T)), on ait
r=0
(IL.12) T, QX;,J(DN,J = (‘I’N,h Yy 11, \I,N, g ‘I’N,IV) >

ou ¥y ;est égal a ®y ; et ou Yy x est nul pour K+ J, Ke Z /4Z, et

m—1

(IL.13) 1%, sl =c X N2 e g, 1,
k=0

Démonstration : Dans le cas J = I, le polyndéme Qy ; @y ; est défini par
(11.10) et (II.11). De plus, l'espace HJ'(Q) coincidant avec Pespace
LA, HI(A)) N H(A, Li(A)), on a

”Q;V”,I q)N,I“

m, a, )

= c(||Qn,1 Py |l L2, HA)) T 1On,1 w1l HY(A, Lg(A))) ,
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d’ou

1% @n.i

m, o,
m—1 N(m)

2
<cT Yl AR N 72 e 2 N L 71 FY

Du Lemme I1.2, on conclut

m-1 N(m

AL O ®wsl), o =¢ p z |§f|2np- @ teer/ 2m,

m, o, O

ou encore, d’apres (I1.9),

m-—1
”QN ]‘I)N[“ <c z N2(2m—2k~l—u)”(pk”g’u’r'.
k=0

m, o, Q

Remarque I1.1 : Bien entendu, on aurait pu définir d’autres relévements
vy que le polyndme Qy ; ®y ;, par exemple

m—1 N(m)
oy(6y) =Y Y @ E5,(x) k()
k=0 £=1
ou
m—1 N(m)
vy(x,y) = Z Z o EX () U () = E Ex(x) ¢ ()
k=0 £-1

ces polyndmes satisfont encore la majoration (II.13). Toutefois on peut déja
noter que le polynéme QY ; @y ; vérifie en plus I’équation

(IL.15)
Vwy e PR™(Q),

J [(@7v/x™) (8" wy /3x™) + (370 /3y"™) (3" wy/3y™)] @, (x)dx = 0.
Q

De surcroit, le choix que nous avons fait est nécessaire pour la propriété de
stabilité démontrée plus loin.

Remarque II.2 : Etant donné un autre entier M = 2 m, on peut également
relever ®y ; par un polyndéme de P, 5 (). Plus précisément, si I'on pose

m—1

Q}lrx}iv,l q)N,I(x: y) = 2 §Ifw(x) ‘Pk(J’) >
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on veérifie que T, Qyny ; Py, est bien égal a (Py ;,0,0,0) et on a
I’estimation

m-1

AL16) || Q%1 ®ws,, , o <csUP {M,N}?™ ¥ M_zk_l'“ll‘Pk”o,a,r,-
k=0

PROPOSITION 11.2 : Soit o un nombre réel strictement supérieur a — 1.
Pour tout entier m = 1, pour tout élément

m-—1

0 1 -1 0,
Dy ;=(9,¢, 0" Nyezsaz € [] P¥"T)
r=10

ona

m—1

(L.17) ”Qi’vn,J(DN,J||m,a,n =c ) m,N”‘Pk”m_k_(1+a)/2,a,r,.
k=0

Démonstration : Si le développement d’un polyndéme quelconque ¢, de
N(m)

PR™(A) sécrit oy = Y Gy, on a
£=1

N(m) 5 1/2 N (m) ) 172
lowly . » = (le w) et lenl, ., - (fz Nmpe) .
= =1

Par interpolation, on en déduit pour tout réel s, 0 < s < m,

N(m)

12
(L18) Veye PY"(A), (zcb%xi/'") <cmullenl, .-
=1

La proposition est une conséquence immédiate de cette inégalité et de
(I1.14).

Remarque I1.3 : Dans le cas ou a est < 1, il faut noter que les normes
discrétes intervenant dans la Proposition I1.2 correspondent précisément a
celles des espaces de Sobolev des Théorémes 1.1 et 1.2. De plus, I’estimation
(I1.17) est optimale par rapport a la définition (I.19) des normes discrétes
comme normes de trace d’une fonction définie sur un domaine bidimension-
nel : en effet, dans le cas m = 1, pour J = I, en choisissant v dans (I.19) égal
a un prolongement de Q ,{, ; @y ; et en faisant le changement de variable
t=1+x,0na

0 a 2 1
Lvlle ”(1_(,)/ 2, 0,1, Sc(”(l + x) / QN’IQ)N’I”LZ(A;H;(A))

+ |1+ x)* 280, Dy ;/0x||

id (R 21 N

dans certains cas, on peut étendre ce résultat a m quelconque.

LYA, LAY

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



RELEVEMENT POLYNOMIAL DE TRACFS ET APPLICATIONS 571
I1.2. Théoréme principal

Le but de ce paragraphe est de construire explicitement un relévement,
par un polynome de degré =< N, des traces polyndmiales de méme degré
vérifiant les conditions de compatibilité. On commence par noter que les
conditions de raccord des Théorémes 1.1 et 1.2, qui sont nécessaires, ne sont

pas suffisantes. En effet, pour toute fonction u de €2~ 1D(Q),

particulier pour tout polyndme, si on note ® = 7, u, on voit que, en tout
coin a;, Je Z /47,

(= 1)(3**"u/0x* 3y") (ay) = (d'¢f /) (ay)
= (- D (d*y, /drh, ) (a)) siJestimpair,
(£ 1)(8**"u/ox" 0y*) (ay) = (d'¢f/dr))(ay)
= (-1 ‘PJ+I/dTJ+1)(aJ) si J est pair,

pour tout couple (k,r) tel que O <k, r=m — 1.
On est amené a introduire pour tout entier m = 1 Yespace By (3{2)

(I1.19) B ™(5Q)

m—1
(O3NS IT 11 Py (T)) vérifiant (C),, Ok, r=m—1 }

JeZ/aT k=0

Dans tout ce qui suit, on supposera
(11.20) N=2m.
On commence par établir un résultat d’inégalité inverse.

LEMME I1.3 : Tout polynéme ¢y de Py(A) vérifie l'inégalité

1.21) Vie A, |oy@)| s NPl jou| .

Démonstration : On décompose le polyndme ¢, dans la base (J5)g<p<n :

N
ey = E (PnJ:'
n=0

On a donc pour tout { dans A

lov(@1 = 3 1] 17|

(% ) (5 ol )

n=0

) s s 1/2
|72(0) | /IIJ?IIO,a,A)

N
< loxlyon (X
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Or on sait [H, Chap. 22] que le polyndéme J® est borné par cn™P{®~12}  Ep
utilisant cette estimation, la formule (I.17) et la formule de Stirling, on
obtient

1/2

N 12 N
(3 1@ P/1T;, ) e (5 wmeeso )T <oy
n=0 n

=0

Remarque I1.4 : 11 est facile de voir que la majoration (I1.21) est optimale,
en considérant par exemple, pour a=-1/2, le polyndme
N
ev=Y B/ ||J,‘,’||0 A dont la norme |¢y 172
n=1

vérifie

lo, o o eSt égale & N 7% et qui

lexn(+ D] = (/T(a+1)) ¥ T(r+a+1)/n ”J:”o,m,A) '

N =
N
=c Z n(!+1f2;CI Nu+3/2'

n=1

On considére maintenant un élément ®y = (¢% ok . 0 7 ez jaz de
B(3Q). En utilisant les polyndmes £X, 0 <k <m — 1, introduits dans le
Lemme 11.1, on lui associe alors un autre €lément
3 ~0 ~1 o
Dy = (&) &) ... &7 ')jez/4z de BR(3Q) par

[ 300 = of0) = ¥ [(d'6k/dw)) (@) Ex (=)

r=10
+ (= 1) (d'ef/dry)(ar) € ()]

m— 1

&51(x) = @fr(x) = Y [(d'¢f;/drip) (ay) Ey(x)
r=90

+ (- l)r(d"Pl;l/dT;I)(aII) Ey(—x)]
(I1.22)

m-—1

&) = @) — Y [(d'efn/dv ) (an) Ev(»)

r=0

+ (- 1)r(dr‘Plfn/dTr111)(anl) Ev(—1)]

() = ey () — Y [/ dth) (anr) v (= )

+ (= 1y (d'efy/driy) (apy) £y (0],

pour 0 <k =m — 1. On définit aussi les é€léments

m—1
Dy s = (3} &) 7 e [ PNT), JeZ/AZ.

r=20
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L’opérateur de rélévement Q5 est construit par la formule
(11.23)
N Py (x) = Z N,J (BN,J(X)
JeZ/Z

m—t m-1

+ Y Y (= D@ d) (a) v () € (%)

k=0 r=0
+ (d"Pllcl/dT;l)(aII) Ev(—x) §Izcv(y)
+ (dr‘Pllcn/dT;n)(alu) Ev(— ) EX (- x)
+ (d'o5y [dryy) (ary) En(x) €5 (= »)] .

On vérifie aisément en utilisant les propriétés des opérateurs Qy ;,
JeZ/4Z, et les conditions (C),,, O0<k, r<m—1, que T, Oy @y est
bien égal a ®, ; par exemple, on a

(0% Oy /(= 1,3) = ) + ¥ (— 1 [(@'eh/drp)(a0) Ex(~ »)
r=0
+ (d'ef/drp)(ar) Ex ()] = € () -

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant,
qui constitue le résultat principal de notre étude. Une version légérement
différente a été établie dans [BMI1, Prop. V.1] pour le cas particulier
m=1.

THEOREME 11.1 : Soit a un nombre réel strictement compris entre — 1 et 1.
Pour tout entier m=1, il existe un opérateur Q% de BN (0Q) dans
Py(Q) tel que, pour tout élément ®y = (¢5, @b, ...,cp’,"’l),ez/l‘z de
By (3Q), on ait

(11.24) T,0mdy =y,
et
(11.25)
”Q;\]n(DN"m,u’nsc Z mz_:] N2m—2k—l—ct—mf {0,172 + a} ”(p§||0,a’rj.
JeZ/aZ k=0

Démonstration : 11 reste a vérifier 'inégalité (I1.25). Des formules (11.22)
et (IL.23), en utilisant la Proposition I1.1, on déduit la majoration
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m—1

”QK}‘D'N“m,&,Q'sc[ Z Z (sz 2k71'“”(§§”

0
JeZ/4Z k=0 »e. Ty

m—1

+ 3 [(@'&5/dD @ || &) e, . o) ]

SC{ Z Z (N2m 2k—l—u”‘P1“0qr/

JeZf47 k=0
+ Z | (d"¢5/dx7) (a))|

(&, o+ N2 2518 ], M))J .

D’aprés le Lemme II.1 et comme I’espace H£(A), 1 < { < m, coincide avec
I’espace d’interpolation d’indice 1 — f /m entre 'espace H,'(A) et I'espace
L2(A) M, §3], on a

”degk,/dciuo,u’[\ = CNZ{—ZkfI—ot ,
d’ou

IEx () Ev O, o o <c sup |d'ekract, Nagae), .

+s=m

SC!NZm—Zk—Zr—l-—Qu .

En utilisant encore une fois le Lemme II.1, on obtient

m—1
logonl,, . c[ I MR 71 I

JeZ/iZ k=0
m—1

+ Z |(dr(p /d J)(aJ)I(NZM—Zk—Zr—Z—Za

r=0

+N2m—2k—1—aN—2)'—l—u))]’

d’ou
m—1
lek@x], . <c Y o) (sz‘Zk'I_u”‘PI}W'o,u,r,
(11.26) JeZ/4L k=0
m—1
" z N2m2k—2r—2—2u'(dV‘P.’;/dT']')(aJ)I):I.
r=0

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



RELEVEMENT POLYNOMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 575

L’inégalité inverse du Lemme II.3 et I'inégalité inverse habituelle (I1.6)
impliquent

| (d'ef/dv))(ay) |
= chup(l + o, 1/2} "d'(p'j/d”rﬂ“o A <c' Nsup(l +a,1/2} NZr” ‘pl;”

0,0,1,°

d’ou
m— 1

“Qﬁ¢N”m,u’Q$c Z Z NSup{Zm—Zk—l—u,2m~2k—3]2—2u) ”‘P

k
‘]HO,a,I‘J
JeZ/4Z k=0

ce qui conclut la démonstration du théoréme.

Remarque I1.5 : On pourrait également écrire une estimation analogue a
celle de la Proposition II.2, en construisant un opérateur légeérement
différent de 'opérateur Q5. Toutefois, ceci nous obligerait a introduire les
normes discrétes d’interpolation entre 1’espace Py (A) tout entier muni de la
norme |. |, , , et ce méme espace muni de la norme |. |, , ,- Nous n’en
avons pas vu l'intérét car ceci n’améliore en rien les résultats qui suivent.

Remarque I11.6: Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue sur
HP(Q) x Hy o(Q) et elliptique sur Hy ((2). Pour tout ¢lément ®y de
B} (3Q), le probléme consistant & trouver un polyndme uy de Py (L) tel
que
Vv 0, m _

(II27) N € PN (Q) s a(uN’ UN) 0 >
T,uy=®y sur 00,

admet une solution unique, qui vérifie également I’estimation

m-1

2m-2k~1-a—-mf{0,1/2 k
(1128) ”uN”m,tx,Q =c z z N @m0zl “ (P]”O,(x,r.l.
JeZ/4Z k=0
Pour I’étude de certaines méthodes, il s’avére utile d’avoir un résultat de
relévement par un polynéome de degrés différents par rapport a chaque
variable. Pour cela, étant donné un autre entier M = 2 m, on pose

m-1

(I1.29) B jn(3Q) = {dy € H Py(Tp) x Py(Lpp) x Py(Lppr) x Pa(Ury)

vérifiant (C), ,, O<k,r<sm—1}.
On démontre la

PROPOSITION I1.3 : Soit a un nombre réel strictement supérieur a — 1.
Pour tout entier m=1, il existe un opérateur Qjy;y de Bjin(9Q) dans
Py n(Q) tel que, pour tout élément @, = (¢35, ¢}, ..., @ ;”“')JEZ'MZ de

Tinv(3Q), on ait

(1130) Tm QX/‘IN CD}l/IN = q)MN >
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et

AL31) || Q%n oyl

m,a,

m-—1
<csup {M,N}2" ¥ (M~2k-1-a y-mf(0,12+a) ”‘p’;“() .
k=0 o

4 N-2k-l-a a1z ) !I(P'BHO,,,,r,,
b M-k e O 2 e | (p’;"HO’ .

4 N-2k=1-o pr-mf{0,1/2+0) " <P'fv|| ).

0,0,T,y
Démonstration : Comme dans (I1.22), on pose

m-1

F(x) = @5(x) — ¥ [(def/dv)(as_ ) EL(—x)

+ (= DY (d'¢f/dv)) (a)) EL(x)]

avec L égal a N s1 J est impair et & M si J est pair, et le couple
(x5 yy) estégala (+y, + x) st J est impair et a (x x, + y) si J est pair. Pus,
suivant (I1.23), on définit

Qv Pun(x)

= QI'LI!N,I &)N,I(X) + Q/r\nm, II cf’M, 11(x)

+ Q ;’,_'n\r, rr ¢7\T’ ]_TI(X) + QT{M)]V (Dh[,IY/(x)

m-1m-1

+ TS Y (= DE Ll d) () 8 () v 1]

JeZ/4Z k=0 r=0

ou Qiw, 11> @iw, rrr €t Qlywn, 1y sont construits par analogie avec 'opérateur
Qv r de la Remarque I1.2. Les mémes arguments que dans la démonstra-
tion précédente conduisent alors a la majoration (II.31).

I1.3. Application a un résultat d’approximation

Soit {§, 1<j<N—-2m+1} un ensemble d¢e N —-2m +1 points
distincts de A, et soit i y 'opérateur d’interpolation généralisé¢ défini comme
suit : pour toute fonction v de €™~ !(A), iy v appartient 4 P, (A) et vérifie

iyv(§) =v(), IsjsN-2m+1,

(11.32)
(d*(iy v)/dc*) (£ 1) = (dv/deF)(=1), O<k<sm—1.
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L’opérateur iy peut &tre par exemple défini par Pinterpolation aux points de
Gauss dans le cas m =0, aux points de Gauss-Lobatto dans le cas
m = 1; on donnera plus tard un exemple d’opérateur i, pour m quelcon-
que. On notera encore iy les opérateurs d’interpolation définis sur les cotés
T, Je Z/4Z, par translation et rotation.

On peut énoncer le résultat suivant :

PROPOSITION 11.4: Soit o un nombre réel strictement supérieur a
— 1. Pour toute fonction v de HJ(Q) tel que T, v appartienne a

m—1

I1 H @™~ (T,), pour tout polynéme vy de Py(Q), il existe un
JeZHL k=0
polynéme Ry v de Py(Q) tel que

Tm R}’an)(i 15 g]) = U(i 1: gj) et Tm R;\’;U(gj) * 1) = U(gja + 1)’

(I1.33) . . l<j<sN-2m+1,
(" Ry v/ox ay") [ (ay) = (35* v /3x"8y") (a))

Ilsk,r=sm-1,JeZ /4Z,

et que l'estimation suivante soit satisfaite

o~ Rfv|

m, a, Q)

m-—1
(AL34) ! < |jv— vy +¢e Y% N2m=2k-1-u—inf {0,1/2+a)

m, a, Q
JeZ/aZ k=0

(||*v/ons — o*vy fonk| oar,t [ 0%v/an} — i y(3*v/0n]) | bar,)

Démonstration : 11 suffit de choisir Ry v égal a la somme de vy et du
relevement de

iy oy, - uN|FJ,iN(au/an,) —duy/ong,..., iny(3" v Bn )

— 0" oy fon] - DI
par 'opérateur Q. La condition (II.33) résulte de (I1.24) et de (II1.32),
tandis que l’estimation (I1.25) implique

||u—Rﬁv|| v—vyl

< ”
=
m, a, 0 m, a,

m-1
+e N2m=2k=1—a-inf {0,1/2+a}
JEZZ/AZ kgo
iy (3*v/8n)) — aka/anf“o’ ar,

d’ou le résultat.
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Remarque I1.7 : Si le polyndme vy vérifie

(L35)  (3**7vy)/(8x*ay ) (ay) = (85 F v /ox 0y ) (ay) .,
l<sk,r<sm-1, JelZ/4Z,

on déduit de I'inégalité (11.26) que la majoration (11.34) peut étre remplacée
par

(11.36)

m~1

+e Z Z N2m—2k—1—a

JeZ[4Z k=0

(|| o*v/0n} - a"vN/an5||0’ or,t | 8%v /on — i y(3*v/on)) .o e

[v— Ry =< [lv—vy|

m, o, m, a,

Quelles sont les applications de ce théoréme ? Nous allons en détailler
une, dans un cadre relativement général : ’approximation par collocation
d’un probléme elliptique avec conditions aux limites de Dirichlet non
homogenes. Tout d’abord on choisit comme §, 1<j<N -2m+1, les
zéros du polyndme Jy*%, ., (qui sont aussi les zéros du polyndme
A5 _ o 1/dC™ par (1.16)). On sait alors [BM3, Section II] qu’il existe des
poids positifs p; 1 <j <N —2m+ 1, etpf, 0 sk <=m—1, tels que, si on

1
approche I'intégrale U(L) p, (L) di par la formule de quadrature
-1
N-2m+1

Jsfv"(U) = Y UEw

J=1

-~
[
o)
(V8
~J

o

T (@ U/ (- 1) + (- VF (@U/d) (+ 1)) o
k=0

on ait égalité pour tout U dans P,y 5, _1(A).

On sait [BM1, Cor. 1V.2] [BM3, Appendix A] construire un opérateur
. o de HZ'(A) sur Py(A) tel que, pour toute fonction ¢ de HZ(A),
o=m, (df . ¢/dt*)(= 1) soit égal & (d*¢/dtF)(=1),0<k<=m -1, et
que

AL38) o —mRael, 0+ Nle -7 ael,, <N "le]

m, a, A oo A

On démontre également que, pour toute fonction ¢ de HI(A), o =m,
(11.39) ”cp-l'N(pHO’a)AscNm_'"H(p”q,u:A.

On peut alors appliquer la majoration (II.36) et, en choisissant
vy égal & (7}, ® Ty ) v, on montre que, pour toute fonction v de

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



RELEVEMENT POLYNOMIAL DE TRACES ET APPLICATIONS 579

m—1
H(Q) telle que T, v appartienne a [| [] Ha(T),

JeZ/7 k=0

(11.40) lo =R, o< C(N’"““Hvllg,a,g

m-—1

+ N2k 12wy o0 Jank
16;42 kgo “ / nJ”Tlv“’ IV

Exemple : Supposons que 1’on ait & approcher le probléme suivant, pour
un entier m=1:

(1L.41) {(_A)muzf dans 1,
Fujont = of sur T, O<k<sm-1, JeZ/AZ .

On suppose que la distribution f'est dans le dual de ’'espace H, (({2) et que
Pélement ® = (¢}, @), .., @ 7~ )sez/4z est dans

m-1

H H;n—k— (I+a)/2(r]) negm"- I(FJ)
JeZHZ k=0

et vérifie les conditions aux limites (C), , pour tout couple (k,r) tel que
0<k, r<m— 1. Le probleme (I1.41) admet alors la formulation variation-
nelle suivante : trouver u dans Hy'(Q), avec u — u, dans Hy ((Q), tel que

(11.42) Yve Hyo(Q), ap(uv)={(f,v),

ou u, est une fonction de H]'(Q) telle que T, u, soit égal a P,
{.,. ) désigne le produit de dualité entre Hy (({) et son dual et la forme
bilinéaire a,, ,(.,.) est définie sur HJ'(Q) x Hg () par

(11.43)

,( A"y A" (vw,) dx simest pair ,

am,a(u’ v ) = o

J V(A -Diyy v (A-D2(pe ) dx  sim est impair .
o

La forme a, ,(.,.) est bien sir continue sur H'(Q) x Hg ((). On sait
qu’elle est elliptique sur H ({2), pour tout m lorsque « est nul, et pour tout
a, -1 <a <1, lorsque m est égal a 1 [BM1, Lemma ITL.5] ou 2 [BCoM].

Les points £, 1=sj=<sN-2m+1, étant définis comme précédemment,
onpose §=—1, £y _,,,.» =+ 1, et on définit la grille

(I1.44) Ev= {(§.£),0<j,0<N-2m+2};
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on approche alors I’équation de la fagon suivante : on cherche un polynéme
uy de Py(A) tel que
(11.45)
(=AY "'uy®)=f(x), xXeEyNQ,
(uy/onH)(x) = ¥(x), xeEyNT,, JeZ/M,0<k<m-1,
@ *uyfony ot (ay) = (d'¢/d)(a), JeZ /4L, 0<kr<m-—1.

Ce probléme admet la formulation variationnelle suivante: trouver
uy dans Py(Q), avec uy — RJ u dans Py™(Q), tel que

(1146) VUNEP]%”‘(Q): aN,m,ot(uNs UN)= <fst>N’
avec le produit (.,.), défini sur €°(Q) x Py™(Q) par

(11.47)
<f’UN>N: (3;\’/}®3;Vn)(va)= Z Z f(gjagf)vN(gjrgﬂ)pjpf7
(=1

=1
et la forme ay ,, o (., . ) définie sur €>™(Q) x P%"(Q) par
(11.48) ay, ma (U Oy) = ((= D) u,vy) .

Lorsque m est égal a 1 [BM1, Lemma V.2] ou 2 [BCoM], on sait que la
forme ay ,, o (-, - ) est continue sur le produit P y(A) x P%™(A) (chacun des
espaces étant muni de la norme .|, . o)» de norme indépendante de
N, et vérifie la propriété d’ellipticité
(1149) VUNEPRI’m(Q)’ aN,m,oz(vNaUN)-:BCNI—m”vN”fnaQ .

On en déduit que le probléme (I1.45) admet une solution unique dans
Py(Q). Finalement, grice a la majoration (I1.40), si la solution u du
probléme (I1.41) appartient a HS(Q)), o =2m, si la donnée f est dans

m-—1
H(Q), p=2, et si la donnée au bord ® est dans IT TI HXT)),

JEZ[4Z k=0
7, = 1 on obtient la majoration d’erreur

- - 1-
Bl g = N (N7l 0+ NS,

(I1.50)

" am-2k-12-a-
+ Z Z N m a Tk||(p§“-rk,a,rj) .
JeZ@Z k=0
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IIi. APPLICATION AU CALCUL DE LA PRESSION PAR COLLOCATION SPECTRALE

Dans le carré @ =]1-1, 1[% on considére le probléme de Stokes
consistant a trouver une vitesse u et une pression p telles que
~vAu+gradp = f dansQ,
IIL1) { )
divu=0 dans;

dans ces équations, la viscosité v est un paramétre > 0 donné et f représente
une densité de forces volumiques. On ajoute & ce systéme la condition aux
limites que 'on prend homogeéne pour simplifier

(I11.2) u=0 sur 30

(nous référons a [BCMM] pour le traitement de la condition aux limites non
homogeéne). Il est bien connu [GR, Chapter 1, § 5] [BCaM, Section II] que
ce probléme admet les formulations variationnelles suivantes pour a nul et a
égal 2 — 1/2. Trouver (u,p) dans Hy o(2)> x L3(Q) tel que

VYwe H, (),

(II1.3) v J Vu.V (wo,)dx — j div (wo,)pdx = {(fiw) _,
Q 0

Vge L), J (divu) g, (x) dx = 0,
0

ou {.,.)  désigne le produit de dualité entre H ((Q)* et son dual. On en
déduit que, pour f dans le dual de H! ((Q)?% il admet une solution unique

(u,p) dans H! ((Q) x L2(Q) vérifiant J P (%) 0 (x) dx = 0.
[0}

Nous allons étudier deux discrétisations différentes de ce probléme dans
le cadre suivant. Soit N un entier fixé = 4. On considére deux espaces de
polynémes X et My tels que

(111.4) P QY cXyc Py (Q)? et MycPy(Q).

On introduit ensuite trois ensembles finis de points contenus dans
Q, que I’on note =y, Eyy €t Ey. Pour f = (f, g) donné maintenant dans
(¢°(Q))% le probléme de collocation consiste a trouver un couple
(uy,py) dans Xy x My, uy = (uy, vy), tel que

—v(Auy)(x) + (Ipn/x)(x) = f(x), X € Ep,,
(111.5) —v(Avy)(x) + (Bpy/3y)(X) =g (x), x€ By,
(divuy)(x) =0, xeZy.
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Suivant la théorie de [B], une condition de compatibilité entre les espaces
Xy et My est qu’il existe une constante By > 0 telle que

(ITL.6) Vqye My, 3wye Xy/by(wy,qy) =By|wyl 1),,,Q||QN||0:,,,Q )

ou la forme bilinéaire b, est soit ’application :

»

(W, q) = — J div (we, ) g dx,
0

soit une approximation de cette forme obtenue en remplagant I’intégrale par
une formule de quadrature numérique ; elle apparait dans la formulation
variationnelle du probléme discret (I11.5). La condition (II1.6) est nécessaire
pour que le probleme discret soit bien posé.

On appelle mode parasite pour la pression tout polynéme g, de
Py (Q) tel que

(I11.7) Vwy € Xy, by(Wy,qy) =0,

et on note Zy le sous-espace vectoriel formé par ces modes ; bien entendu,
I’espace M devra étre contenu dans un supplémentaire de Z, pour que les
espaces Xy et My soient compatibles.

Suivant la terminologie de H. Vandeven [V], on appelle suite de modes
faiblement parasites toute suite (gy)y telle que gy appartienne a
Px(2) et que

by (wyy,
(IL.8) lim  sup v an) g
A s wo g, Il
IV =+ wyE Ay | ””l,u,ﬂ”‘”"(),m,ﬂ

Iexistence d’une telle suite, avec g, appartenant a My, empéche la
constante By d’étre minorée par une constante strictement positive indépen-
dante de N. Dans ce qui suit, nous allons nous efforcer d’obtenir des
minorations optimales pour By.

III.1. Algorithme & une seule grille

Cet algorithme, le plus simple a priori, a été étudié successivement dans
les cas a = 0 et &« = — 1/2, pour le probléme de Stokes et les équations de
Navier-Stokes, avec des conditions aux limites de Dirichlet homogénes ou
non homogénes [BMM] [BCaM] [BCMM]. Nous référons a [Mé] pour des
résultats numeériques dans le cas des équations de Navier-Stokes tridimen-
sionnelles.

Dans ce paragraphe, o est soit nul soit égal a — 1/2. On désigne par
§, O0=<j=<N, les zéros du polynéome (1 — () J3', rangés par ordre
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Figure IIL.1. — La grille =}, pour N = 7 dans le cas a = 0.

croissant, et on rappelle [DR, §2.7] qu'il existe des poids pj >0,
0=<j=<N, tels que la formule de quadrature de Gauss-Lobatto

1 N
(111.9) J U@ p(8) de = Y U(E) pf
-1

1=0

soit exacte sur P,y _;(A). On définit la grille
(111.10) By = {(£.80).0=<j,l<N}.

Le probléme de collocation que nous considérons est le probléme (I11.5),
avec

(I11.11) {

Pyl(Q) ety P (Q)=My® Zy,

—

Xy
= Ny =23y NQ et Ey=Ey.

|
[1]

=
—Nx =

Ce probléme admet alors une solution unique [BCMM, Section I1I] ; de
plus, si la solution (u, p ) du probléme de Stokes (II1.1) (II1.2) appartient a
HZ(Q)* x HZ~'(Q) pour un réel o =1 et si la force f appartient a
H°(Q)? pour un réel p > 1, on a la majoration d’erreur

NIz

AL12) flu—uyl, o <eWV' fuf, o+

P, m,ﬂ) :
Le but est maintenant d’obtenir une estimation pour [[p —pyl, . o

Sur ’espace Py (Q) x Py (), on définit la forme bilinéaire

(1I1.13) (un. vn)an = Y, Y un(&, £F) vn (&, €D o) pf

j=0¢0=0
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qui est en fait un produit scalaire [CQ, § 3] vénifiant
(IL14) Yuye Py(Q), uylg, o< G undav<9lunlly -
La forme by(., . ) est définie par
(II1.15) Vwye PY'(Q)*, Ygye Py(Q),
by(Wy, gn) = — (03 div (Wy ), 48 )an -
On rappelle que 'espace Zy est de dimension 8, engendré par ’ensemble
(S8 J5, I T I S, In N} U {JN' I, XN I, vIN' IR, xyJy' IR'}

et on note Zi lorthogonal de Z, pour le produit scalaire discret
(-, - )an- On suppose enfin que l’espace M) vérifie les deux hypothéses
suivantes :

1) 'opérateur de projection orthogonale IIy de My sur Zy pour le
produit scalaire discret (., . ),y Vérifie

(I11.16) Van € My, HQNIIO’Q’QscllanN“()’u’n;

2) il existe un réel A, 0 <\ <1, tel que
(II1.17) {(JN € Py (2); J gy (x) @ (X) dx = 0} My,
Q

ou [AN] désigne la partie entiére de AN.

Des exempies d’espaces M) satisfaisant ces deux hypotheses ont été
donnés dans [BMM, Prop. V.5] [BCaM, (IV.49) (IV.61)]. Sous les hypothe-
ses de régularité précédentes, on sait alors que

"p _-pN”(),a’Q

< /BN Ul wa+ 1owlly (on)+ N 25, o) -

Il s’agit d’obtenir une minoration pour la constante By.
Dans ce but, on introduit la suite de polynémes K3, n = 2, définic par

4
(IIL.18) K(8) = p_o(0) J Ji_1(8) po(§) dt;
~1

d’apres la formule (1.16), on a
IL19) K@) = - (1/(n—1)(n+2a))(1 =) I3, (),
donc K, est un polyndéme de degré n s’annulant en =+ 1.
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LEMME II1.1 : Soit « vérifiant o > — 1. Pour tout entier n = 2, le polynoéme
K est donné par

(I20)  K° ! [ n J"—n+a—1J,‘,"_2].

" n42a—1|lnta” n-—1

Démonstration : Ecrivant le développement de K sous la forme

n
K = Z o, J, on a par intégration par parties

1
on= | J,,_1<c>(j1,z<e>d§) O AU
1 T

d’apres la formule (I.18), on en déduit que les «, sont nuls sauf pour
m=netm=n-2.

Drapres (II1.19), le coefficient du terme {” dans Ky est égal au coefficient
de "' dans J%_, divisé par n + 2 «; la formule (I.15) implique que

a,=n/Cn+2a—-1)n+a).

Le coefficient «, , s’obtient finalement en écrivant que K, s’annule en
+ 1 et en utilisant (1.14).
On note que le systéme {Jg,J7,....,J 5 _, Ky} constitue une base de
Py(A), de sorte que tout polyndme de Pp(A) peut s’écrire
N-1

(II1.21) on =Y o, Ji+ BKY.

n=0

COROLLAIRE III.1: Soit a vérifiant o > — 1. Tout polynéme ¢y de
Py (A) s’écrivant sous la forme (I11.21) vérifie

c( T o2/ (n+1/2) + B/ (N + 1/2)3> =< lewllg o

n=0

(111.22) .
< c’( Y on/(n+1/2).+ B*/(N + 1/2)3> )

n=40

Démonstration : Le Lemme III.1 montre que le polynéome Kj est
orthogonal a tous les J§, 0sn<N -1, n# N —2. On a donc

N -1

lenl2oa= % IZIZ .+ law 25 o+ BKR[Z
n=0n£N-2 T ”
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en utilisant (I.17) et la formule de Stirling, on en déduit

N -1
( S @/ 12) + oo Ty s+ BK,%II;Q,A) < lowl,

n=0,n#N -2

N-1
SC'( Z 0‘;2:/(”+1/2)+ ||“N_2J§f_2+BKX"“;u,A) .

n=0,n4N -2

Il reste 4 évaluer le terme [ay , JJ‘\’,ﬁ2+BK1"{,H§’u,A. Le Lemme IIL.1
implique
low -2 5 -2+ BKR g o
=(ay 2~ BN +a-1)/2N+2a-1)(N-1))||J3
+B2N/@2N + 20— YN + o)) | T -

2
’2“0,a,A

En posant y=B(WN +a—-1)/(2N +2a~1)(N — 1), on obtient

low 2 T2+ BES |l o o = 19 -allg o o [oh 2 — 2w v+ 4

+Y 2N +2a-3)N(N-1)/QN +2a+1)(N +2a)(N +2a—1)];

on en déduit, en utilisant le fait que la quantitt —2ay _,7y est
=— (2 aya- BV et —2ay yysoy_,+7,
2 2 2 « « (2
C“J,‘:’—zug’ﬁ’A (ay _2+v) = HOLN\Z Jy_a+ BKN”O or =
’ (¢3 2
=c "JN—2”OSQ,A (af 2+ %)
Une fois de plus, (I.17) et la formule de Stirling donnent

c(ak o/ =3/2) + B?/(N + 1/2)°) = ooy 2 T o+ BKR; .

< ¢'(af o/ (N =3/2) + B/ (N + 1)2)%),

ce qui permet de conclure.

Le résultat principal de ce paragraphe est énoncé dans la proposition
suivante. Sa démonstration utilise une idée de S. Jensen et M. Vogelius [JV,
Prop. 1] qui ont prouvé un résultat semblable dans le cas a = 0 et sans
conditions aux limites.

PROPOSITION IIL.1: Soit o vérifiant o = — 1. Pour tout polynéme
gy de Py (Q) orthogonal a J3 J$, JE T, T3 IS et J% JS dans L2(Q), il existe un
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polynéme zy de Py(Q) tel que

div (zy 0,) = gy 0, dans Q,

II1.23

( ) zy-n;=0 swl,;, JelZ/dZ,
et

(I11.24) ”ZN”l,a,.Q =cN ||qN||0’ wg”

Démonstration : On écrit le polyndme gy sous la forme

N-1 N-1 N-1 N-1

(3 o Ju o a

ay = Z Z 0Lanrur(xJn“" Z BNnKNJn+ Z 'YmNJmKN’
m=0n=0,m+n#0 n=1 m=1

de sorte que, d’apres le Corollaire III.1,

(I11.25) “qN“é!a’Azc(i T o/ (m+12)(n+ 1/2)

m=0n=0,m+n#0

+ /W + 1/2)3)[2 B/ (n+1/2)+ T vaw/ (m + 1/2)}) .

On choisit le polyndme zy égal a (zy, fy), avec

N-1 N-1 N -1

Zy = Z Z amnKr?H»lJ)?"‘ Z 'YmNKr‘rx't+1Kl?l’
(11126) ;i?m;j,lm-}‘n#:ﬂ Vot m=1
=3 Y wwmnKia+ Y By Ky K-
m=0n=m+1 n=1

De la formule (II1.18), on déduit que, en tout point x = (x, y) de (),

div (zy @,)(x) = (3(zy po)/3X)(X) pa(¥)
+ (0(ty pa)/3) () po(x) = gy (X) 04 (x),

ainsi que la majoration
8Czn pa)/ax] 2y paayy + 3G P)/OV ] 2a. 12 ayy = €NaNllg o q -

D’aprés la formule (TI1.19), zy (= 1,.) et (., = 1) sont nuls, ce qui a trois
conséquences. La premiére est que zy . n est nul sur I, Je Z/4Z, ce qui
achéve la démonstration de (II1.23); ensuite, comme Papplication :
¢ — ¢p, est un isomorphisme de Hi,O(A) sur H! o, 0(A), on déduit de
Pestimation précédente

(II1.27) |[azN/ax|[0’ wot |[at,\,/ay[|o’m,n < c”q,\,”o,m,n ;
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finalement, comme la semi-norme |.|, _, est une norme sur H, o(A)

équivalente 4 la norme |.||, ., on a aussi
(III'28) “ ZN “ 0, o, O + " tNHoy o, Q = chNH(), o, Q"
On calcule alors
N-1 N1 N-1
aZN/ay: Z Z Cpn KY(:I+1']I(I!’+ z YmN K;+1KX:'I’
n=0 m=nm+n#£0 m=1
N-1 N-1 N-1
at}\’/ax = Z Z QXyn J;;’K;‘:+l + E BNn KE" :+] .
m=0n=m+1 n=1

On sait [BM1, (V.28)] que |J3 [P

¢galement, comme Kjy appartient a H‘LO(A),

est <scn, Osn=<N, et on a

NEN N0 x <cldERpd/dell, . =cllIN il <c NV +1/2)7 "7

on en déduit

5 N -1 N -1 2
”aZN/ay”()’a,QsC<Z n Z Cpn :1+1 )
n=90 m=nm+n#0 0,a, A
N-1 2
+ (cl/(N + 1/2)) Z YmN Kr?t+1
m =1 0, a, 2

Pour 1 =sm =< N, Kj, est orthogonal a tous les K, sauf pour r = m — 2,

r=metr=m+2; comme !IK:‘,‘,IIO _est <= cm ™% on obtient

LA

N -1 N-1 2
Haz,\,/ay||§’m’n = c[ Z n ( Z o2,/ (m+ 1/2)3)1/2]

n=0 m=nm+n#0

+ [e'/(N + 1/2)1[ S Yo/ (m + 1/2)]

m=1

N-1 N-1 1/272
sc[z( ¥ afm,/(m+1/2>)]

n=0 =n,m+n#0

§ e/ N+ 12)] [ T Y/ + 1/2)]

N-1 N -1

<cN ¥ Y o/ (m+1)2)

n=0 m=0,m+n#£0
+ [¢'/ (N + 1/2)][ T Yo/ (m + 1/2)] ,
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et finalement d’aprés (I11.25),

N-1 N-1

]]azN/ay”(z),u,QscN{z Y o/ M+ 1/2)(n +1/2)

n=0m=0,m+n#0
N -1
+ (1/(N + 1/2))3< Y Yo/ (m + 1/2))}
<cN|awllg o q -

En effectuant le méme calcul pour ||dzy/dx|, , ,» on conclut

ML29)  [ozy/oylly o + I00w/0xNy . o <N lanlly o -

Les estimations (II1.27) a (IIL.29) entrainent (I11.24).

COROLLAIRE I11.2 : Sous les hypothéses de la Proposition IIl.1 et avec les
mémes notations, le polynome zy vérifie

(IL30)  izy - Tlly , p, =< N0t gyl ooy JEZ/AL.

Démonstration : D’aprés la formule (II1.26), on voit que

N-1 N-1

zy(ox1)= ¥ JY=1) Y o ewm Knia,
n=0 m=nm+n#0
N -1 N-1

tN(i 1,-) = Z J;(tl) Z (xmnK:+1 .

0 n=m+1

En inversant ’ordre de sommation et en utilisant (I.14) avec la formule de
Stirling, on a

N-1 m 2
||ZN(.,11)||5’“’Asc y (1/(m+1/2)3)( y am,,n“‘) =

n=0,m+n+#0

m

<c ;) (1/(m+1/2)3)( » B o2,/ (n+ 1/2)) ( :Z'On““)

m

s(;(Nz_:l mie ¥ afm/(m+1/2)(n+1/2)) )

m=0 n=0m+n#0

ou m? ¢ est borné pour o < 0 et majoré par N2¢ pour o = 0. On effectue le
méme calcul pour [y (x1,.)[ « o Gt on obtient (IIL.30).

On revient maintenant au probléme discret (I11.5) (III.11) et on rappelle
que l'espace M, vérifie I'hypothése (III.16). On commence par le cas
a=0.
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PROPOSITION II1.2: Lorsque o est nul, pour tout polynéme gqy de
My, il existe un polynéme wy de P%'(Q)? tel que

(1IL.31) by(Wy, an)=cN " wyll, ollan

lo,0-

Démonstration : Soit gy un polyndome de My. Par définition de
Zy, Ty gy est orthogonal & BRI, BRI, I T et IS Iy pour le produit
scalaire discret (.,.)yy mais également pour le produit scalaire de
L%(Q). La Proposition III.1 nous permet alors de construire un polyndme
zy de P%'(Q)? tel que

divzy =1Iy gy dans Q,
{zN.nJ=O sur[';, JeZ /AZ,

avec )

(I11.32) ||zN[|LQ < cN || Iy qN||0,n

et

(I11.33) lzw - 7illgr,<cllyvanlyq. J€Z/4Z.

D’autre part, on désire appliquer le Théoréme II.1 a [I’¢lément

Dy = (0,-zy.7))sez/az de [] Pn(T)) x Py(L;) dans le cas m = 2.
JeZ/AZ

La condition de compatibilit¢ (C), o est évidente, les conditions (C), o et

(C)o,1 viennent du fait que zy s’annule en a, J€ Z/4Z ; la condition

{C)y,y s¢erit
(divzy)(ay) =0, JeZ/4Z,
et résulte du fait que
Oy gy(ap) =Ty gy(x1, 1)
= (1/00)’(Iy gy, (1 £x)(1 ) J3' Ty )on = O

par définition de Zy. On déduit alors du Théoréme II.1 que la fonction
Uy = OF @y est telle que

by =0 sur T, et dy/on,=—zy.7; surl'y,, JeZ/4Z,

et vérifie

(I11.34) lonllyg=<eN Y lzw-7illgr,-
JeZ/aZ
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Finalement, on choisit wy = —zy + rot § 5. Le polyndme w, appartient a
P%1(Q)? et on calcule

by(Wa, qn) = — (Aivwy, gulon
= (divzy, Uy gnylon = My gn Oy gndon >

ce qui, d’apres la propriété (II1.14) et I'hypothése (II1.16), implique
bN(wNa qN) = C”HN qN”O,Q”q]V”(),Q .

Pour conclure, il reste a écrire que

”wN”]’_(), = ”zN” Lo + ]|¢N”2,Q
et & utiliser (II1.32), (I11.33) et (IIL.34).

Remarque II1.] : La méme démonstration que précédemment implique
également que, pour tout polynéme g, de My, il existe un polyndme
wy de P%'(Q)? tel que

(111.35) - f divwy gy dx = cN“[||w,\,[|1’ﬂ||q,\,]|0’n .
Q

En outre, il faut noter que la minoration de la constante 8y obtenue dans
[BMM, Lemme V.5] était en ¢N 2, ce que le résultat ci-dessus améliore
nettement.

Remarque II1.2 : Dans le cas a = 0, H. Vandeven [V] a exhibé une suite
de modes faiblement parasites prouvant que lestimation (II1.31) est
optimale. En effet, soient \y,, 1=<i=<N —1, les valeurs propres du
systéme : trouver ¢y dans P%'(A) tel que

1

1
(IIL36) ¥xyePR'(A), j Uy (§) xn (L) df = N J
=1

U (0) xn(8) dt,
1

que I’on suppose rangées par ordre croissant, et soient ¢y, 1 <i < N, des
vecteurs propres associés. On suppose N pair, on fixe un entier k£ tel que
Yy soit une fonction impaire et on choisit

(I1.37) an () = IF(x) b () 5

on peut alors vérifier que

Vvae P]OV’I(Q)ZS bN(sz qN) SC‘ZV_1”VVNIll’Q”qIVII(),Q -
On étudie maintenant le cas a = — 1/2.
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PROPOSITION IIL.3: Lorsque o est égal a — 1/2, pour tout polynéme
gy de My, il existe un polynéme wy de P%'(Q)? tel que

(I11.38) by(wy, @) =N wyll o olawlly -

Démonstration : La démonstration est identique a celle de la Proposition
II1.2, a quelques détails techniques prés. Soit gy un polynéome de
M,y,. Par définition de Zj, on peut d’aprés la Proposition I11.1 construire un
polyndéme zy = (zy, ty) de P31(Q)?* tel que

div (ZN w_ 1/2) = (HN qN) w_ 12 danSQ,
ny.n;=0 surl',, JeZ/4Z,

avec

(111.39) lzally, 0 =<eN Iy anly 1 q

et

ML40)  izw -7l i, < Iy anlly_ypa JEZ/AZ.

D’autre part, on cherche un polyndme ¢y de Py (Q) tel que
(111.41) wprot (byw_1p) =zy sur T',, JeZ/4Z.
On observe la propriété suivante

(IL42) Vxye PY'(A), Lm pip(d/d0) (xw e i) = (1/2) Xi(= 1)

{-=x1

La condition (I1T 41) équivaut alors a

Uy =0 surl'; et dy/on;=—-2zy.7;, swl,, JeZ/4Z.

Pour appliquer le Théoréme II.1 4 I’élément @y = (0, —22zy, T));c 7 /47 de

I1 Py(Ty) x Py(Ty) dans le cas m =2, on doit vérifier les quatre
JeZ/

conditions de compatibilité (C)g g, (C)y 0, (C)o 1 et (C); 1. La encore, les
trois premicres sont évidentes, la quatriéme équivaut a

(divzy)(ay) =0, JelZ /47 .
Grace a la propriété (II1.42), on note que (divzy)(a;) est égal a 2 fois la
quantité [w,, div (zy o_;p)](a)), c’est-a-dire a 2 [T gy(a;) qui est nul par
définition de Zf. D’aprés le Théoréme IL.1, la fonction Yy = Q% &y
satisfait les conditions aux limites cherchées et vérifie

(I11.43) Wonlly g =<eN¥ 3 llzy -7y, -

JeZ/4Z
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Finalement, on choisit wy = — zy + rot ¢ . Le polyndme w, appartient a
P%'(Q)?; comme précédemment, on a

bN(wN’ qN) BCHHNqN“O’Q”qN"O,Q :

et on écrit la majoration
Ile“ L,Q = ||ZN“]’Q + llq,N“Q’Q = CN3/2” I-IN qN“()’Q .

Remarque II1.3 : Ici également, le résultat est meilleur que dans [BCaM,
Prop. V.5], ou la minoration de la constante By était en cN ~2 Toutefois,
dans le cas a = — 1/2, on ignore si la minoration (III.38) fournit une
estimation optimale de By.

En conclusion, si I’espace My vérifie I’hypothése (II1.16) et (II1.17), si la
solution (u, p ) du probléme de Stokes (III.1) (IIL.2) appartient a I’espace
HS(Q)> x HS~(Q) pour un réel o=1 et si la force f appartient a
H?(Q)? pour un réel p > 1, on a la majoration d’erreur

(I11.44)
12 = xllg 0 =< (N2 2l o+ 1200y aa) + N2l . o)

II1.2. Algorithme a trois grilles

Cet algorithme n’a été étudié que dans le cas a = 0 [BM2], sa justification
dans le cas a = — 1/2 est en cours.

Pour simplifier les notations, les polyndmes de Legendre J%, neN, seront
simplement désignés par L,. Dans ce paragraphe, onnote {;, 1 <i < N, les
zéros du polyndéme Ly et §;, 0 <j < N, les zéros du polyndme (1 — *) Ly,
rangés par ordre croissant ; on rappelle [DR, § 2.7] qu’il existe des poids
w;>0,1l<si<N,etp;>0,0=<j <N, tels que les formules de quadrature
de Gauss et de Gauss-Lobatto

1

1 N N
(I11.45) J. U@)de=y U()o; et J U@)de= 3 UE)p;
-1 =1 1 Jj=0

soient exactes sur P, _;(A). On définit les grilles

Eye= {(& ), 1<si<sN-1,1=<j=<N },
(111.46) Eyy= {§),1<si<N,1sj<sN-1},
Ey={{¢)1=<i,j<N}.
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Figure L2, — Les grilles E,, E,, et Ey pour N = 7.

Le probléme de collocation que nous considérons est le probléme (I11.5),
avec

Xy =[PS'(A) @ PYL(MIx[PYLI(M)@PR(M] et

(III47) MN = {QNEPN_I(A)Q J“ qN(X)dX :0},
Q
Enw 2y, et B définis par (I11.46) .

Ce probléme admet alors une solution unique [BM2, Thm 1] ; de plus, si la
solution (u, p) du probléme de Stokes (IIL.1) (IT1.2) appartient a I'espace
H(Q)> x H° () pour un réel o=1 et si la force f appartient &
HP(Q)? pour un réel p > 1, on a la majoration d’erreur

(I11.48) la—uyll, o =c@*Jul, o+ N>7°Ifll, o)

Le but est maintenant d’obtenir une estimation pour ||p —pyll,
La forme b, est définie par

Vwy = (Wy,zy)€ Xy, Vgye€ Py_1(Q),
N+1 N
(AIL49) by (Wrrgw) = Y Y wy(Es §)(3gy/8%) (& §)) pi o

i=0 =1
N N+1

+ Z Z zn (& gj)(an/ay)(Cia gj) w; Py,
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et ’exactitude des formules de quadrature permet de montrer la propriété
essentielle suivante

(I11.50) Vwy e Xy, VgyePy_(Q),

by(Wy, gn) = — Z Z (div wy ) (L, ) gn (8, ) o @)
ixlj=1

On rappelle que I’espace My ne contient aucun mode parasite et, par
conséquent, que la constante By est = 0. Sous les hypothéses de régularité
précédentes, on sait alors que

P —pwllg= /BN Ul o+ lowll,_\ o)+ N>7°Ufl, of -

Il s’agit d’obtenir une minoration pour la constante .

On commence par démontrer un résultat technique. Soit w} 'opérateur
d’interpolation aux points de Gauss: pour toute fonction ¢ de €°(A),
wN ¢ appartient & Py _,(A) et vérifie

(ITL.51) o) =el), 1=<i=<N,

ou, de fagon équivalente,
N

(IIL52) Vxy€Py_1(A), ¥ ("N e — @) (&) xn({) @, =0.
i=1

LEMME II1.2 : L’opérateur w% vérifie la propriété de stabilité suivante

(111.53) Veye PRli(A), |on o a < NP wN op on-

Démonstration : On vérifie facilement que =Y est égal a Iidentité sur
Py _(A) et que 7y Ly est nul. En utilisant la formule (I.15), on constate
aussi que whN Ly,; est égal a —NLy /(N +1). Tout polynéme
¢y de P} (A) sécrit sous la forme

N +1

Py = Z Q, Ln »
n=0
de sorte que
N-2

ey =Y o Lo+ (ay_—Nay, /(N+1))Ly_,.

n=0
Cecl entraine
N-2

7N exllg, = & /(4 12) + (ay_y = Nay /(N + 1))/ (N = 1/2) .

n=0
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Le fait que ¢y (+ 1) soit nul s’écrit
ay+ay_st+ay_g4+---=0 et ay,;+tay_ +ay 3+---=0.

De la premiére équation, on tire

N-2

12[N -2 12
loy| = oy 2+ay 4+ |=<| ) “3/("4-1/2)] [Z (”+1/2)]

n=0 n=0
<cN||my "pN”O,A'

On écrit la seconde équation

A+N/(N+1)) oy,
=—(ay_1—Nay, i /(N+1))—ay 3—ay_s—---

de sorte que

lay 1l = (A + N/(N + 1)) |ay ]
|[(ay 1 —Nay, i/(N+1))+ay_3+ay s+--

sCN"'“'%‘PN”O,A-

On note alors que

loly s <2CIm¥ enll} , + low — =¥ on? )
<2(| ¥ owlly , + llow Ly
+ay  (Lys +NLy /(N + 1) ,)
<2|| 7N enlly , + (/N + o),
d’ou
||‘PN”§,A <cN | =y ‘PN“iA'

On désigne maintenant par IIy opérateur =y ® wJ. Le résultat suivant a
été énoncé dans [Sj, Lemma 2.5] et démontré dans [S] avec 'opérateur
1% _, de projection orthogonale de L*(Q) sur Py _(Q) a la place de
I'opérateur TIY.

COROLLAIRE IIL.2 : L’opérateur TIN vérifie la propriété de stabilité
suivante
(IL54) Vyye Pl (Q), |Aby oo =<cN V2| TN (A | 60"
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Démonstration : On commence par noter que
J Iy (8% /80x%) TIN (3% /0y?) dx
o
N N
= Z Z H%(azd’N/axz) (;z: ;1) H%(aquN/ayz)(cn gj) ®, (DJ N
=1y=1

en utilisant le fait que I'opérateur 7% soit égal 4 I'identité sur P, _,(A) puis
sa définition (II1.52), on en déduit

f TN (8% /9x7) TIN (8% /8y?) dx
Q

(d @ wi) (8*y/0x7) (L, §,) (wy ® id)(3%y /3y (L, L)) », o,

M= 1=
MZ\'MZ

(*Wn /9x) (L, L) (@*Un /037 (L, L) », o, -

: 1

7

On développe alors le polyndome ¢ sous la forme

\I;N(x,y)= Z z amn(Lm+l_Lm~l)(x)(Ln+l_Ln—l)(y)a

m=1n=1

de sorte que, d’aprés les formules (1.16) et (I1.18),

8%y /3x%) (x, y)
N N
==Y ¥ om(@m+1)2n+1)/n(n+1)) L, (x)(1 —»>) L),
@n/3y>)(x, ¥)
- z Y o ((2m+1)(2n+1)/m(m+1))(1 = %) Ly (x) Ly(») -

On voit que, pour k + { <2 N — 1,

T (=) Li(L) LiL) o,

1
= J (1 =) Li() L@y di = (k(k+1)/(k +1/2)) 844
-1

tandis que
N

Y (1= LyE)  w,=0;

=1
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on en déduit que

J TIN (3% /3TN (8% /3y°) dx = z z O N N s

m=1n=1

ou les constantes \;, 1 <k <N, sont = 0, et, par conséquent,
(I11.55) j N (s /8x?) TIN(8%y /3y?) dx =0 .
On calcule maintenant, en utilisant le Lemme III.2,
80l o =2 | 10%/0 + G/

<cN J [((Gd ® 7N) (3*by/3x7))?
Q
+ (7 ® id) (3% /8y*))] dx ;
donc, comme w} est égal a 'identité sur Py _,(A) et grace a (II1.55), on a

lAvN|l; o <eN J [T (8% /0x%))” + (T (3% /8y))] dx
Q

<cN J [N (8% /8x0))? + (TIN(8%y/08y7))’
(9]

+ 2 TIN (8% /0x7) TIN (3%by /3y?)] dx

On est maintenant en mesure de démontrer la

PROPOSITION 111.4 : Pour tout polynoéme qy de My, il existe un polynéme
wy de Xy tel que

(I11.56) by(Was gn) =N~ Bwy| Lallanllo -

Démonstration : Soit gy un polyndbme de M,. La construction de
wy, assez longue, comporte trois étapes.

1) Etant donné un élément ry de Pn(Q), on considére le probléme :
trouver Yy = Ty ry dans Py (Q) tel que

(11.57) Vxy€Py_,(Q),

(Ale + rN)(gi) CI) XN(C[} gj) @; 0.)] =0.

|
uMz
MZ

i

i=lj=1
M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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1l s’agit d’un systéme linéaire de N? équations & N2 inconnues, qui admet
une solution si et seulement si cette solution est unique. Or, comme
ry est égal & TIN(Aby), on déduit du Corollaire II1.2

[l 0 = clBbylly o =<' N Plrwls o

donc le probléme (II1.57) admet une solution unique. On choisit maintenant
Yy égal a Ty gy, de sorte que

(I1L.58) I, o <eN"Planly q -

2) On pose alors
A= J (dYy/ony)(o)do, JelZ /AZ .
r,

Pour J dans Z/4Z, on définit les polyndmes &} par

t

§(ay_ +17) = — J 3y /0np)(a;_ )+ st))ds + N E%(1 ~ 1),
0

ou £°* est le polynome de degré 3 vérifiant les conditions aux limites (I1.3)
dans le cas m = 2, et on vérifie qu’ils appartiennent a P$%2 ,(T',). Finalement
on choisit

Xv= Y ORi2(8%0) =N () € ()= (0 + MDE* (= 0) £ ()

JeZj4Z
— (M Np+ M) §0*(— x) §0*(—J’) .

Gréce a la condition de compatibilité (C) ¢

Y e Y | Gu/oneds
ry

JeZjaZ JeZ/aZ

= [ (Agy)(x) dx = — jﬂqw(x)dx=0»

v

on voit que le polynome xy est tel que

(I11.59)
rotxy.7,=—0xy/n;=0=—grad 5.7, surl';, JeZ/4Z,
roth.nJ=axN/a'TJ=—gradle.nJ SuI‘I‘J, JEZ/4Z

D’autre part, de la Proposition I1.2, on déduit

”XNHZ’QSC Z (2,N+2“¢3H3/2,r1+)‘f)'
JelZ/aZ
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On utilise alors le Corollaire A.2 (voir Remarque A.3), ce qui donne

[Ixx | 20 =¢ Z (N3§8“ ‘BJ” 3%, F,+ )
JeZ/4Z

Z
D’apres I'inégalité de Poincaré-Friedrichs, I’application: ¢ — J' Y(§) dg

est linéaire continue de I’espace des fonctions de L?(A) 4 moyenne nulle
dans H}(A) et de ’espace des fonctions de H}(A) 4 moyenne nulle dans
H3(A) ; donc, d’aprés [LM, Chap. 1, Thm 13.3], elle est linéaire continue
des fonctions de HY*(A) a moyenne nulle dans H3?(A). On applique ce
résultat a la fonction :

L~ (Qby/on)(a;_1+ (1 + ) 7)) + N E* (= 0)

et on obtient

Ixvllg=c ¥ NP(own/on] . +2)
JeZ/aZ

$6N3/8 Z (”a\l’N/anJ“ 1/2*,f1+ Hall"N/anJ"()’rj)
JeZ/AL

Maintenant, sur le c6té I'; par exemple, on a d’aprés [LM, Chap. 1, Th.
10.1]

” aq‘,N/an[" 12*,T,; ” a‘l’N/ax” 1/2%, T,

”allfn/ax” 1% NE “allh\r/aX” 0

LA, A, (1 ) \1‘ LT

sc”“’N”z,Q'

En utilisant un argument identique pour les trois autres cotés, on arrive a
A7 38
(I11.60) Ixnll, o <N | Ul o

3) Le polynOme zy, = (zN, ty), défini comme la somme de grad ¢ y et de
rot xy, appartient a [P}, 2(A) ® Pyl (A)] x [Py} ((A) @ PRiL(A)],
on désire le modifier légérement pour diminuer son degré. Pour cela, on
I’écrit sous la forme

N+1

ZN(xay) = (1 _x2) z 0Ln(y) Lr,z(x) s

(I1L.61) Nl
tn(x )= (1 =y ¥ B.(x) L;(»),

n=1
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et on choisit ey égal a (ey, /), avec
en(x,¥) = (1 — x)[ay () Ly(x)
(wL.62) oy 1O Ly () + (N +2) Ly ()/(V = 1))]

v y) = (L=y)[By(x) Ly ()
+ By 1)Ly 1)+ (N +2) Ly _1(»)/(N - 1)].

Le polyndme e, appartient & P%!,(Q)? il faut majorer sa norme. On
calcule d’abord, d’aprés la formule (1.16),

N+1

aZN/ax =- Z an(y)n(n+ I)Ln(x)

et
dey/0x = —ay(¥) N(N + 1) Ly(x)
—ay YWV +2)[(N+1) Ly, (x)+ NLy_(X)],

de sorte que |dey/dx|, , est =< [|dzy/dx||, , Le méme raisonnement
appliqué a 8/, /8y montre que

”aeN/ax”()’Q + ”afN/ay”(),g = 'ZNll’Q .

Mais on a aussi

N+l

dzy /Oy = — Y (W (Lpi1(x) —=L,_1(x))n(n+1)/2n+1)

dey/oy = —ay(P)(Ly 1 (x) —Ly_1(x)) N(N + 1)/(2N +1)
—oay, 1 OLy 4 2(x) = Ly(x))(N + 1)(N+2)/(2N +3)
+ (Ly(x) =Ly 2(x))(N+2)N/(2N -1)]

d’ou ’on tire
2 1 2 ! 2
l0zn/0y1l5 o = eN (lanllg o + lew+illg 4D
et
2 2 . 2 2
den/3yllg o = eN (llanllg , + llanillg o) =clldzn/ayllg o -
On fait également le méme calcul pour 3f,/dx et on obtient

”aeN/ay”(),Q + ”afN/ax”()’_Q SCIZNILQ .
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Ces deux estimations, avec I''lnégalité de Poincaré-Friedrichs, donnent

(III'63) ”eN”],Q = c”ZN” 1,0 = C,(“ll,NHZ,Q + HXN”LQ) .
Finalement, on pose

(I11.64) wy=grady y +rot xy —ey.

On calcule alors

M=
MZTMZ

bN(wN’ QN) = - (A\"N)(gzscj)QN(gn Cj) W, W,

>~
I

(le eN)(Cl, C]) qN(Cza C/) @, “")j -

1

[
~
n

On note que

divey = —ay(Y) N(N + 1) Ly(x) —ay () (N +2)(2N +1) xLy(x)
—BvI NN + 1) Ly(y) =By 1 ()N +2)2N + 1) yLy(y) ,

de sorte que divey s’annule en (¢,,¢,), 1 <1, j <N. Ceci et le fait que
gy appartienne 2 Py _,(A) entrainent

by (Wan an) = llawll2 o -

Finalement, la définition (111.64), avec (II1.58), (II1.60) et (IIL.63),
implique

”wN“ 1,0 = CN7/8”§IN”0,_Q ’

d’ou le résultat.

Remarque I11.4 . La minoration de la constante B, obtenue dans [BM2,
Prop. 5] était en ¢cN~*?; 1a encore, I'amélioration est grande.

En conclusion, si la solution (u, p ) du probléme de Stokes (1I1.1) (II1.2)
appartient & H°(Q)’> x H°~'(Q) pour un réel o=1 et si la force f

appartient & H°(Q)? pour un réel p > 1, on a la majoration d’erreur
(AIL65) |p—pwllyq=<cN"H{N>"(Jull, o+ 12l,_1a) + N> 7°Ifll, o}

La convergence est donc légerement moins bonne que pour l’algorithme a
une seule grille. Toutefois, on sait [G, Thm 3.3.3.1] que, si la donnée f est
suffisamment réguliére, la solution {(w,p) du probléme (III.1) (II1.2)
appartient & H(Q)* x H®~ ') pour o, = 3,7396 ; il y a donc convergence
de la pression discréte vers la pression exacte.
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ANNEXE

On démontre ici des résultats de stabilité sur différents opérateurs de
projection. Une conséquence immédiate est la majoration de certaines
constantes minimales ¢,(N) définies en (1.20).

On rappelle que my  désigne I'opérateur de projection orthogonale de
L2Z(A) sur Py(A). Lopérateur wy!, est défini de H) ;(A) dans P%'(A) de
la fagon suivante: pour toute fonction ¢ de HJ‘,O(A), le polyndéme
m%!, ¢ appartient & P%'(A) et vérifie

1
(A1) Vyye PR(A), j (e =% @) py) Y d =0
-1

(on référe a [BM1, §IV] pour les propriétés d’approximation de cet
opérateur). Le lemme suivant généralise des résultats de [CQ, Thm 2.4] et
de [SV, Lemma III.1].

LEMME A.l : L'opérateur de projection 'rr%,,ll se prolonge en un opérateur

défini sur L2(A) qui vérifie

(A2) Yoe LiA)Y, |nilhiell, ,=<cN"lelg -
De plus, l'opérateur de projection wy  vérifie

(A3) Veoe H,o(A), |myoel Lan = eN'"Pllolly o a-

Démonstration : Soit ¢ une fonction de H, o(A). De la définition (A.1),
on tire

1
Viy e PYU(A), f (¢ — 7N @) Wi pedl =0.
-1

L’application : {5, — ¥} est linéaire et injective de P%'(A) dans Py _,(A),
elle est donc surjective. On en déduit qu’il existe deux coefficients
ay _ 1 et ay tels que

(A.4) T e =Ty 20@+ay 1IN 1+ oy

Pour calculer les coefficients o,, n = N —1 et n = N, on écrit

1
o, J (@) e dt/ |
-1 o

1
=f (=% 1(9) pa)’ (fﬁ:‘d&) /|5l o n -
1 v T
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D’aprés la formule (I1.18), ceci donne

1 ! 0,1 ,
«Q, = (TTN, l(‘P) pu)
-1

T 2n+2a+1

n+2a+1 n—a 2
[ n+ o+l J:—n+2¢x "_l}dc/”‘]:“o’“”"

Comme p_,,('n'?\}”‘(cp) P.)’ est un polyndme de degré < N — 1, on obtient

a,=[(r+a)/RCn+2a+1)n+2a)]

| @i@on s a1zl
=[(n+a)/Cnrn+2a+1)n+2a)]
fll (=3 1(® pa) (J:_l - (1/2) fll Je_1(8) dg-) /|55 o x
D’apreés la définition (A.1), ceci entraine

a,=[(n+a)/2n+2a+1)n+2a)]

1 1
[ onr (J:_l —am [ @ dg) a5l
-1 -1 *

d’ou finalement, pour n égal 4 N — 1 ou N,

(A.5)
7 r1 .
[(n+a)/Q2n+2a+1)(n+2a)) J (epa) v AL/ |1 o a

Qp =

1
—[(n+a)/2n+2a+1)(n+2a)] j YR 9 1
-1

De la formule (A.4) et de la seconde partie de la formule (A.5), on déduit
que 'opérateur 11'9\}’11 ¢ se prolonge de fagon naturelle a I’espace L2(A) et
qu’on a pour toute fonction ¢ de L2(A)

%y @llg o n = 7w 2.0 @llg o + Taw LRl 0+ Ten 0]
< lellgqall + N 7R -2 llg o a/ I8 -1l o s
+ “J](:/—1,“030"/;/”‘];\(]"0,&,A)] :

La majoration (A.2) découle alors de [BM1, (V.28)], de (I.17) et de la
formule de Stirling. De fagon similaire, on déduit de (A.4) et de la premiére
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partie de (A.5) que, pour toute fonction ¢ de H, o(A),
7w 20 @l 4 4

ol s AT RS LV Y PN O 2 PN

<cll @l o all + N 2llg o IRl /1751l 00

T EE I PN £ VA LA FOe)
et 'on obtient
I7n 20 @l o x <N @l o n s

ce qui est la majoration (A.3) avec N remplacé par N — 2.

On désigne maintenant par 119\}’10 I'opérateur de projection orthogonale de
L2(A) sur PY'(A). Le résultat suivant a été démontré dans [BMS,
Lemma II1.1] dans le cas particulier o = 0.

LEMMA A.2: L’opérateur de projection "rr(}\’,’lo vérifie

(A.6) Vee Hyo(A), [nhloel,  ,<eN"ell, 4

Démonstration : Grace a la formule (I.16), on voit que 'orthogonal de
P%1(A) dans P,(A) pour le produit scalaire de L2(A) est engendré par
Jy' et Jy . ,'. Donc, pour toute fonction ¢ de L2(A), il existe deux réels
By et By, tels que

(A7) ’"?vo‘P—"TNo‘P+BN "+ Brii s

avec, pour n =N etn=N + 1,
1
4 ! 2
(A$) sn=_L¢J; bt/ |22

Si la fonction ¢ appartient 4 H‘L o(A), on obtient par intégration par parties

Im%0 @l . o

s”11']\7,0"’7“1,(,{,/\"_ ”“Pnl,m,A(”J]‘t’“(),a!An ]lx(,,\/ll ”()aA

+ "sz\x"rl”(),a,A“JXL]’*1’ll1,u,A/“J?‘(/+II”o,a’A) -

On applique alors la majoration (A.3) et P'inégalite inverse (I1.6), ce qui
donne

Io ol oy = elel, o V24 N, /1

+ Nl o a /138 1 Mg 00
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Le résultat se déduit alors de [BM1, (V.28)].
COROLLAIRE A.1: Pour tout nombre réel s, 0<s=<1, s# (1 +a)/2,
pour tout polynéme ¢y de P%'(A), on a l'équivalence de normes

A9 ewll, o x=unllonl,, , <N 2 gy

5, a, A S, o, AT

Démonstration : D’aprés le Lemme A.l1, l'opérateur 'rr‘z)\;,ll est linéaire
continu de H} ,(A) dans P%'(A) muni de la norme |. || 1o > denOrMe < ¢,
et de LZ(A) dans PJ'(A) muni de la norme |.|,,,, de norme
<cN'% En interpolant ces deux résultats [LM, Chap. 1, Th. 5.1], on voit
qu’il est linéaire continu de H, ((A) dans P%'(A) muni de la norme
L ll-lly o o> de norme < N =9/2 En appliquant ce résultat & n’importe

quel polyndme ¢, de Pp(A), on obtient

(1-5)/2

nvllenll 0 =cN lewll o n -

Grace au Lemme A.2, le méme argument utilisé pour l’opérateur
w?\’,,lo donne la seconde majoration.

Remarque A.l1: L’inégalité (A.9) s’¢tend au cas s= (1+a)/2, a
condition de remplacer la norme |. |, , ,, / 2, 4 Par lanorme d’interpolation
d’indice (1 — a)/2 entre H;’O(A) et L2(A).

Remarque A.2 : Dans le cas simple a = 0, on montre en utilisant [BS,
Thm 7.5} que

V‘PNE P/E\)/,I(A) > ”"PNHI/Z,O,A = ]’N“‘PNHI/Z,O,A sc”“PN“1/2’0’A .

L’extension de cette démonstration aux espaces avec poids est en cours
d’étude.

Nous allons maintenant établir des résultats du méme type a ’ordre 2. Les
techniques de démonstration sont essenticllement les mémes. On définit
I'opérateur 'rr(])\},zz de la fagon suivante : pour toute fonction ¢ de Hio(A), le
polynéme %2 ¢ appartient & P%%(A) et vérifie

1
(A.10)  Viyye PR*(A), J ((¢ — 7Y% ©) po)" Ui de = 0.
-1

LEMME A.3: L’opérateur de projection 11'(,’\}‘22 se prolonge en un opérateur
défini sur L2(A) qui vérifie
(A.11) Vee LiA), [whh el a =N lelgq -
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De plus, I'opérateur de projection wy  vérifie

(A.12) Ve e H? o(A), “'"N,O‘PHQ’Q,ASCNM"‘PHZQ,A-

Démonstration : Pour toute fonction ¢ de Hio(A), on a
1
Viy e PR2(A), J (¢ — %% @) o p dl = 0.
-1

Comme I’application : ¥y — ${/* est linéaire injective et donc surjective de
P,?;Z(A) dans Py _4(A), il existe quatre constantes yy _3, Yy _2, Yv_1 €t
vy telles que

(A.13)

2
TNHe =Ty _a0®+ YN 3N 3+ Y adh 2+ Y TN+ YN TN

Pour évaluer les constantes v,,, N —3 <m < N, on applique deux fois la
formule (I1.18) et on obtient

(A.14) JI Jpde =N, I+ w, Iy —2v, Jy,

avec
\ = 1 n+2a+1)Yn+2a+2)
"TC2rn+2a+1)2n+2a+3) (m+ra+1l)(nt+a+2)
W = 1 m+a-1)n+a)

Crn+2a-1)2rn+2a+1)(n+2a—-1)(n+2a)
1

T ni2a-1)2n+2a+3)

Chacun de ces coefficients est majoré par cn~2 On calcule alors

1
Wj @) T padt/ |2
-1

=_£ (7%%(9) pe )(H )dC/IIJ"‘Ho“’

d’ou, ]d’aprés (1.17) et la formule de Stirling, en posant
5, = j (w%(9) po)” T2 L,

(AlS) yr}zQC’n_l(lsm—Zl + 'Sml + ’sm+2|)v N-3sm=sN.
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Comme p_,(m%%(¢) p,)” est un polynéme de degré < N — 2, les 3, sont
nuls pour n = N — 1. Lorsque »n est compris entre 2 et N — 2, il existe deux
constantes A et u telles que le polynéme

14
M:+2(C) = J’

3
f (U2 4 NI+ I dn de
-1 -1

appartienne a Py2(A). On a alors
Y02
5, = J ("N 2(@) pa)” My, " dl
-1
1 1
= J (opo)" My, ;" d = J (epo)" T dg .
-1 -1

Par intégration par parties, on peut définir les §,, N —S<sn<N -2, et
donc le polynome 11-(,’(,,22 ¢ pour toute fonction ¢ de L2(A). De plus, comme
[ 5"l ., est <en 3, on obtient les majorations

(A.16) |3, ] scn3||q>||0,m’A et |3,] scn“mH‘sz’u,A.

On déduit alors de (A.13), (A.15) et (A.16) la majoration (A.11), ainst que
la majoration (A.12) en remplagant N — 4 par N.

On étudie alors la stabilitée de ’opérateur 17?\;’20 de projection orthogonale
de L2(A) sur P%?(A).

LEMMEL A4 L'opérateur de projection 'n'?;vzo vérifie
2 0,2 312
(A.17) Ve e Hy o(A), ||TFN,0<P||2,“’A$CN/”‘P“z,a,/\'

Démonstration : On commence par étudier la stabilite de l'opérateur
m% 0. Des formules (A.7) et (A.8), on déduit que, pour toute fonction ¢ de
Hi o(A),

“w(])\’l,lo‘Puz’m’A = ||"TN,0 ‘Pnz,a,/\ + | Byl I|JX"’“2,0‘,A+ |BN+1I”JIO\;'+1’”2’“,A

avec, d’apres la formule (I.18),

1
b= [ o ([ mas) aniz,,
-1 o

<o ollyaaUseillg o n+ 15 tlly o /115 o s

-2
= P @lly oa -
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On obtient, d’apres 1'inégalité inverse (I1.6),
0,1 312
7%, ‘Pnz,n,,\ <cN7 @l -

Maintenant, on note que I'orthogonal de P%2(A) dans P%'(A) pour le
produit scalaire de L2(A) est engendré par (1 — £2) Jy ™ et (1 — ¢2) JRUID.
On a donc

(A.18) "(I)\},zo ¢ = "T(I)\’/,lo ¢+en(1-) WP vey, (1 - YD,

avec, pour n égal a Neta N + 1,

1
(A19) g, = — J‘ ‘P(l _ CZ) .]’(;l(lll)p’x d{/n (1 §2) J(X(III)“O WA
-1

On note d’abord que, d’aprés (1.16) et (I.14), JoU™) est égal a
n+2a+1)n+2a+2) J,,"‘_*‘ZZ’/4 et on en déduit [BM1, (V.28)]

(A.20) e’< |-y IO <en?,

et, grace a I'inégalité inverse (I1.6),

(A21) (T WA <cn’.

2,0, A
Drautre part, en utilisant (I.16) et en dérivant, on obtient

A=) = 2(a+ 2T - (n=—1)n+2a+2)J
=2(a+2))"— (n*+ Qo+ 1)n+2(a+3))J>.

A partir des formules (I.15) et (I.18) respectivement, on écrit " et
J;' en fonction de J;, " et J;_,". On constate que

( g )Ju(lll) N Ju+l + en J;_l":

avec des constantes T, et 6, majorées par cn. On en déduit par (A.20) que

|enI: 0,0, A

1

f (cpp,,)"(e,,J:+1+nn,_,)dz’/n(l 2y o
-1

<cn "oy 04 -

On déduit la majoration (A.17) de (A.18), (A.21) et de la ligne précédente.
On applique les mémes arguments que dans la démonstration du
Corollaire A.1 successivement aux opérateurs my 5 et my 5. On obtient ainsi

la majoration suivante de la norme , y .|, . 4-
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COROLLAIRE A.2: Pour tout nombre réel s, 0 <s =2, s# (1 +a)/2 et
s # (3 + «)/2, pour tout polynéme ¢y de P%*(A), on a I'équivalence de
normes

(A22) | ‘P\Il <, \“‘P\” can S N () infis,2-s) lox

s, 0, A s,o,A°

Remarque A.3: L’inégalité (A.22) s’étend aux cas s = (1 +a)/2 et
s = (3 + a)/2, a condition de remplacer la norme |. || (1+0)/2, 0 P2T la
norme d’interpolation d’indice (3 — a)/4 entre Hﬁ,O(A) et LX(A) et la
norme |. || (+a) 2,04 PAT la norme d’interpolation d’indice (1 — o)/4 entre
H. o(A) et LI(A).
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