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MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(Vol. 23, n° 4, 1989, p. 649-688)

COMPATIBILITE DES ESPACES DISCRETS
POUR L’APPROXIMATION SPECTRALE DU PROBLEME
DE STOKES PERIODIQUE/NON PERIODIQUE (*)

par Hervé VANDEVEN (1)

Communiqué par R. TEMAM

Résumé — Nous résolvons le probleme de la companbilité entre les espaces discrets
intervenant dans [l'approximation par méthodes spectrales d’'un probléme de Stokes Nous
montrons comment choisir ces espaces pour qu’une condition inf-sup sout vérifiée uniformément
par rapport au paramétre de discrétisation

Abstract. — We solve the compatibility problem between the discrete spaces which intervene in
the spectral approximations of a Stokes problem We show how to choose these spaces in order
that an inf-sup condition is satisfied uniformely with respect to the parameter associated with ihe
discretization

I. INTRODUCTION

Récemment, de nombreux algorithmes utilisant les méthodes spectrales
ont été mis au point pour la résolution numérique des équations de Navier-
Stokes incompressibles dans un domaine Q de R? ou de R?

{—vAu+Vp+(u-V)u=f dans Q, (1)
divu=0 dans Q, ’

pour des conditions aux limites soit périodiques, soit de Dirichlet homogéenes
dans certaines directions et périodiques dans les autres. Ici, f représente une
densité de force et v est la viscosité. Les inconnues sont la vitesse u et la
pression p.

(*) Regu en juillet 1987, révisé en juillet 1988.
() Analyse Numénque, Université Pierre et Mane Curie, Tour 55-65, 5¢ étage, 4, place
Jussieu, F75230 Pans Cedex 05, France
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650 H VANDEVEN

Le probléeme de Stokes, obtenu en négligeant dans (I 1) le terme non
linéaire, s’écrit sous une forme variationnelle du type trouver (u, p) dans
X x M de sorte que l'on ait

{VVEX, a(,v)+b(v,p)=L(v),

12
VgeM, b(m,q)=0, (12)

X et M désignant les espaces des vitesses et des pressions, a et
b étant deux formes bilinéaires sur X x X et X x M et L étant une forme
hinéaire sur X L’existence et 'unicité de la solution du probléme vanation-
nel (I 2) sont obtenues en utilisant le théoreme classique du point-selle (voir
par exemple [4, Corollary 1 1] ou [8, Chap I, Corollary 4 1]) , 1l s’agit de
vérifier plusieurs propriétés des formes bilinéaires a et b et notamment la
condition de compatibilité suivante entre les espaces X et M

inf sup M:C’ (13)
gem vex IVIxlally,

pour une constante C strictement positive

Nous nous mtéressons dans cet article a ’approximation spectrale du
probleme (I 1) par une méthode de grilles décalées , nous referons a [6]
amns1 qu’a [3] et aux références qui s’y trouvent

Le principe de ces méthodes est de définir des espaces discrets
X, pour la vitesse et M, pour la pression, constitues de polynOmes
trigonométriques ou algébriques (7 désigne un parametre hé & la discréti-
sation) , on introduit des formes bilinéaires discretes a, et b, sur
X, x X, et X, x M,, une forme linéaire discréte L, sur X, et on résout un
probléeme variationnel discret du type trouver (u,, p,) dans X, x M,, de
sorte que l'on ait

{Vvh €Xy,  ap(uy, V) + by (vh, Pr) = Ly(y) (14)
Vg, €M, , by(uy, q,) =0
Toujours afin d’assurer I'existence et I'unicité du probleme variationnel
(I 4), l'espace X, étant fixé, I'espace M, doit étre chois1 de sorte qu'une
condition du type
b1 (V4> qn)

mf sup ——8MM =(C,,, s
qneM, v, eX, “vh”Xh”qh”Mh

soit satisfaite pour une constante C, strictement positive

On appelle mode parasite de la pression tout élément g, de M, tel que
b, (v, q;,) soit nul pour tout élément v, de X, Pour que la condition (I 5)
soit satisfaite pour une constante C, strictement positive, 11 faut et 1l suffit
bien sir que l’espace M, ne contienne aucun des modes parasites

M?AN Modelsation mathematique et Analyse numernque
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



APPROXIMATION SPECTRALE DU PROBLEME DE STOKES 651

C. Bernardi, Y. Maday et B. Métivet [2] puis C. Bernardi, C. Canuto et
Y. Maday [1] ont mis en évidence les modes parasites de la pression pour
chacun des trois types de conditions aux limites et pour différents types de
méthodes spectrales (méthodes de Legendre dans [2] et méthodes de
Tchébycheff dans [1]).

Les modes parasites étant éliminés se pose alors le probléme de la
dépendance en £ de la constante C, intervenant dans (I.5) : cette constante
apparait en effet dans les estimations d’erreur concernant la pression. Dans
[2] plusieurs choix de I’espace M, sont proposés et des estimations des
constantes C, correspondantes sont démontrées ; sauf dans le cas de
conditions aux limites totalement périodiques, ces estimations dépendent
de .

Dans cet article, nous nous placons dans le cas particulier de conditions
aux limites périodiques dans toutes les directions sauf une ; la méthode de
grilles décalées que nous étudions a été mise au point par M. R. Malik,
T. A. Zang et M. Y. Hussaini [9] et analysée par C. Bernardi, Y. Maday et
B. Meétivet [2]. Le but de Particle est de préciser ’étude faite dans [2] en
analysant pour quels types d’espaces M, la constante C,, est minorée par une
constante strictement positive et indépendante de k. Nous mettons en
évidence l’existence de modes faiblement parasites pour la pression :
I’appartenance de ces modes a l'espace M, fournit une constante C,
strictement positive mais tendant vers 0 avec A. Si I’espace M, ne contient ni
les modes parasites ni les modes faiblement parasites alors la constante
C, est minorée par une constante strictement positive et indépendante de
h ; avec ce choix d’espaces, des estimations d’erreur optimales concernant la
pression sont obtenues.

La méme étude dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet
homogenes dans toutes les directions est plus difficile et est actuellement en
cours.

Le plan de I'article est le suivant : dans la partie II nous présentons un
théoréme abstrait que nous appliquons dans les parties 111 et V. La partie I11
est consacrée au calcul explicite de la constante C intervenant dans la
relation (I.3). Dans la partie IV, nous annoncons les résultats de compatibili-
té entre les espaces X, et M, pour une méthode spectrale de Galerkin et
pour une méthode spectrale de collocation. La partie V est consacrée a la
démonstration de ces résultats. Rappelons que nous nous placons dans le
cas de conditions aux limites périodiques dans toutes les directions sauf
une ; enfin, par souci d’alléger les notations, nous étudions le systeme de
Stokes dans R?, tout ce qui suit s’étend de facon naturelle au systéme de
Stokes dans R®.

Notations : Dans toute la suite, A désigne l'intervalle ]— 1, 1[. Nous
notons (., .)a et |.[l, , le produit scalaire et la norme de L2(A).

vol. 23, n° 4, 1989



652 H. VANDEVEN

L’espace H'(A) est muni de la norme usuelle |.||, , et de la semi-norme
| -1y, 4 > nous rappelons que H}(A) est I'adhérence dans H!(A) de I’espace

D(A) des fonctions indéfiniment dérivables, & support compact dans
A, et que |.|, , est une norme sur cet espace, équivalente a la norme
f|.1l, - Pour tout entier N positif nous notons Py(A) Pespace des

polyndmes sur A, de degré au plus égal a8 N et nous désignons par
PY (A) le sous-espace de Py (A) constitué des polyndmes nuls en — 1 eten 1.

Nous notons (L,),cn la suite des polyndémes de Legendre définis par

{Lo()’) =1, Li(y)=vy,
Vn=2, nLn(y): (zn_l)yLn—l(y)_(n_l)Ln—Z(y)' (16)

Ces polynémes vérifient les relations suivantes (voir par exemple
[7, Chap. 1, §3]):
! —- LI
Vn=1, —*tt —r-l_p L7
"= 2n+1 " (L.7)

2
JE I.
Lmo2n+1’ (I.8)

ou 3, , désigne le symbole de Kronecker. De plus, on sait que la suite
(L,),en est totale dans L2(A), on a donc

Vn=0, Vm=0, (L, Ly,) =23

VeeL*(A), o= 22n+1

=0

(o, L )0 AL (1.9)

Les réels (¢, L, ),  sont les coefficients de Legendre de la fonction ¢. Pour
N entier, on note (¥,)o<m<n les poids correspondants. Les points
Ymdo<m<n sont les zéros du polyndéme (1 —y?) Ly (y). La formule de
quadrature s’écrit

1 N
| ewai= T one0m. (1.10)
-1 m=0

et on sait qu’elle est exacte sur P, _;(A). De plus, en introduisant sur
C%(A) x C°(A) 1a forme bilinéaire symétrique

<‘P, ¢>N A Z pm ‘p(ym)\l’(Ym) H (Ill)
on a (voir [5])
V(‘F} \l’)e [PN(A)]Z! <<P, \IJ>N A ((P, ¢)OA+

+2N‘2‘+_1 (1 + >(@, Lado.a(¥ Ly - (1.12)
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APPROXIMATION SPECTRALE DU PROBLEME DE STOKES 653

La forme bilinéaire (., .)y , est donc un produit scalaire sur
Py(A) x Py(A).

Soit maintenant ® Pintervalle ] — w, w[. Pour tout espace de Banach
Z,C3 (0, Z) est Yespace des fonctions indéfiniment dérivables de ©® dans Z
et de période 2 m ainsi que leurs dérivées. Nous notons HL(®, Z) I'adhé-
rence de CP(®,Z) dans l'espace de Hilbert classique H!(®, Z). Si
v est une fonction de Hi(®,Z), on définit ses coefficients de Fourier
o* dans Z par

- N 1 ("

v=Y ket avec F =_— v(t)e *Mdr .
k 2w )
eZ g

Pour chaque entier K positif, on note Sg(®) l'espace des polyndmes
trigonométriques sur ®, de degré au plus égal a K, c’est-a-dire

Sk(®) = {v: Yy dFes Vi, |k|sK,l‘)"eC}.

k| <K

Enfin, la norme d’un espace de Banach Z pourra étre notée

z°

II. UN THEOREME ABSTRAIT

Dans cette partie, H désigne un espace de Hilbert. Nous considérons une
forme bilinéaire symétrique a*, continue et coercive sur H et une forme
linéaire L continue sur H. Nous notons u * la solution du probléme : trouver
u* dans H tel que l'on ait

VveH, a*(u*v)=L(v). (1I1.1)
Dans le théoréme suivant nous donnons une caractérisation de u*.

THEOREME I1.1: L’élément u* vérifie

{ (v )} a*(u*, u*). (I1.2)

veH *(l’ U)

De plus, si u est un élement de H vérifiant

{L@)}? _ (L))
Sena*(0,v)  a*(w u)’

alors u et u* sont colinéaires.

vol. 23, n° 4, 1989



654 H. VANDEVEN

Démonstration : En utilisant (II.1), nous avons

{L(©)}?_ {a*(u* v)}?
VoeH, ST ae (1L.3)

Or la forme bilinéaire a* étant symétrique, continue et coercive sur H, elle
induit sur H un produit scalaire. En appliquant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz dans (II.3), nous obtenons

Vve H, %sa*(u*,u*),

avec égalité si et seulement si v et u™ sont colinéaires. Ceci démontre
enticrement le théoréme.

III. LE PROBLEME DE STOKES CONTINU

Dans toute la suite, Q est le domaine ® x A de R?. Le point courant de
R? est noté x = (x, y). Le probléme de Stokes auquel nous nous intéressons
est le suivant : trouver (u, p) solution de

{—vAu+Vp=f dans £, (
\

1.1)
{diva =0 dans Q, L1

pour les conditions aux limites suivantes : périodique dans la premiére
direction

Vye A, u(-my)=u(my), (I11.2)
et de Dirichlet homogeéne dans la deuxiéme direction
Vxe ®, u(x,—1)=u(x,1)=0. (I11.3)

On cherche la vitesse u dans le sous-espace X de [H!(Q)J des fonctions
satisfaisant les conditions aux limites (II1.2) et (III.3) ; on a ainsi

X = {L*(®, Hj(A)) N HL(®, L}(A))}°. (I11.4)
On cherche la pression p dans I’espace

M= {qeLZ(Q);f q(x)dx:O}. (111.5)
o

M?AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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APPROXIMATION SPECTRALE DU PROBLEME DE STOKES 655

On désigne par (., .) aussi bien le produit scalaire de (L?(Q))? que le
crochet de dualité entre X et X'. Les formes bilinéaires a et b sont définies
par

YueX, VveX, a(u,v)=v(Vu, Vv) (111.6)

et
VveX, VgeM, b(v,q)=-(divv,q). (111.7)
Gréace aux formules de Green on a

VueX, VveX, a(,v)=—v(Au, v) (111.8)
et
VveX, VgeM, b(v,q)= (v,Vq). (I11.9)

Pour f = (f;, f,) dans X', le probléme de Stokes (II1.1) est équivalent au
probléme variationnel suivant : trouver (u, p) dans X x M tel que I’on ait

{VveX, a(,v)+b(v,p)=({,v),

111.10
VgeM, b(ugq)=0. ( )

Remarque 1.1 : D’apres l'inégalité de Poincaré-Friedrich’s, il est bien
connu que la semi-norme u — (Vu, Vu) est une norme sur X, équivalente a
celle induite par (H'(Q)). Dans toute la suite, on note | . |5 cette semi-
norme.

Comme nous 'avons dit dans la partie I, I’existence et l'unicité de la
solution du probleme (II1.10) découle, entre autres, de la propriété
suivante :

inf sup———b(v’q) =C,
geM veX”v”X”q”M

pour une constante C strictement positive.

Dans cette partie, nous calculons la constante C. Pour cela nous
introduisons quelques notations. Rappelons que I'opérateur — d?/dy?
autoadjoint dans H§(A) admet pour vecteurs propres les éléments de la
suite (¢), ¢+ définie par

VneN*, o, =sin [ 2T (- 1)];
pour 7 entier non nul, nous notons \, = (nw/2)? la valeur propre associée

au vecteur propre ¢,. Nous avons

VReN*, VmeN*, (€ Pn)o.a = Oy m » (1I1.11)
VneN*, VmeN*, (€ 0h)o.n =And > (111.12)

vol. 23, n° 4, 1989



656 H VANDEVEN

et
u= Z (u: "pn)O,A Pn> ”u”(z),/\ = Z (u7 ‘Pn)%,A >
Yue H)(A), =t el (111.13)
IuI%,A = Z xn(uv ‘Pn)(z},A .
n=1
Pour £ réel non nul, nous posons
VyeA ¢ " e 1114
YEA, §g(}’)—(‘s-ﬁ(—2§*)) ey, (1I1.14)
de sorte que l'on a
VEeR*, [ty , =1 (6o Loelon = om (I1L.15)
s gO,A— 1 134 _go,A—ng(z—g)-- .
Si g est un élement de M nous posons
S(q) = sup 2 4). (I11.16)
veX ”v”x

En utilisant le théoréme II.1 avec H = X, les formes L et a* étant définies
par

{VVEX’ L(V)Zb(V:CI),
VveX, YweX, a*(v,w)= (Vv,Vw),

nous obtenons
VgeM, S(q)= |uly, (1.17)
ol u est la solution du probléme : trouver u dans X tel que 'on ait
VveX, (Vu,Vv)=05b(v,q). (I11.18)

Nous avons le résultat suivant :

PROPOSITION 1I1.1 : Pour tout élément q de M, nous avons

$(q) = 114°l15,

S (14412 , - 5 (@ tha—5 (@ CBa| (MLIY)
, 2 2

keZ*

M?AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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APPROXIMATION SPECTRALE DU PROBLEME DE STOKES 657

Démonstration : Soit g un élément de M. Nous cherchons la solution u du
probléme (II1.18) sous la forme u = (u,, u,) avec

Vie (1,2}, VxeQ, u,(x)= Y u ,(y)e*. (111.20)

ke

Le probleme (III1.18) s’écrit alors: pour chaque entier k, trouver
uy ;. et u, ; dans H{(A) tels que 'on ait

—uf +kPuy = ikg*,

) R (I11.21)
— Ukt kz”z,k = (¢ .
Pour chaque entier £ et pour j =1 ou 2, on pose
U= Uy kn®n- (111.22)
n=1
Les relations (II1.11), (I11.12) et (1I1.21) apportent
YVkeZ, Vne N*,
ik(qk7 ‘Pn)O A - (qk7 ‘prlz)O A
Upgn=————— Uy ppy=————— . (II1.23
b A, + k2 2k A, + k2 ( )

Remarquons que I'on a

2
lulli= ¥ ¥ Klw,klls x + 4, xl -

keZ =1

Ainsi, en utilisant (II1.13), (II1.17), (II1.22) et (II11.23) on obtient

2¢ sk A '
e k (q ’ ‘Pn)%,A + (qk’ (\on)%,A

S@=73 ¥

keZ n=1 A'n"'kz

2

d’olt nous déduisons

1 o & ke, + ¢, \2 — ke, + @, \?
S(g =1 o, Kot @n \T [k Z Kt o _
Wik {(q [xn+k2]“2) (q [x,,+k21“2>

keZn=1 0,A 0,A

En utilisant (III.11) et (III.12), nous remarquons que pour chaque entier

. ke, + ¢, )
k, la famille —— est orthonormée. Elle est totale dans
[)\n +k ] neN*

Porthogonal de I'espace E, défini par :
Ek = {‘P € LZ(A) 5 Vne N*’ (‘P’ k(Pn + (pr:)O, A~ 0} .

vol. 23, n° 4, 1989



658 H VANDEVEN

Ainsi, en notant I7; I'opérateur de projection orthogonale sur E;, nous
obtenons

S@?= ¥ {1400 =5 1 %@, -

keZ

1 li_k(qk)”;A} . (T11.24)

Or nous avons
Vke Z, E,= {oe L’ (A);VneN*, (k¢ — ¢, ¢,)pr = 0}
= {¢ e LX(A); Yy e HY(A), (k¢ — ', ¥)o o =0} ,
et 'espace H)(A) étant dense dans L?(A), nous obtenons finalement
VkeZ,E, = {feL?(A); ke —¢' =0} .

De fagon claire, E, est la droite engendrée par la fonction: y € A — 1, et,
pour k entier non nul, E; est la droite engendrée par la fonction
¢, définie en (II1.14). Ainsi, compte tenu du fait que I'on a : ¢° € E§ , nous
déduisons (I11.19) de (II1.24).

Nous établissons maintenant un lemme de nature géométrique.

LEMME 111.1 : Soient o et B deux éléments linéairement indépendants d’un
espace de Hilbert H, vérifiant

lefl =Bl =1, (e, )>0. (I11.25)
Pour tout élément q de H, nous avons
(g’ + (g, By = [1+ (, B)]lqll?, (111.26)
et U'inégalité est une égalité si et seulement si q et o + B sont colinéaires.

Démonstration : Soit P le plan engendré par a et B. On décompose
chaque élément ¢ de Hen g =g, + g,, avec g; €P et g, € P*. On a

(@, 0F + (¢, B _ @u o)+ (91,8 _ (g1, ) + (41, B)
lqli? laall* + llg2])? laall? ’

et I’égalité a lieu si et seulement si g, = 0. Ainsi, il suffit de démontrer
(II1.26) lorsque g est un élément de P. Soit donc ¢ = Aa + pf un élément
de P; on a

{uquz =N 42 (e, B) + 12,
(g, 0) + (g, B) = N[1 + (o, B)*] + 4 A, B) + w21 + (o, B)?],

M?AN Modéhsation mathématique et Analyse numérique
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APPROXIMATION SPECTRALE DU PROBLEME DE STOKES 659

et on obtient

(g: @) + (@, B = L+ (¢, B)1lql> = [(e, BY — (o B)IN, 0)* . (1I1.27)

Or, puisque a et B sont linéairement indépendants, on a avec (III.25)
0< (o, B) <1 et (111.26) découle de (I11.27).
De plus on a (q,a) + (g, B)° = [1 + (o, B)]|lq|? si et seulement si
= u c’est-a-dire si et seulement si g et a + 3 sont colinéaires.
Nous établissons maintenant le résultat le plus important de cette partie.

THEOREME III.1: On a

. b(v,q) [1 ( 2 )]1/2
inf sup ——pria— =5 (1-2=5 )| - (I11.28)
sem vex ¥l lal, ~ L2\7 "sh2

De plus on a

inf sup 202 _ _b.p) (111.29)

gem vex Vg gl Nully 21y,

si et seulement si il existe trois réels A, A, et B tels que la pression p et la
vitesse u soient définies par

VxeQ,p(x)= (A;cosx + A,sinx)chy, (111.30)

et
ue H{(Q),—Au=BVp. (I11.31)

Démonstration : Avec la notation (I11.16) nous avons

2\ 12
inf sup —20d) (e S@° T (I11.32)
geM veX ”v”X ”q”M qu”q”M

Soit g un élément de M. En utilisant (III.15), (III.19) et (II1.26), on obtient

$(q) = c?"lj)w%kzl‘ [hﬁéfk)}nq"nh (111.33)
puis
S@r=1 {kie"i*[l - 05 H la1% (I1L.34)

et ceci démontre (III.28) en remarquant que la fonction paire :
x —2x/(sh (2x)) est strictement décroissante sur [0, + oo [.

vol. 23, n° 4, 1989



660 H. VANDEVEN

Soit maintenant (u, p) un élément de X x M tel que I'égalité (111.29) ait
lieu. Par (II1.32) nous avons donc

S@q) _ Sy

sem llaly, Il

Les inégalités dans (II1.33) et (IT1.34) sont donc des égalités. En utilisant le
Lemme III.1, on voit donc que la pression p vérifie

Vke Z\{-1,1}, p*=0,
3(A;,A)eR:, Vye A, p'(y)=A;chy, p'(y)=A,chy.

Le Théoré¢me II.1 indique maintenant que la vitesse u doit étre colinéaire
a la solution du probléme: trouver u dans H}(Q) tel que I'on ait
— Au = Vp.

Réciproquement, si la pression p et la vitesse u sont définies par les
formules (I11.30) et (II1.31), il est clair que I’égalité (II1.29) a lieu. Ceci
achéve la démonstration du théoréme.

IV. COMPTABILITE DES ESPACES DISCRETS POUR L’APPROXIMATION DU
PROBLEME DE STOKES

IV.1. Présentation des problémes discrets

Nous allons considérer dcux problemes discreis pour approcher ie
probléme de Stokes (III.1), (II1.2), (II1.3). Le premier correspond a une
méthode spectrale de Galerkin, le second a une méthode spectrale de
collocation.

Pour ces deux problemes, on considere deux entiers K et N avec
K=1¢et N=2 et on pose h = (K !, N~1). On définit I'espace X, des
vitesses par

2
X, = {Sk(®) ® P} (A)}°, Iv.1)
on a ainsi
2
X, = foin= T eoto) e r) .
|k] <K
L’espace M, des pressions devra étre choisi comme sous-espace de
M= a0 = T eg0) P epy_i(h),
|kl =K

1
Jr @@)dt =0, Vk,1< [klsK,qkePN(A)}.
-1
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Nous munissons I'espace C°(A) x C °(A) de I'une ou I'autre des formes
bilinéaires symetriques (.,.)} 5 €t {.,.)y o, on note (.,.)y la forme
bilinéaire choisie et ||. ||, la forme quadratique correspondante On définit

alors sur C°(Q2) x C°(Q) une forme bilinéaire symetrique par

(@, ) = F (e(x,.), ¥(x, )y dx , IV 3)

et nous notons .|, la forme quadratique correspondante La forme

bilinéaire (., .), est un produit scalaire sur X, x X, On introduit mainte-

nant sur X, x X, et X, x M,, les formes bilinéaires discretes suivantes
Vuh € Xh’ Vvh € Xh’ ah(uh, Vh) = v(Vuh, Vvh)h (IV 4)

et
Vv, € Xy, Vg, € My, by(vh, q4) = — (g, v vy avs)

Gréce a I’exactitude de la formule de quadrature (I 10) sur P, 5 _;(A), nous
avons

Vu, € X, Vv, € X,, a,(uy, v,) = —v(Au,, v,) (IvV 6)

et
Vv, € X, Vg, € My, by (Vi @) = (Vi Vi av7)

La formulation variationnelle des problémes discrets que nous analysons
est trouver (u,, p,) dans X, x M,, de sorte que l’on ait

{Vvh € X, ap(uy, vi,) + by (v, pr) = (6 Vi s » IV 8)

Vg, € My, by (uy, g,) =0,
I’espace M;, devant étre choist pour que la condition inf-sup discrete

by (v,
mnf  sup —hM— =Cy, avo)

9 €My, v €X) “VVh”h “qh”h

soit satisfaite pour une constante C, strictement positive Nous montrons
comment choisir ’espace M;, pour que la constante C,, soit miorée par une
constante C strictement positive et indépendante de £/

Remarque IV 1 Lorsque les prodwuts scalaires (., .)y et (., .} o coinci-
dent, nous avons a, = a et b, = b, le probleme discret (IV 8) est alors un
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probléme spectral de Galerkin. Par contre lorsque les produits scalaires
(- +)v €t {.,.) y , coincident, c’est un probléme spectral de collocation qui

~

consiste a satisfaire les équations (III.1) en un nombre fini de points de
Q (voir [2] pour davantage de détails).

Remarque 1V.2 : Comme cela a été constaté dans [2], les deux formes
bilinéaires b, et b coincident sur I’espace

X, x [{Sk(®)® Py _1(A)} NM].

Remarque IV.3 : C. Bernardi, Y. Maday et B. Métivet [2] ont choisi a
priori I’espace {Sx(®) ® Py _;(A)} N M comme espace des pressions et
ont démontré que la constante C, de (IV.9) vérifie alors C, = C /K pour
une constante C strictement positive et indépendante de 4. Nous allons voir
qu’il n’est pas nécessaire de fixer ’espace des pressions de cette maniére
pour que la constante C, soit strictement positive. En revanche nous
démontrerons que c’est suffisant pour qu’elle ne tende pas vers 0 avec

|71

Remarque 1V .4 : 1l a été démontré dans [2] que dans le cadre du probléeme
spectral de Galerkin, l’espace M, ne doit pas contenir 1’élément
gr(x) = Ly (y) qui est un mode parasite de la pression. On démontre de la
méme maniére que ce mode est également un mode parasite de la pression
pour le probleme spectral de collocation. Cela justifie le fait que I’on doit

choisir I’espace M, comme sous-espace de I’espace M, défini en (IV.2).
Nous verrons que I’espace M, ne contient aucun autre mode parasite que la
pression nulle.

Dans le paragraphe suivant nous annoncons les résultats essentiels de cet
article, la partie V est consacrée a leur démonstration.

IV.2. Compatibilité entre les espaces discrets X, et M,
Pour chaque entier k vérifiant 1 < | k| < K, nous notons g, ;, I'élément de
I'espace M, défini par

Vx € Q, qh,k(x) =Ly©») e

Nous avons les trois théorémes suivants :

THEOREME IV.1: [l existe une constante C strictement positive et
indépendante de h telle que l'on ait

by (Va> G, 1)
Vk,1< |k| <K, 0< sup —— 20K <c Ikl (IV.10)
Vi € Xy ”vvh”h ”qh,k“h N
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Ce théoréme démontre que chacun des modes g, ; Ou k, est un entier non

nul fixé est un mode faiblement parasite de la pression: si I’espace
M,, contient 'un d’eux alors on a

. . bh (vh7 qh)
lim inf sup

111 =0 greMy veeXy [ VVall, [14nll),

Le théoréme suivant précise le cas ou I'espace M, ne contient aucun de ces
modes.

THEOREME IV. 2: Si l'espace discret M,, est égal a
{Sk(®) x Py_;(A)} N M,

alors il existe deux constantes C, et C, strictement positives et indépendantes
de h telles que sous I'hypothése K < C{ N on ait

. by (Vas q1)
inf sup

——=C,. (Iv.11)
9 €M, vyeX, ”Vvh”h “qh”h

Le Théoréme IV.2 montre que sous la contrainte K< C; N, l’espace
{Sx(®) ® Py _;(A)} NM ne contient aucun mode faiblement parasite.
C’est donc un choix optimal de I’espace discret des pressions. Comme nous
I’indiquons dans la remarque suivante, ce théoréme permet d’améliorer les
estimations obtenues dans [2] concernant Perreur commise sur la pression
p du probleme (III.1) en I'approchant par la pression p, solution du
probléme discret (IV.8).

Remarque IV.5: Supposons que l'espace discret M, soit égal a
{Sxk(®)® Py _;(A)} N M et que l'on ait K < C; N ou C, est la constante
intervenant dans le Théoréme IV.2. Nous désignons par (uy g, Pp ) et
(uy, ¢c» Pr,c) les solutions des problémes discrets de Galerkin et de
collocation décrits en (IV.8). Compte-tenu de (IV.11), les estimations
concernant p — py, g €t p — p, ¢ obtenues dans [2], peuvent immédiatement
étre améliorées de la fagon suivante :

1) Pour tout réel o = 0 il existe une constante C strictement positive et

indépendante de & telle que si ’on suppose que f appartient a I’espace
(H° (Q)) alors on a

P —Pnclly= C(k ! +N_G_1)||f||(y*;(n))2-

2) Pour tout réel o > 3/2 il existe une constante C strictement positive et
indépendante de £ telle que si 'on suppose que f appartient a 1’espace
(H, (Q)) alors pour tout réel w>1 on a

Ip = Paclly<C{K "+ A+ K * NN "} |[f] g, oy -
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(Pour la définition des espaces (H% (©2)f nous renvoyons a [2]). Comme

cela a été dit dans la partie I, ces résultats s’étendent tout de suite au
probléme de Stokes dans R°>.
Enfin nous avons le théoréme suivant :

THEOREME IV.3: Si lespace discret M, est égal a
{Sk(®) ® Py _1(A)} N'M, alors il existe deux constantes C, et C, stricte-
ment positives et indépendantes de h telles que sous ’hypothése K = C, N%on
ait

. by (Vi> 1)
inf

— T <C,N¥YK. (Iv.12)
gh€My VREX, ”Vvh”h ”qh”h
Ce théoréme démontre que lorsque l'espace discret M, est égal a
{Sk(®) ® Py _1(A)} N'M, alors pour toute suite (hy = (Ki', Ny ))pen
avec
lim |k| =0, lim N{/K;=0

{5 +o0 {5+

on a

] . bry (Vi 91)
lim inf sup ——M =
{5+ qn €My vy EXy, ”VVh”hg ”qh”h,

Ainsi, pour obtenir (IV.11), il est nécessaire d’avoir une contrainte du type
K < CN? pour une constante C strictement positive et indépendante de
h. Le Théoréme IV.2 montre que (IV.11) est obtenue lorsque l'on a
K < CN. A présent nous ignorons si ’on peut démontrer (IV.11) lorsque
'on a CN < K < C' N ?, pour deux constantes C et C’ strictement positives
et indépendantes de A.

V. DEMONSTRATION DES THEOREMES IV.1, IV.2 ET IV.3

V.1. Une proposition préliminaire
Si g, est un élément de M,, nous posons

by(whs q1)
Su(qp) = sup —————.
wh € Xy, ” Vw,, ” h

(V.1)

Le Théoréme II.1 appliqué avec H = X, les formes L et a* étant définies
par

Vw, € Xy, L(w,) = by (wy, ) ,

th € Xh’ Vzh € Xh’ a*(wh, zh) = (th, Vzh)h 5
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nous apprend que l'on a
Vg, € My, S4(q5) = IVl » (v.2)

ol v, est la solution du probléme : trouver v, dans X, de sorte que 1’on ait
VYwy € Xy, (Vi VW) = by (Wi, g3) - (V.3)

Dans la proposition suivante nous donnons une expression de S,(g;)-
Pour cela, nous commengons par introduire quelques notations. Pour
k entier nous définissons un sous-espace P, y de Py(A) par

Py = {¢€Py(A); VY e PY(A), (' — ko, ¥ )y =0} . (V.4)

L’exactitude de la formule de quadrature (I1.10) sur P,y _;(A) entraine
I’égalité suivante :

Py = {¢€Py(A); VY ePY(A), (¢, ¢ + kb )y =0} . (V.5)

Pour chaque entier k£, nous notons T, y la projection orthogonale de
Py(A) sur Py y, Py(A) étant muni du produit scalaire (., .)y.

Remarque V.1: La formule (V.5) et l'exactitude de la formule de
quadrature (I1.10) montrent que l'on a

Pon = {¢ € Py(A); VU € PY(A), (@, )y 4 =0}

1
{‘PE Py(A); Ve ePy_1(A), J Y(2)dt =0, (¢, ¥) 4 = 0}
-1

{cpePN(A);VnGN,lsnsN—l,((P,L,,)o,A=0} s

ainsi Py y est le plan engendré par L, et Ly.
PROPOSITION V.1 : Pour tout élément q, de My, nous avons la formule

Sn(qn )2 =

B+ x (141 -5 @l -

1= |k] =K

—% [ ﬁf-k,N(‘?h)”Izv] . (V.6)

Démonstration : Soit g, un élément de M,. En utilisant (IV.6) et (IV.7),

nous voyons que le probléme (V.3) s’écrit : trouver v, dans X, de sorte que
I'on ait

Ywyoe X, , (= Avy, W), = (Vg5 W)y - V.7)
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Nous cherchons la solution de (V.7) sous la forme v, = (v, 1, v, ») avec

Vie {12}, VxeQ, v, )= T uv,,,0)e*. (V.8)
|k| =K

Le probléme (V.7) s’écrit alors : pour chaque entier k vérifiant [k| < K,
trouver vy, ; ; et v, 5, dans P{(A) tels que L'on ait

chEP?V(A) (- ”;'z',l,k'*’kzvh,l,ka‘P)N:ik(iﬁn‘P)N, (

Vv.9)
(=0 2k + K*Vp 5 10 @)y (@) e -

Nous remarquons maintenant que I'opérateur — d*/dy? est autoadjoint,
positif et inversible sur P} (A). Il existe donc une base (¢y n)i<n<n -1 de
P% (A) et des réels strictement positifs (Ay ,,)1<»<n_1 tels que l'on ait

Va,Vm,lsn,m<N -1, (®n . PN,mIN =081 m (V.10)

et
Vn7 lsn<N - 1’ Vﬁp € P?V(A) H (_ ‘«PII\,I,mv ‘P)N = )\N,n(‘PN,my ‘P)N .
De ces deux relations on déduit
Vo, Vm,l=sn,m=<N—-1 (O » ®N mIN =AN,nOnm- (V.11)

Pour chaque entier k vérifiant |k| < K et pour j = 1 ou 2, nous posons

Oh, k= Z Uh, ) k,n PN, n - (V.12)

n=

A partir des relations (V.9), (V.10) et (V.11) et de P'exactitude de la
formule de quadrature (I.10), nous obtenons

Vk, |k| =K,Vn,1=sn<N -1,

lk(qlli, ‘PN,n)N

v =
h,l,k,n AN’n + k2
((q‘ﬁ)l’ ‘PN,n)N (Qﬁs ‘PIIV,n)N
Uh,z,k,n = 2 = 2 . (V.13)
Ay otk Ay n+k
Or nous avons
2
2 2 2 012
1vvall, = X % Kon ey + 11 n 0 51
Jk| <K =1
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d’ou, en utilisant (V.2), (V.10), (V.11), (V.12) et (V.13)

S@f= ¥ N1 kA(gr, o, v + (@Fs o8, )R
h\Yn =

, (V.14)
|k] <K n=1 )\N,n+k2

c’est-a-dire

1 N kew,n +@n,n \ \?
S )2 =3 ‘k’ — +
(4 2 |k|ZsK ngl [ < (qh Ay, » + k2]1/2

—koy, n + oy 2
g o r T . (V.15
i <(q" Dov.n + K272 )) V1)

Or nous remarquons a partir de (V.10) et (V.11) que pour chaque entier

k, la famille
( k(PN,n + ‘PIIV,n )
[)\N,n+k2]1/2 lsn=sN-1

est orthonormée. Elle forme une base de l'orthogonal de I’espace
Q. n défini par

Qk,N = {(PEPN(A),VH,1$n$N—1, ((P, ‘P;V,n-{_k‘PN,n)N =0} .

Or, grace a la relation (V.5), I'espace Q, y coincide avec I’espace
1

Py v- De plus, puisque nous avons : §° € Py _;(A) et ¢%(t) dt = 0, nous
-1

déduisons de la Remarque V.1 que ¢° est un élément de Po v - Ainsi la

formule (V.6) est une conséquence de (V.15).

Remarque V.2: La formule (V.6) montre que si g, est un élément de
M,, alors g, est un mode parasite de la pression si et seulement si on a
qO =0,
k112 N - ATY)
Vke Z*, |k| <K, 2||‘1N||N = ” ﬁfk,N(‘Iﬁ)”N + H ﬂL—k,N(‘Ih)”N-

Or pour k entier non nul et pour g élément de Py(A), on a
2”‘?}1”12\, = | ﬁk,N(‘?h)”,zV + | ﬁ-k,N(ﬁ)”IZ\,

si et seulement si g, est un élément de P, y N P_,; y. La formule (V.4)
montre facilement que pour tout entier X non nul, 'espace P, y N P_; y ne
contient que le polyndme nul. On déduit ainsi que 'espace M, aucun autre
mode parasite que la pression nulle.

Nous dégageons maintenant une remarque technique traduisant le fait
que g; ; est un mode faiblement parasite de la pression. Cette remarque

vol. 23, n° 4, 1989



668 H. VANDEVEN

nous sera utile pour généraliser ce travail au cas de conditions aux limites de
Dirichlet homogeéne dans toutes les directions d’espace.

Remarque V.3 :

1) Le résultat du Théoreéme IV.1, la définition (V.1) et la formule (V.14)
montrent qu’il existe une constante strictement positive et indépendante de
h telle que l'on ait

_ 2
N1 (Ly, ®n,n )N

<C/N3.
Ayn+1 /

n=1

2) On remarque qu’il existe une constante C' strictement positive et
indépendante de A telle que 'on ait

Vn,lsnsN-1, Ay ,=C".
En effet, en désignant par Ay ; la plus petite des valeurs propres discrétes
Ay, > ON sait que l'on a
"2
le'l3

N,1 = 1 >
e €PY(A) ”‘P”12v

or la formule (I.12) montre que l'on a
VeePy(A) ”‘P”12vA =3 ”‘P“(z),A ’
de sorte qu’en utilisant I’exactitude de la formule de quadrature (1.10) sur
P,y _1(A) il vient
2 ’
o lelloa . lelG A
Ni1= inf — 2= —

2
0 3] ”2 = 1 3 > =7w/12.
eePQ(A) 2 IPllo,A  eemHi(A) ||‘P||0,A

3) Des points 1) et 2), on déduit qu’il existe une constante C strictement
positive et indépendante de 4 telle que l'on ait

N-1 (Ly, On.2 )%

n=1 }\N:"

< C/N3.

V.2. Une premiére base des espaces PP

Afin d’étudier les opérateurs T, y, nous allons maintenant exhiber une
base des espaces P, y. Pour cela, pour k et n entiers vérifiant k £ 0 et
n =1, nous définissons un €élément A, , de P,_;(A) par

A}, — kA, =—kL} . (V.16)
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Si (., .)y désigne le produit scalaire (., .) 5, nous posons ey =1 et si
(., . )y désigne le produit scalaire (., .) N A» DOUS posons

ey=2+1/N.
Pour k entier non nul, nous notons By y I'élément de Py (A) défini par
Byn=Arnaa+(en—1)An_1- (V.17)
Nous avons la caractérisation suivante des espaces PPy y-

LEMME V. 1: Si k est un entier nan nul, alors Py y est le plan engendré par
les polynomes A; y et By y.

Démonstration : 11 découle des formules (I1.8) et (I.11) que I'orthogonal
de P%(A) dans Py(A) est le plan de base (Ly, Ly, ;) (respectivement
(Ly, yLy)) lorsque Py (A) est muni du produit scalaire (. , . ), 5 (respecti-
vement (., .)y ,). Nous distinguons deux cas.

1) Supposons que Py(A) soit muni du produit scalaire (. , .) ,. Nous
déduisons de (V.4) la relation

Py ={e€Py(A);3I(\, p)eR?, ¢ —k¢=ALjy+nLy, 1} -

Pour k entier non nul, P, y est donc un plan qui, par (V.16), contient les
deux éléments A, y et Ay y,;. Ces deux polyndmes sont évidemment
linéairement indépendants, et par suite, dans le cas étudié, le lemme est
démontré en remarquant qu'on a ey = 1 donc By y = Ay y 41

2) Supposons que Py(A) soit muni du produit scalaire (., .), ,- En

procédant comme dans le cas précédent, pour k entier non nul, nous
obtenons

Piy=1{e€Py(A);I(\, n)eR:, ¢=NA,y+ MEk,N}
ou Ek,N est I’élément de Py (A) défini par
(Biw)' - kék,N = —keyyLy .

Or, nous déduisons des formules (I.6) et (I1.7) la relation

2N +1)yLy=NLy, + (N+1)Ly_,.
Ainsi, a partir de (V.16) et (V.17), nous obtenons

Ek,N =Agns1+ (A +1/N)Agy_ 1 =B n,

ce qui acheéve la démonstration du lemme.
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Remarque V.4 : En utilisant (V.16) on montre facilement par récurrence
la formule

n L(J)
% _ n
VkeZ* VYneN*, Ak’"_ZF' (V.18)
7=1
V.3. Démonstration du théoreme IV.3
En posant
LYy

N
VkeZ*, Dyy= Y —

la formule (V.18) montre que l'on a
VkeZ*, Ayn=kDin+ (Din) -

On sait que Ly est un polyndme qui a la méme parité que N. Nous
constatons donc que pour tout entier k£ non nul, D, 5 est un élément de
Py _;(A) vérifiant

VxeA, Dyy(—x)= (- IDARE Dy n(x), Dy n(x) = =D_y y(x).
On a donc
2 2 2
Ak nllg 4 = ”A»--K,N”()’A = KZHDK,N”O,A + |D1<,1v|iA

et
| Ak, > Akndonl = |KIDkw g — 1Dxon T L]

ce qui donne

2 2
| (Ak, ns A_k,n o] 1- |DK,N|1,A/(K2|| Dk, n ||0,A)

Ik nllo AlA- v llo n | 1+ [Deyl? o/ (KA Dg nIE L)

(V.19)

Nous rappelons (voir [5]) qu’il existe une constante C indépendante de
N telle que I'on ait

vqEPN-Al(A)’ |q|1,A$CN2”q”0,A (VZO)
et nous remarquons que la fonction o: x » | (L~ x)/(1 + x)| est décrois-

sante sur [0, 1]. Ainsi, sous ’hypothése K > +/CN? on déduit de (V.19) et
(V.20)

| (A, N> A_k n)o,al

Ak v llo Al A&, w1l 5

=0 (CN*/K?). (V.21)
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On remarque maintenant que 'ona: Vx e [0,1], o(x) =1 — 2 x. L’inéga-
lit¢ (V.21) apporte donc

| (Ax x> A_k N oAl

”AK,N ||0,A ”A— K,N ”0’ A

=1-2CN¥YK>. (V.22)

On pose maintenant
Vxe @, q(x)=Agn()e™.
La pression g ainsi définie est un élément de Pespace
{8x(®) O Py_1(A)} N M.
D’aprés (V.1) et (V.6), nous avons

(B4 (W, 61)]2 2 1 2
3 = ”AK,N” -5 " ﬁK,N(AK,N)” -
w, € X, ||th||i N2 N

1
@l

Or nous avons

| ﬁK,N(AK,N)”i]‘*' I H—K,N(AK,N)”IZVZ
A 2 A 2
. <AK’N,£_> . <AK’N,__ﬂ_>
”AK,N ”N N ”A— K, N HO,A N

lglz=2m|Agnl7 -

et

Par suite, en utilisant I’exactitude de la formule de quadrature (1.10) sur
P,y _1(A) on obtient

[oa(wi P _ 1 <1 (A, > A, 06, > (V.23)

sup ——mMmm— = — —
2 2
mex, |Vl llgl; 4™ I Ak wllg Al 4- &~ 1l o

Ainsi sous ’hypothése K = VCN? nous déduisons de (V.22) et (V.23)

b, (v,
inf sup 2w ) _ 0y ye N2k
9h €My viEX, ”VVh“h"qh”h

ce qui démontre (IV.12).
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V.4. Une seconde base des espaces P, y

Pour k entier non nul, nous allons construire une base orthonormée du
plan P, y. Pour cela, nous définissons langle ©®, y entre A, y et
By n par

Z, v, B
cos Oy y = (i Biwdv 0<O, y<m, (V.24)
1Ak Ny I Bew [l y
et nous posons
1 By n AN
By == : — : cos O, |,
sin® v | [|Bi,nlly NAxwlly (V.25)
. Apw
Ak,N = —_—
1Ak~ Il y
Nous avons ainsi
Af N, BF =0,
Vke Z*, {( N Endn . (V.26)
lA&nIy = IBEnly=1-

Dans ce paragraphe nous étudions le comportement asymptotique de
By y. Dans la proposition suivante nous commengons par comparer la
norme des polynémes A, y et By y. Nous faisons d’abord deux remarques
et établissons un lemme.

Remarque V.5 : On sait que les coefficients de Legendre des polyndémes
L sont positifs ou nuls. Ainsi, la formule (V.18) montre qu’en posant

2p+1
2

VkeZ* VneN*, Ap,= Y AL, L,, (V.27)
p=0

ona
A ,=0,

(V.28)
Vp,0=p=<n-1, Af,=0.

Vke N*, Vne N*, [

Remarque V.6 : On sait que pour chaque entier n, L, est un polynéme qui
a la méme parité que n. Ainsi on déduit de (V.17) et de (V.18) les formules

Agn(=y) = (- 1)N+1A~k,1v(}’) ’

VkeZ* VyeA, N
By n(=y)= (-1) B_i n(y)-

(V.29)
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LEMME V.2 : On a la relation

VkeZ* VneN, nz=2 Ll “hnl _Thn g (v.30)

Démonstration : Posons € = (Ay , .1 — Ay ,-1)/ (2 n+1). Des formules
(V.16) et (1.7) nous déduisons

e'—ke=—kL,,

nous avons donc
n L
o
Ainsi (V.30) se déduit de (V.18).

PROPOSITION V.2: Il existe une constante C strictement positive et
indépendante de h telle que I'on ait

<1. (V.31

|A
VkeZ*, 1—C(&) \2N+1 | kN”
N Ikl By
Démonstration : Grace aux formules (V.29), on peut se contenter de
démontrer (V.31) pour k positif. Compte-tenu de (V.17), la formule (V.30)
appliquée successivement avec n = N et n = N — 1 apporte

2N +1

Bk,N = k

Ak,N+eNAk,N—l+(2N+1)LN (V32)
et
2N -1

Ak,N = k

Ay N1+ A N2+ N -1)Ly_,. (V.33)

Puisque k est positif, la relation (V.28) indique que les coefficients de
Legendre des polyndémes qui interviennent dans ces deux égalités sont
positifs. On déduit donc de (V.32) I'inégalité
2N+1
4wy = I1Binlly > (V.34)

ce qui démontre la seconde inégalité dans (V.31). De méme, par (V.33) on
obtient

k
Ak, v -1l < SN -1 Ak, wll (V.35)
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et
(2]\,-’1)HLN—1”Ns "Ak,N“N .

Compte tenu de (1.8) et de I'exactitude de la formule de quadrature (1.10)
sur P,y _;1(A), cette derniére relation s’écrit

22N -1)= ||Acnl? - (V.36)
L’inégalité (V.35) donne

2N —-1)?
( A n

2
el =22 Ayl

et avec (V.36) ou 'on change N en N — 1, il vient

|Aw Nl =2@N 1) 2N —3)/k>. (V.37)

On observe maintenant que le réel ey est inférieur a 3. Ainsi, par (I.12) on
obtient

QN +1) |Lylly <3@N +1)?| Ly} , <6(Q2N +1).

Les relations (V.34) et (V.36) assurent donc I’existence d’une constante
C, strictement positive et indépendante de 4 telle que I’on ait

/ L\ 4

QN+ 1Y ILaly < Ci( 5 ) 1Benly - (V.38)
La formule (V.32) nous donne maintenant
2N +1 2
HBk,N - —k_Ak,NHN = eI%I“Ak,N—IHIZV +@2N +1) ”LN”fv .

En utilisant (V.34), (V.35) et (V.38), on obtient

2N +1 k \¢ 2
“B"’N_ Tk A"NH <[ ((41\12 1)2) +C‘<N> ]”B"’N”N
<C,

(%) 1Bnl?,

pour une constante C, strictement positive et indépendante de 4. On obtient
donc

2N+1 k

2
1Binlly - lenly=C( 5 ) IBexlly

ce qui achéve la démonstration de P’estimation (V.31).
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Dans la proposition suivante nous étudions I’angle ®, 5 entre les deux
polyndmes A, y et B, y. Pour cela, un réel £ non nul étant fixé, nous
commengons par établir quelques propriétés des suites (V7), 7 vérifiant

P+l _pp-l vP
v y ——— = — V.
pe? 3P 1 £ (V.39)

LEMME V.3 : Si ("), c 7 et (WF), ¢ 7 sont deux suites vérifiant (V.39) alors,
pour tout entier positif n, on a la formule

Z 2P2+ 1 vP wP =§ {v—l w0+UO w-1_ pnt1 wh _ p wn+l} . (V.40)
p=0
Démonstration : En utilisant (V.39) nous avons

T @p+1)Pwi=g T (PPl we
=0

p=0
n n+1
—E Y PwPrl_g Y pp P!
p=-1 p=1
=g{v—lw0+vow—l_vn+lwn_vnwn+1}
n
+§ Z Dp(wp+1__wp—l)
p=0
=g{U_1WO+UOW—1——U"+1Wn—UnW"+1}
n
- Y @p+1)vPw?,
p=0
et ceci démontre (V.40).

LEMME V.4 : Si (V7), . 7 et (WP), ¢ 7 sont deux suites vérifiant (V.39) alors
on a
VpeZ,NqgeZ,vP wPtl_vP+1yP—
= (1P T [Iw?tl_vi+l i) (V.41)

Démonstration : Posons & = v? wP*1 _vP+1 wP En utilisant (V.39) on
obtient

& — vP<wP-1—:2.P§+_1wP) —w"(v”"l—2p§+1vp) — o1,

On obtient (V.41) par un raisonnement par récurrence sur p — q.
Pour k et n entiers non nuls, la suite (Af ,)o<,<, des coefficients de

Legendre du polyndme A, , a été définie en (V.27). Nous avons le lemme
suivant :
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LEMME V.5 : Pour k et n entiers vérifiant k #0 et n=2, on a

Al,=0, Ap;l=2 (V.42)
et
Af,ftl - Af,?zl Aﬁ,n

Vp,1sp=sn-1, =
p,i=p=n 2p+1 k

(V.43)
Démonstration : La relation (V.42) résulte de (V.18) et de (1.7). De
(V.16) nous déduisons
VO € Hy(A), (Ag s Q' +KkQ)op = —k(Ly Q' )o,a -
On obtient alors (V.43) en prenant
Q= (Ly1-L, 1)/Cp+1)(I1=p=n—1)

et en utilisant (1.7).
Pour chaque entier k non nul, on prolonge la suite (Af ,)o<p,<, €n une

suite (Af ,), <z de sorte que la relation (V.43) soit vérifi€ée pour tout entier
p. Gréce a (V.42) on a ainsi

Yke Z*,Vn,n=2, Apt'=2. (V.44)

Les formules (V.17), (V.27) et (V.42) montrent que pour k entier non nul
on a

Bk,N:(2N+1)LN+Ck,N’ (V.45)

ou Cy y est un polyndme de degré N — 1 dont la suite (C{ y)o<p<n -1 des
coefficients de Legendre est définie par

Vp,0$p$N—1,C£’N=A£,N+1+(eN—l)Any_l. (V.46)

Les formules (V.43) et (V.46) montrent que pour chaque entier
k non nul, la suite (C{ y)o<p<n_1 Vérifie

CEN' - CRA Ciw
2p+1  k

Vp,l=sp=sN -2, (v.47)
Comme précédemment, nous prolongeons la suite (C{ y)o<p<n -1 €0 Une
suite (Cf y),cz de sorte que la relation (V.47) soit vérifi€e pour tout entier
p- En utilisant (V.44), (V.46) et (V.47), on a ainsi

2N +1

CIQN=2€N:CII<YIVI=A1€{;/1+1=2 %

(V.48)
Nous avons la proposition suivante :
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PROPOSITION V.3 : Pour k entier non nul, on a
2keycos® y

lAknlly I Binlly

sin® @ y = (V.49)

Démonstration : Nous remarquons que puisque C, y et A; y sont des
polyndémes de degré N — 1, on a

”Ak,N”N = ”Ak,N”o’A’ ”Ck,N”N = ”Ck,N”(),A
et, en utilisant (V.45)
2 2 2
[Be,nlly =en(ZN + 1)2”LN”N + | Ck,N”Q)A
=2@N+1)ey+ [|Crnlg , > (V.50)
(B, n> A, nIn = (Crows Ak, N o, -

Les suites (Af n)pez €t (C§ ), ez Vérifiant la relation (V.39) avec & = k,
nous obtenons avec (V.40)

lAen s o = (k/2){Aik ALy — AN AN N}
ICknllg x = (k/2){Cick Con — CER'Cln}
et
(Cr,ns Ak, Non = (k/4) x
x {Agny Cln + Cin AI(:),N —ANy! ClIcYN - CIIXIVIAI?,IN} )
d’ol, a partir de (V.42), (V.48) et (V.50)
lAenlg = (R/2) Ak Al y (V.51)

IBenlly = (k/2) Cily CR o (V.52)
et
(B, N> Ak, NN = (k/4){Ak_,}V Cl(c),N +Crn Al(c),N —4dey}. (V.53)

Utilisons maintenant (V.41). 1l vient
An Con—Cin Ay = COV[AYR Cly - CERTARN],
ainsi, en rappelant (V.42) et (V.48), nous avons
Ay Cin—Cin ALy =4(=1)ey. (V.54)

Nous distinguons maintenant deux cas, selon que N est pair ou impair. Nous
nous contentons de poursuivre la démonstration dans le cas ou N est pair, le
cas ou N est impair se traitant de la méme maniére.
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L’entier N étant pair, les formules (V.53) et (V.54) apportent
(Bi,n» Akndv = (k/2) Ci v Ab v - (V.55)
On déduit alors de (V.51), (V.52) et (V.55) la formule suivante :

||Ak,N”12v ”Bk,N||12v — (B> A Wi =

k\?%,- _ -
(5) Wik ChxCik ALy — (Cik ALy

k\? ._ - -
(3) cikabwlaih Chn-Cikaly).

On obtient alors la formule (V.49) en utilisant (V.24) et a nouveau (V.54) et
(V.55).

Nous €tablissons maintenant la proposition la plus importante de ce
paragraphe.

PROPOSITION V.4 : On a
BXy, L 2 2
[ (B> Ly)w| 1-C | k| (V.56)

Vke Z*, 5 5 = 7>
IBEw Iy ILnlly N

ot C est la constante intervenant dans la Proposition V.2.
Démonstration : Grace a (V.24) et (V.29) on remarque que l'on a
VkeZ*, O n=T—-0_; y.
Ainsi, par (V.25) et (V.29) on obtient
Vke Z*,Vye A, BEy(-y)=BX y0).

Par conséquent, on peut se contenter de démontrer (V.56) pour k positif.
Soit donc k un entier positif. La formule (V.49) montre que cos ©; y est
positif. On tire des relations (V.25) et (V.45) la formule

1 (Bi,n> Ly n _ 2Zey

(Bin> Ly)y = = ==
’ sin®g x| B n | sin ® v [ Bewlly

et, par (V.26) et (V.49), il vient

Bin Lo _@eN+1) 1 lenlly N4 1) [enlly
”BI:kN”i, ”LN”,ZV k Cos ®k,N ”Bk,N”N k "Bk,N“N ’

ce qui permet de déduire (V.56) en utilisant (V.31).
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Remarque V.7 : Sous les hypothéses de la Proposition V.4 on déduit de
(V.56) I'estimation

L
VkeZ*, |k| <CiN, ||Biy - —2 || <cylkl. (v.sy
ILn 1l N

N

V.5. Démonstration du Théoréme IV.1

En utilisant les formules (V.1) et (V.6) nous voyons qu’il suffit de

démontrer qu’il existe un réel C’ strictement positif et indépendant de
h tel que l'on ait

Vk, 1< |k| <K, | ik,N(LN)”fv +
Ty @)y = 2= C RN L, -

Pour cela nous fixons un entier k vérifiant 1 < |k| < K. En rappelant
(V.26), nous obtenons

| k,N(LN)H,ZV + ”ﬁ—k,N(LN)”i, = [(Ly, AENR + (Ly, A% )R]
+ [(Ly; BI:N):IZV] + [(Ly, Bfk,N)Izv] >
nous avons donc

"ﬁk,N(LN)HIZV + “ﬂ-k,N(LN)||12\,B (Ly, BEn)k + (Lys BX N )R s

ce qui permet de conclure immédiatement en rappelant les formules (V.26)
et en utilisant ’estimation (V.56).

V.6. Comportement asymptotique des polynomes A y.

Dans ce paragraphe, pour chaque entier £ non nul, nous comparons les
polyndmes Ay a la fonction {, introduite en (II1.14).

Pour cela, pour chaque entier n positif, nous notons I, : L>(A) - P,(A)
I'opérateur de projection orthogonale pour le produit scalaire (., . ) 5 €t on
commence par étudier Iy (e?) pour & réel. On pose

VEeR VyeAev= 3 22Elare)L,(),  (V.59)
p=0
avec
1
VpeN,VEe R, a?(§) = f e¥L,(t)dr . (V.59)
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On a ainsi
VneN,VEcR, Vye AT (0) = ¥ 22 L ar(e)1,0) .
p=0

Dans le lemme et la proposition qui suivent, nous établissons quelques
propriétés des coefficients of.

LEMME V.6 : Pour & réel non nul, nous avons les relations

p+1 _ p-1 P
Vp € N*¥, %:-%, (V.60)

VpeN* Qp+1)(@) =@E+1)a?*! 4 pa?f! (V.61)

et
VpeN* [+1af] =g +laf 1, (V.62)

Démonstration : La formule (V.60) découle d’une intégration par parties
et de la relation (1.7). Pour démontrer (V.61), nous remarquons que ’on a

1
VpeN,VEeR, (&) (§) = f e¥tL,(t) dr,
-1

et nous rappeions la formuie (i.6).
Démontrons maintenant (V.62). Pour £ réel non nul, nous avons

#Frla?) = (p+1)—+ (o)

§p+1
of of *1 af 1
- s . * —_ V.61
C+1)(FHyoet ) +P ey (Par(V6D)
of 1
=@+1 )2p+1 +p2p+1 (par (V.60))
= Otp—l .
Ainsi, le lemme est démontré.
PROPOSITION V.5 : Nous avons
VPN; Vg € R) OLP(_ g) = (— l)P ap(g) ’ (V'63)
VPN*, VE>0, 0<aP(f) s%of—l(g) (V.64)
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et
&
el

vp

Démonstration : La formule (V.63) découle immédiatement de (V.59).
Pour démontrer (V.64), nous remarquons que l’on a

sh
g b

ainsi, o’ est une fonction positive sur R* . De plus, la formule (V.62) donne

VpeN,VE=0, O0=<a?(§) = (v.65)

Vee R, o'(8) =2

1
§p+l

En raisonnant par récurrence sur p, on a donc

¢
Vp e N* Ve e R*, aP(£) = J tPrlaP-1(t)dr .
0

VpeN,VE=0, of(§)=0.

L’estimation (V.64) découle alors de la formule (V.60). L’estimation (V.65)
est obtenue en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (V.59) et en
utilisant la formule (I.8).

Nous comparons maintenant les normes de e¥ et de Ily(e?).

PROPOSITION V.6 : Pour & réel non nul, nous avons

I, (e¥) [
LI LiSacl TN
R (V.66)
0,A
et
12
e~ My @), = (45 ) " pevr, 4 (V.67)

Démonstration : Nous remarquons que griace a (V.63), on peut supposer
que £ est strictement positif. Rappelons la formule (V.60). On prolonge la
suite (o (§)), n €n une suite (of (§)), ¢ 7 de sorte que la formule (V.39) soit
vérifiée pour tout entier p. En utilisant la formule (V.40), nous obtenons

le¥l2 , = £ o 1(8) a(®)

et
Iy )2, = e¥]2 , - 5 ¥ ©) ¥ +1(6) .
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En utilisant (V.65), on a donc

1= ||HN(€§Y)||(2)’A _1 _EaN(g)aN+l(§)
2

le®)2 lev)2
=1- §
RNQCN +2)]?

ce qui démontre (V.66) en utilisant I'mégalité Vx € [0, 1], Vx=x. Ona
aussi en utilisant (V.65)

e~ Ty ()2, = (6/2) o (&) @V *1(8)
<¢/@N)[ev)2,

ce qui démontre (V.67).
Ces résultats vont permettre de comparer (—1)V+*!A¥y a {,. Nous
établissons d’abord trois lemmes.

LEMME V.7: On a formule

Vme N* Vke Z* 211,,(e") = o™ (k) A mso1 + @™+ (k) Ag - (V.68)

Démonstration : Soient m et k deux entiers vérifiant m =1 et k # 0. Les
deux suites (Af ,)pez € (Af ,41)pez Vérifient Ia reiation (V.39) avec
& = k et sont linéairement indépendantes puisqu’en vertu de (V.42) et de
(V.44) on a

AP =ARML 1 =0 et AP ' =AD,.1=2. (V.69)

Ces deux suites constituent donc une base de I'espace des suites vérifiant
(V.39) avec £ = k. Or, la suite (o”(k)),. 7 appartenant a cet espace, on
déduit de (V.69) la formule

VpeZ, 20P(k)=a" (k) Af .1 +o" (k)AL

La formule (V.68) découle alors du fait que 21TIL,(e®) et
o (k) Ag, m o1+ @™t (k) Ay, ont les mémes coefficients de Legendre.

LEMME V.8 : On a l'inégalité suivante :

a"(k)”Ak,n+1”0,A k2

Vne N* VkeZ*, =1-—.
2|, ™), , 4n

(V.70)
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Démonstration : Grace a (V.29) et a (V.63), on peut supposer que
k est strictement positif. Les relations (V.28) et (V.65) indiquent alors que
les coefficients de Legendre de chacun des termes de (V.68) sont positifs.
En utilisant (V.68) avec m = n — 1, on obtient la majoration

I,y ,

De plus, en utilisant (V.68) avec m = n, on obtient

Ak, nlly o <2 (V.71)

||2 Hn(eky) - an(k)Ak,rH- 1 HO,A = an+1(k)“Ak,n HO,A ’
d’ou, avec (V.71)

n k
[2T0,2) — () Akl <22 Ek; I, @), , -

On en déduit

n+1
n k
G A L e IV

et avec (V.64) on obtient

n k \?
2[ L)y, = O Ainaily , <2( 5% ) ITE,
ce qui démontre (V.70).

LEMME V.9: Supposons que les produits scalaires (.,.)y et (., .)o 2
coincident. Alors, pour tout réel C, vérifiant 0 <C; < 2, il existe une
constante C, strictement positive et indépendante de h telle que I'on ait

1k|
N

Vke Z*, |k| <C;(N —1), |cos®y|=1-C (V.72)

Démonstration : Soient C; un réel vérifiant 0 < C, <2 et k un entier tel
que |k| < C{(N —1). La formule (V.49) fournit la majoration
2| k|

Ak, wllg 5 14k~ +1llg, 4 .

sin® @ y <

(Rappelons que nous avons supposé P,(A) muni du produit scalaire
(., .Jp,actquonadoncey = 1et By y = Ay y,1). Nous utilisons I'inégalité
(V.70) avec n = N et n = N + 1. L’hypothése

k| <Ciy(N -1)<2(N -1)

assure que le second membre des deux inégalités ainsi obtenues est
strictement positif ; nous avons donc
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k| Ny oV k)

2<1Hi_ ) 12
4(N —1)

sin’ Oy <

. He"’nf,,A
Iy )2, [y )],

et avec (V.65) et (V.66) on en déduit

13 1 1
20-CPPN-1(a-cCP

sin® @ y <

Ainsi, en posant C, = (1 — C?)~2 (1 — C,)"? et en remarquant que pour
N =2 on a l'inégalité¢ 1/(N —1)=<2/N, on obtient

|cos ©, x| = (1 — C,|k|/N)?=1-C,|k|/N .

Le lemme est donc démontré.
Nous démontrons maintenant le résultat essentiel de ce paragraphe.

PROPOSITION V.7 : Il existe deux réels strictement positifs C, et C, tels que
lon ait

=

k N+1
Vke Z*, |k| <CsN, Hz_;k— <——) Af
0, A

[k

sc4( I—I’\‘,—' )m. (V.73)

Démonstration : Dans cette démonstration, nous utilisons les résultats
démontrés précédemment dans le cas particulier ou les produits scalaires
(5 +)v et (., . o, o coincident ; onsait qu'onaalorsey = let By y = Ay n 4 1-

Soient C, un réel vérifiant 0 < C, < 2 et k un entier tel que |k| < C; N.
Grace a la formule (V.29), on peut supposer que k est un entier strictement
positif. On sait alors que o *1(k) est positif. Utilisons la formule (V.68)
avec m = N. On obtient

(Ty (€"), Ay N Do, ”Ak,Nn“g,A

= 1:(X.N(k) cOs @ka

[Ty @), , lAenly, 2 My )],
1 worsn 1Al s
+5 oV (k)
2 “nN(eky) “(),A

o‘N(k)”Ak,N +1“0,A
2” HN(eky) ”0,1\
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Puisque k est positif, la formule (V.49) montre que cos ®, , est positif.
Donc en utilisant les estimations (V.70) et (V.72), nous obtenons

My (€®), A n o, a (1 k2 ) (1 c. k )
= _—— _ 255
M, denl,, V4N N

ou C, est la constante intervenant dans (V.72). Nous remarquons mainte-
nant que la fonction o:x— (1 —x2/4)(1 —C,x) vérifie o(0) =1,
0'(0) = — C,. 1l existe donc un réel C; strictement positif tel que ’on ait
Vxe [0,C;3[, o(x)=1-2C,x. Sikestun entier vérifiant 0 <k < C; N,
nous avons donc

(HN(eky),Ak,N)o,A =1-2C k
= - 2"' 3
“ l—[N (eky)uoyl\”Ak,N “0’/\ N

ce qui donne immédiatement

Iy (e’W)

” Iy (eky)

~ALN
o

k\ 12
52<C2—) .
0, A N

De plus, en utilisant (V.66) et (V.67), nous obtenons
Iy (e?)
“HN (eky)”o, A

*
k

( k )1/2 k
= | == + =
0.A 2N 2N
L’estimation (V.73) découle des deux précédentes.

V.7. Démonstration du Théoréme IV.2

Nous commengons par remarquer que la formule (1.12) donne I’encadre-
ment

Ve e Py(A), lollf o< llelly,x<3lelg 4

on a donc

Vue Sg(®)® Py(A), J |u(x, °)I|S,A dx <

™

SJ ”u(x,.)”,zv,AdxsfiJ‘ llae(x, IG5 dx -

-

Or la Remarque IV.2 montre que sous les hypothe¢ses du Théoréme IV.2,
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les formes bilinéaires b, et b coincident. 11 suffit donc de le démontrer dans
le cas o Py(A) est muni du produit scalaire (., .) a-

Fixons un réel C,; vérifiant 0 < C; <2 et supposons que l'on ait
K < C;{ N. En utilisant les formules (V.1) et (V.6) nous voyons qu’il suffit
de prouver l'existence de deux constantes C et C', indépendantes de
h, vérifiant 0 < C <2 et C' =0 et telles que I'on ait

Vk,1=< |k| <K,VqgePy_4(A),

I e n @2, + I T v (@l 12
T en °’AsC+C'<§> L (V.74)
llallo A

Pour cela nous fixons un entier k vérifiant 1< |k| = K et un élément
g de Py _{(A). En rappelant les relations (V.26), nous obtenons

l mk,N(Q)”(Z)’A + | T—k,zv(Q)”iA = [(q’Al:N)%,A + (qu:kk,N)(z),A]
+ [(q BEndo,a + (@ B¥ N )5 al-

Nous majorons successivement chacun des deux termes du membre de
droite dans la formule précédente.

1) La relation (V.5) montre que Afy et A*, y sont linéairement
indépendants. En utilisant (V.26) et I'inégalité (II1.26), nous obtenons donc

sk * 2
1+ =(Ak,N:A—k,N)O,A!}HqHOYA-
Or nous avons

E *
| (A& N, A N o a] <

= | (G £ x)0, A| + ”Ck‘ (T]]%T)NHAIETN

+ [[8ellg, o

>

0,A

~k\N+1
C_k—(m) AXe N

d’ou, sous I’hypothése K < C; N (ou C; est la constante intervenant dans
(V.73)), en utilisant (II1.15), (V.26) et (V.73)

2k K\12 2 K \12
# * - 2 == —
[(AEn AZindoal = 5 (2k)+C5(N) \sh2+C5(N) ’

pour une constante Cj strictement positive et indépendante de A. Ainsi, on a

2 K\ 12
@ AL+ @ A% Ba= {1+ 25+ O (K ) Hal - (v79)
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2) Nous estimons maintenant le terme [(q, By )5, 4 + (4, B n)3.a)-

Puisque ¢ est un polynéme de degré au plus égal a N — 1, nous pouvons
écrire

(g, B/?fN)%,A = (g, Bl?fN — &k, N LN)%,A = ||61||(2;,A ”Bl?flv — &, N LN"(Z),A
ou le réel g y est tel que l'on ait
lew,n Lallg , =1, (Béns &,n Ln)o,a=0.
En notant que l'on a

| (B N> Ly)o,al
”A/:N”(),A ”LN “0,/\

IBE N — ek, n LN”(Z),A =2-2

et en utilisant (V.56), nous obtenons donc
K
(g Bl?fN)(z),A = CGN ||‘1||(2),A >

pour une constante Cg strictement positive et indépendante de 4. De la
méme maniere nous obtenons

K
(anikk,N)%‘As Csﬁ “q”(Z),A .

Les deux estimations précédentes et I'inégalité (V.75) démontrent (V.74)
avec C =1+ 2/sh (2) et ceci achéve la démonstration du Théoreme IV.2.
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