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MATHQMHCAJ. MOOOUNG AND NUMERICAL ANALYSiS
M0OÉUSAT10H MATHÉMATIQUE ET ANALYSE NUMÉRIQUE

(Vol. 21, n° 2, 1987, p. 293 à 326)

ANALYSE LIMITE D'ÉQUATIONS VARIATIONNELLES
DANS UN DOMAINE CONTENANT UNE GRILLE (*)

par Colette PICARD (*)

Communiqué par E. SANCHEZ PALENCIA

Résumé. — Soit H un ouvert de UN contenant une grille plane X, dont les perforations
Te, de taille rE, sont périodiquement réparties avec la période e.

Le but de cet article est, d'une part, d'étudier le comportement limite, lorsque e —• 0 et selon les
valeurs de rE, de la solution u£ du problème de Dirichlet dans n \ T e ou de Neumann dans
(Cl\X) U Te, ainsi que de problèmes unilatéraux associés, par une méthode d'épi-convergence,
et, d'autre part, dans le cas où rz est proportionnel à s, de déterminer la vitesse de convergence de
uz dans ft et sur X.

Abstract. — Let Q, be an open set in UN containing a plane sieve X with holes
Te of size rt which are e-periodically distributed.

The purpose o f this paper is, on one hand, to study the limiting behavior, as e tends to zero,
according to the values o f re, of the solution ue of the Dirichlet problem in &\TZ or the Neumann
problem in (fl\X) U T£i or some related unilatéral problems, by means o f the epi-convergence
method, and on the other hand to obtain the rate of convergence as e tends to zero of
uz in Ci and on X in the case that re is proportional to e.

1. INTRODUCTION

Soit il un ouvert borné de R* (N ^ 3 ) partagé par une variété plane 2
qui est perforée de petits trous T{ répartis périodiquement avec la période e
et homothétiques d'une partie fixe T de UN " * dans l'homothétie de rapport
re < e(diam T)'1 ; soit Te leur réunion et ilx et il2 les ouverts tels que

On considère les problèmes de Dirichlet dans il\Te et de Neumann dans
( a \ 2 ) U Te suivants :

- Aw£ = ƒ dans il\TE

u£ - 0 sur TB

u = 0 sur dil

(*) Reçu en janvier 1986.
(*) U.E.R. de Mathématiques, 33, rue Saint-Leu, 80039 Amiens, Cedex, et Laboratoire

d'Anaivsc Numérique, Université de Paris-Sud, Bât. 425, 91405 Orsay.
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294 C. PICARD

- J\UC + uP = ƒ dans

(AT.)

dUz
—- = 0 sur 2\Tedv
dut—- = 0 sur dû.
dv

Le but de cet article est de déterminer le comportement limite de la
solution uz de chacun des problèmes (Dt) et (Nz) lorsque e -• 0, selon la
valeur de r6. Les méthodes utilisées sont de deux types : ou bien effectuer un
passage à la limite sur les équations variationnelles en introduisant des
fonctions tests adéquates, ou bien trouver l'épi-limite des fonctionnelles
énergie. Les deux problèmes (De) et (Nt) sont traités en parallèle grâce à
l'analogie que présentent les contraintes imposées sur 2 ; elles sont en effet
de la forme: v\1 = 0 sur Tz pour (Dz) et [i?]s = 0 sur Tz pour
(Ne) (en désignant par [ ]2 le saut à la traversée de 2 de Ùx vers

a2).
D'abord (cf. § 2) les problèmes limites de (Dz ) et (Nz) sont déterminés en

traduisant la convergence de ces problèmes en termes d'épi-convergence
— ou F-convergence de De Giorgi — de familles de fonctionnelles. Selon la
valeur de rz par rapport à la valeur critique rz = eN~x/N~2, le problème
limite a trois formes possibles : lorsque re >̂ /-£, c'est-à-dire lorsque les
perforations sont « grosses » relativement à e, la contrainte s'impose sur 2
tout entier dans le problème limite ; lorsque re <̂  rzt c'est-à-dire lorsque les
perforations sont « petites », la contrainte sur X disparaît du problème
limite ; lorsque re ^ rzi le problème limite présente une condition de type
« transmission » sur 2 de la forme :

Cu 12 = - — , pour le problème limite de (D£).

- C [u]% = , pour le problème limite de (Ne).
4 dv %

Cette valeur critique r\ a été obtenue par E. Sanchez-Palencia (cf. [16]) par
une méthode de développements asympto tiques. Les problèmes de Dirichlet
dans des domaines avec trous ont été étudiés par plusieurs auteurs (cf. [11,
5, 4, 1]). Dans [7] et [2], le comportement limite de (Nz) est étudié par la
méthode variationnelle. La méthode d'épi-convergence développée ici a
l'avantage de donner aussi (moyennant des adaptations faciles des démons-
trations) les problèmes limites de problèmes unilatéraux associés avec
contraintes sur Tz du type v | s = 0 ou [y ] j ^0ou [v]x = 0 et v\s ^ 0. De
plus la valeur_des correcteurs est obtenue aussi bien pour les problèmes
bilatéraux (DE) et (NE) que pour les problèmes unilatéraux précédents.

Le cas de l'homogénéisation — cas où re est proportionnel à e — est plus
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ANALYSE LIMITE D'ÉQUATIONS VARIATIONNELLES 295

particulièrement étudié au § 3. La méthode des développements asymptoti-
ques {cf J. L. Lions [10]) a été utilisée dans des situations voisines par E.
Sanchez-Palencia {cf. [17]) pour des problèmes d'écoulements lents d'un
fluide visqueux incompressible à travers une paroi perforée et par G.
Nguetseng {cf. [13]) pour des problèmes d'écrans perforés. Ici une méthode
variationnelle est présentée et elle permet de déterminer la rapidité de
convergence de we|2 (resp. [we]x) vers zéro, ainsi que celle de l'énergie de
ue- u, où u est solution du problème limite.

2. COMPORTEMENT LIMITE DE (De) ET (JVE) LORSQUE e _> 0 ET DE PROBLÈMES
VARIATIONNELS UNILATÉRAUX ASSOCIÉS

Le concept d'épi-convergence — ou de F-convergenee de De Giorgi —
{cf. [9 et 1]) s'est révélé être un outil particulièrement bien adapté à l'étude
du comportement limite de problèmes de minimisation. Plus précisément,
soit T — X un espace muni d'une topologie T métrisable, F, Fn une suite de
fonctions de X dans R et G une fonction continue sur T — X On suppose
que, quel que soit neN,

Inf {Fn{x) + G{x)) = Inf (Fn(x) + G(x))
x e X x e K

où K est une partie compacte de T - X. Alors la propriété

Inf (FB(x) + G (*))-+ Inf (F(*) + G(x))
xeX xeX

{xn e Arg min {Fn + G), 3nk : xnk -> x) => x e Arg min {F + G)

est impliquée par la propriété : Fn épi-converge vers F dans T — X, que l'on
note (T - X) lime Fn — F et qui est caractérisée par les deux assertions :

(i) Vx 6 X 3xn -> x : F {x) i= lim sup Fn{x)
(ii) xn -> x => F {x) ^ lim inf Fn{x).

2.1. Comportement limite de (Pe) et (JV£)

Exprimons d'abord (De) et {N€) sous forme de problème de minimisa-
tion. Le problème (D£) se ramène au problème de minimisation

(Mf)Min jf \Dv\2dx-2 f fvdx;v e H%(CI),V\X = QS\>I

où I? | s désigne la trace de v sur 2.

vol. 21, n° 2, 1987



296 a PICARD

Le problème (Nz) s'écrit

Min J | M | | i ( û e ) - 2 J f v d x ; v e Hl

Dans le but de minimiser sur un espace fixe, on introduit l'espace
V = Jf^Oj) x Hl(Q,2) muni de la norme hilbertienne produit. On a la
caractérisation suivante :

v 6 H 1(Ùt)ov = (vvv2)e V et [v]t = v1\t-v2\t = 0 sur 2%.

Ainsi, le problème précédent équivaut à

(Mf)Min | |M| 2
F ~-2 f fvdx;veV, [t?]s = Osur T e | .

Comme les solutions we de (M®) (resp. (Mf)) sont bornées dans
HQ(O,) (resp. F) , la suite (ue) est relativement compacte dans w - H$(Ù)
(resp. w — W). Étudier la convergence de (M®) (resp, (Mf )) revient donc à
étudier F épi-convergence de la suite de fonctionnelles

=
J o

(resp. G e ( ü ) = ||i?||v +

dans w — H Q ( O ) (resp. w — V) ; IK désigne la fonction indicatrice du
convexe iL

THÉORÈME 2.1 : La suite de fonctionnelle FB (resp. Ge) épi-converge vers
F (resp. G) dans w - HQ(O.) (resp. w - V) définie par

Vfl€ff5(n), F{v)= f \Dv\2dx + aC f i?||dor
JÛ Ji

resp. Vo e F , G(i>) = ||

r*~2

où a = lim -î—- e [0, + oo ] et où C est la capacité de T relativement à

f f l
UN, c'est-à-dire C = Inf | Dp | 2 dx ; i? € H 1 ^ ) , v = 15wr T .

Un* J
Remarque : Les fonctionnelles limites F et G prennent donc trois formes

différentes selon que a = 0? a e ]0, + oo [ ou a = + oo , c'est-à-dire lorsque
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ANALYSE LIMITE D'ÉQUATIONS VARIATIONNELLES 297

re ^ e * - 1 / " ^ re ~ ksN-l/N~2 ou rt > E " " 1 / " " 2 ; dans ce dernier cas, F
e G s'écrivent

Démonstration : Les démonstrations de Tépi-convergence de FE vers F et
de GE vers G utilisent des arguments semblables. Nous donnons d'abord la
démonstration de (w - V ) lime Ge = G, plus compliquée (résumée dans
[14]), puis nous indiquons comment la modifier pour démontrer que

Démonstration de G = ]hne Gt : II s'agit de démontrer les deux asser-
tions :

(i) V u e V 3ve e V : vE — v dans w - W, [ve]x = 0 sur TE et

(ii) v e V, vt e V, v£ — v dans w - W, [ve]x = 0 sur Te

^liminf lr. | |Jâ ||i;||2 + JaC ƒ [oÊAr.

Démonstration de (i) : L'idée est de perturber v pour obtenir i?e tel que
[ve]x = 0 sur re, en faisant varier l'énergie de v au minimum. Pour cela, on
introduit des fonctions tests we définies sur chaque P{f pavé de IR ,̂ de côté
e, admettant 2 comme hyperplan de symétrie et tel que T^C S nBJ ,
B{ étant la boule inscrite dans P{ ; we est, dans chaque P{, le potentiel
capacitaire de T{ dans B{.

LEMME 2.2 : Soit we égale sur chaque boule B{ à la solution de

Awe = 0 dans B{ H H(- (z = 1, 2)

vve = 1 swr T{

wz = 0 5wr |

J 7 = 0 5ur (Bi

et we = 0 sur Q\ U J5 .̂ Ators we -> 0 dans L 2 (a) ,

1
vol. 21, n" 2, 1987



298 C. PICARD

Lorsque a e [O, + oo [, wz — 0 dans w — HQ(£1) et la mesure \ Dwt j
2 dx sur

H converge étroitement vers la mesure aC da.

Démonstration du Lemme 2.2 : On a wB -• 0 dans L2(fi) puisque

1 ^ v> ni mes 2, TT M n

D'autre part, notant 5(p) la boule de rayon p et de centre 0, on a

ƒ
*• 6i ^ j - d )

mes 2 , , .
Mm

mes 2 . , .
—TT—rMin

= 1 sur

en faisant le changement de variable x = re y. Par suite

\Dw£\
2 dx^a

Jft

Ainsi lorsque a e [0, + oo [, \Dwz\
2 dx converge vaguement vers aC dxr et

il y a convergence étroite car convergence des masses. Le lemme est ainsi
établi.

Maintenant, démontrons (i). Supposons que as [0, + oo [.

Soit v s & (Ôx) x 2)(H2) et vz = v - wz r, où r = (rl9 r2) e V est un

relèvement régulier de - [v]s dans flx et de — - [v]x dans H2. On a

ve — v dans w - W car wt — 0 dans w - H1^), [i?e]2 = 0 sur Te et

d'où

|Z>i?e|
2dx= \Dv-rDwe-wzDr\2 dx

lim I \Dve\
2dx= | |Dt;|2 rf^: 4-lim | /-2|D>ve|

2^

= | Di; |2 i/x + ^ aC r? da , d'après le Lemme 2.2

- f |£>t;|2 tfx + i aC | [ügda.
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Par suite

Pour v sV, on construit une suite ve en utilisant la densité de
@(Ô>i) x ^ (H 2 ) dans V et un argument diagonal.

Démonstration de (ii) : Soient v = (v1,v2), ve = (v\, v2
z) e V tels que

ve — v dans w - V et [vt]% = 0 sur Te. Soit (p € ^ ( f t i ) x ^ ( H 2 ) et

tpe = <p - we r, où r = (rl5 r2) est un relèvement régulier de - [<p]2 dans

fti et de - - [9]^; dans H2. Minorons ||t?e||^ par

D'une part,

ll<Pe||y-* II «P II v H- jdC [<p]|dor, d'après(i).

D'autre part,

liminf (DvzD<pE + ve<pE) dx^

n2

r , r
^ l iminf Dve(D<p — we £>r — rZ)>ve) ax +

J flj u ft2 J ftj ur r
^ (£>i? £><p + i?<p) dx — lim sup D(rve)

JaluQ2 Jci1un2

Or

[ Z>(n>.)Z>wtdx= I I [.
J Oj u n2 ,• = 1 j J B{

= Zlf.
1 = 1 / *^ <

= , | I \BB{

B{ n n(-

nn, a v

car

•^rriV'+ ^ r r 2 ^ = •r-(r1vl

vol. 21, n° 2, 1987



300 C. PICARD

dws dwe dw£ dwz

puisque — = — = 0 sur S\r., — = — sur T£ et [ve]x = 0 sur

Te. Pour obtenir la limite de Y rve, appliquons le Lemme

suivant (c/ [2]) :

dw£
L E M M E 2.3 : La mesure Y ô3B/ converge vers — aC da fortement dansY

Il en résulte que, puisque rvz — rv dans w — V,

= -J«C ƒ
Finalement

limim inf (Di?e Dç -\- vz<$)dx^
J Hj u n2

^ (Di;D<p + ixp ) dx + i aC
J fy u n2

 4 J s

;ft2

^ I (DvD<p + vy>) dx + - aC

Par conséquent

lim inf k||y^2 \ (DvDy + v<ç)dx + \aC \
Jnxua2

 z Js

En faisant tendre cp vers v dans V fortement, on obtient

lim inf | |o . | | \ â ||v||2v + \aC [ [v%*r .

Étudions maintenant le cas a ~ + oo , c'est-à-dire que re est tel que
N 2 N l

r

lim -4J—r = + oo . Soit rf = e N ~ 2 . Quel que soit A; € R+ , on a rz ^ Â:r̂ .
e

Notons T(rz) la réunion des perforations homothétiques de T de rapport
re. On a T(re)zD T(krcJ, d'où

* = 0 sur T(re)} = ^ { [v]2 = 0 sur r(ftrf)}

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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donc

liminfe [||i>||^ + ƒ { [ „ k = 0sur7- ( re)} ] a lime [\\v\\2
v + I ^v]t

et ceci quel que soit k e R+.
On en déduit que, quel que soit v sV

lim [|K2 r 1 , . oo,si [t ;]^0sur2

c'est-à-dire

Démonstration de F = {w — HQ(Q,)) lime FB : II s'agit de montrer que :

(i) Vi> e Hù(tl) 3ve e H^(tï) : v£ — v dans w - H^(n), ve \ 2 = 0 sur
TE et

f \Dve\
2dx^> f \Dv\2dx + aC \ v\\<kr.

Jn Jn Jx

(ii) reZ/oH^)» veeHl(Çl), vt^v dans w - / f j ( n ) , rB |2 = 0 sur

^ l iminf | \Dve\
2dx^ [ \Dv\2dx + aC f i ; | | d a .

Jfi Jn Jx

Pour établir ces deux assertions, il suffit d'adapter et de reprendre les
démonstrations précédentes : (i) est obtenue en considérant v e ^(Xl) et
ve = v - we v ; pour obtenir (ii), on introduit c e ® (ft) et <pe = 9 - vve 9 et

on minore \DvE\2 dx en utilisant le Lemme 2.3. D
Ja

COROLLAIRE 2.4 : Soit ƒ e L2(H). La solution uz de (M?) (resp.
(Mf )) converge dans w - HQ(£1) (resp. w — V) vers la solution u de

(MD) Min H \Dv\2dx-2 \ fvdx + aC | v\\da ; v e H^(n

resp.(MN) M i n ( | | t ? | | 2
v - 2 J f v d x + ± a c [ [vf% d a ; v s V J

et il y a convergence des minima.

vol. 21, n° 2, 1987



302 C. PICARD

Si a = 0 ou si a = + oo , alors uz^u dans s — HQ(£1) (resp. s — V). Si
a G ]0, + oo [, alors uE-u-weu-+0 dans s - W1(1(ft) et dans s - H1

si « e C o ( n ) (resp., notant ru un relèvement de - [u] s dans ^ et de
1 1 1 1 1

— - [w] 2 dans Xl2, ue — u — n>£ r
u - • O dans s — W ' (f tx) x W * (H 2 ) eï dans

5 - V « M 6 l

COROLLAIRE 2.5 : La limite u de la solution uz de (Dz) est la solution de

- Aw =

2)

3)

— Au = ƒ (ia«

( Ï = 1 , 2 )

» Aw = ƒ dans H, (i = 1, 2)

/ lim

si lim

• = 0 .

- 1 = + 00 .

aCu\:

M - 0

= - [ - 1[dv J: jwr 2 si lim - ^ - y = a e ]0," + oo [.

La limite u de la solution uz de (Ne) est la solution de

- Aw + u = f dans O, N _2

1) a =

3)

— = Osurdv

— Aw + u — ƒ dans H

— = 0 sur d€ïdv

— AM + M = ƒ dans 11,- (/ = 1, 2)

du du 1 ^ r i

^ = 0 sur
dv

« lim -^—r = 0 .

JV-2

/ lim
JV-! = + oo .

Démonstrations : Le Corollaire 2.5 se déduit du Corollaire 2.4 en écrivant
les équations d'Euler associées à (MD) et (MN).

Démontrons le Corollaire 2.4. D'abord la convergence de (M^) vers
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(MD) et de (Mf ) vers (MN) résultent du Théorème 2.1 et des propriétés de
l'épi-convergence (cf [1] par exemple).

Supposons que ue est solution de (M^). Si a = 0 ou si a = + oo , on a

\u\\2
v-2^fu dx

donc, puisque ue — u dans w - V, on en déduit que ||uE||^ -• \\u\\\ et ainsi

ut-+u dans s — V.

Si a 6 ]0,- 4- oo [, montrons que uE — u — wE ru ~> 0 dans

On a

2

Soit 9 e C 1 ^ ) x C 1 ^ ) et r*e C 1 ^ ) x C1(â2) un relèvement de

- [<p]2 dans n2 et de - - [<p]2 dans O2. Montrons d'abord que

| | « g - 9 +Wgr^lly-» ||M-<p||^ + -flC [M-(p] |da .
^ Jx

En effet

- 2
J ftj u n2

Or, d'une part ||<p - we r*fy -> ||<p||^ + i flC [<pl| da (cf. la démonstra-

tion du Théorème 2.1, démonstration de (i)) et d'autre part

lim (DueD(<p — vve r
9 ) + ue(<p — we r

9 ) ) dx =
J ax u n2

(Z>wZ><p + wtp ) dx - lim D(uzr^

(DuDy + wcp ) dx + - aC [u] s [<p]x

vol. 21, n° 2, 1987



304 C. PICARD

cette limite ayant été déterminée dans la démonstration du Théorème 2.1,
démonstration de (ii). Donc

+ \ a C I [<p]%d<r-2 | (DuDy + u<ç)dx-\aC \ [w]

= ll«-Vlli+JaC ƒ [n-çgdcr.

Si M e C 1(i'i1 ) x C '(^2) ' e n prenant <p = u dans ce qui précède, on obtient

que | | u . - u + w,r"||*-»0.

Pour ueV, montrons que \\ut - u + wt "̂ || ̂ Hno x w1^^) ̂ " °'

Soit <p € C 1 ^ ) x C^fla). On a

d'où
1/2

lim | |« . - u + w. /-«Il u ë tf| ||u - 9 III + I [« - «Pil da ) +wUSK(\\u-<p\\2
v + J [«-«p

Faisant tendre 9 vers w dans ^ — V, on obtient

w e - u + w e r u - 0 dans s - Wn(ax) x Wn(iï2) .

Supposons que uz est solution de (M^). Si a = 0 ou si a = + 00 , on
obtient comme précédemment que ue -• w dans 5 - #o(0) . Si
a G ]0, + 00 [, montrons que ut - M - we « -> 0 dans 5 - Wlfl(fl). On a

| \Due\
2dx^ f |D«|2dx4-öC f « | j A r .

Jn Jn J2

Soit ç e Co(n). On montre que

Jn Jn Jx

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Lorsque u e C^H), on en déduit en prenant 9 = u que ue — u 4- wz u -• 0
dans s - i /^H) . Pour u e Hl(fL), on écrit

et on en déduit que ue — u + we u -• 0 dans 5 — W1)1(fl). D

2.2 Convergence de problèmes variationnels unilatéraux associés

Lorsque la contrainte bilatérale v \ 2 = 0 ou [t?]2 = 0 sur Te des problèmes
(M?) et (Mf) est remplacée par la contrainte unilatérale i ; | 2 è 0 ou
[ i ; ] 2 ^0 sur Te, on détermine par des démonstrations semblables les
problèmes limites de ces problèmes unilatéraux ; la contrainte limite
obtenue dépend alors de v\^ ou de [v]% (on note v~ =
sup ( - u, 0) = partie négative de t;).

THÉORÈME 2.6 ; On considère les quatre problèmes de minimisation
suivants :

{M\) Min I f \Dv\2~2 f fvdx; v e H ^ ) , v\x ^ 0 sur TA

{Ml) Min j \\v\\\-2 [ fv dx; v s V, [v]% ̂  0 sur Tz\

{Ml) Min {||i>||2K-2 f fvdx; v e V, [v)x = Oet v\x ^ Osur Te\

{Mî) Min {|M|2 - 2 j fvdx; veV,

La solution we de {Ml), {Ml)> {Ml) ou (Mg) converge faiblement vers la
solution u des problèmes respectifs (M1), (M2), (M3) ou (M4) suivants :

( M 1 ) M i n j f \ D v \ 2 - 2 f fvdx + aC f {v\^f d<r ; v e H^{n)\

( M 2 ) M i n { | | ü | | 2 - 2 f fvdx + ± a c ( {[v]ï?d<r; v e v \

(M3) Min j||i>|ft-2 J fvdx +

(b]i + ( (^ | 2 + i>2|s)- )
2) da ; » e VJ
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(M4) Min ! II v \\l - 2 j fvdx +
{ Ja

1 f - 2 - 2 1
+ - a J^ v x Vils + ̂ l s CT^e J

et il y a convergence des minima.

* Si a — 0, alors w£ —• w dans s — / ^ ( H ) powr le cas 1 e£ wE —• w dans
s - V pour les cas 2, 3 et 4.

* 5/ a = + oo , alors

— cas 1 : M | x ^ 0 swr *Z et u£ -+ u dans s — Ü Q ( ^ ) -

— cas 2 : [w]2 ^ 0 swr X er we ~> w dans s — V.
— cas 3 : [w]2 = 0 ef w12 ̂  0 swr X et uz^u dans s - V.

— cas 4 : [w]2 ^ 0 ef Mj| + w2 |s ^ 0 swr 2 e? we -* w dans s - V.

* Si a e ]0, + oo [, ators ;

— cas 1 : wg — M — wE u~ —• 0 dans s — W 1 ' 1 ^ ) et dans s — /fo(^) si
u s Co(n) .

— cas 2 : we - u - we r
u -• 0 dans s - W 1 ' 1 ^ ) x W 1 J (n 2 ) ow rM e V er

es? un relèvement de - [M] 2 dans n 2 et de — - [u]^ dans H2 ; il y a

convergence dans s — V si u e C^Hj ) x C1(ft2)-

— cas 3 : wg - w + we r -* 0 dans s - W^'^ftj) x Wifl(ft2) où f s V et
est un relèvement de

1

1 r i l / i i N - A ^

- 2 LwJs~ j (MiU + M2ls) « a m "2 î

z7 y a convergence dans s — V si u e Cl(Fli) x C 1 (n 2 ) ;

— cas 4 : wg — w — n>e r" -> dans s - W1'1(fl1) x Wlyl(Q2) où f e V et
est un relèvement de

1 r i - 1
~~ L^js "I— ("i ~̂ ^2 ) dans ( î i
2 2 * ^
1 r 1- . 1

// ^ a convergence dans s -V si u e C 1 ^ ) x C2(Ô2).

Démonstration.

1) Convergence des problèmes de minimisation. La convergence de
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(M[) vers (M1*) (i = 1, 2, 3, 4) résultera de l'épi-convergence des fonction-
nelles

Fl(v)= \Dv\2 + I{ü€Hi{a);v\^QsmTz}(v)

/ {y e y ; [y]2 ̂  0 sur 7 J (^ )

00
Fe (v ) = || V || y + / {y e y ; [y]2 ̂  0 sur 7

respectivement vers

F \v)= f |Dü|2+ aC f (ül
Jn Jx

T

j { U u }
dans w - ƒƒg pour le cas 1 et dans H> — W pour les cas 2, 3 et 4.

Pour établir ces quatre épi-convergences, la méthode de démonstration
est analogue à celle du théorème 2.1 ; la seule difficulté est de trouver, dans
chaque cas i, une suite vB telle que !?e —t?, ve satisfasse la contrainte et
Fl

z(ve)^> F'(v). Ces suites sont les suivantes :

— cas 1 : ve = v + vve v~ , avec v e 3 (ft)

— cas 2 : vt = v + wt rv, avec t ? e S ( 0 ^ x

— cas 3 : i?e = v - >ve r
ü, avec u e ^ ^ J x

— cas 4 : ue = i? + vve r
y, avec v s Se (Ùx) x 3 (Ô2).

Détaillons la démonstration du cas 3, puis nous indiquerons comment la
modifier pour définir les autres cas (les cas 1 et 2 sont d'ailleurs démontrés
dans [15]).

Démonstration de F3 = (w - V ) Mme F*

i) Soit v e 2 (&i) x @(Ù2)
 e t vB = v-wzf définie ci-dessus (cas 3) .

Alors vB — v dans w — V car vve — 0 dans w — i f ^ f l ) et sur TE,

K k = o et v\\x = v1
£\:i = ± ( v 1 \ x + v 2 \ x y * o .
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(Écrivons vt et [v] à la place de i?( |2 et [v]x au cours des démonstrations.)
On a

f \Dve\
2dx = f \Dv-fDwz-wtDf\2dx-+

+ lim f {ff \Dwz\
2dx.

nt-

Or, d'après le lemme 2.2,

lim J (r»)2 |Z>>ve|
2 dx = AflC j ( i [v] - \ (v, + i>2)im J (r»)2 |Z>>ve|
2 dx = AflC j ( i [v] - \

im ƒ

Donc

lim f \Dv.\2dx= f |D»|2+ JaC f ([v]
J rij u a2 J «! u Oj ^ J 2

et par suite

lim || ve \\2
V = || t;||2V + \ aC ƒ ([t;]2 + ( f a + D 2 ) - )2) rfa .

ii) Soit v € V et i?E e V tel que ve — v dans w -V, [vz] = 0 sur
Tt et »€ ë 0 sur Te. Soit <p e ® (ftj) x S>(Ü2) et <pE = 9 - wE /*. On a

||t>E||2yè2 f (Pu.Dç. + p.vJrfx-llç.llJ.
J Oj U ft2

D'une part | |9e | |v^ ||9|lv + i « C | ([cp]2 + ((91 + <P2)~ )2) &* d'après i).

D'autre part

lim inf (DvE D<pE + v£<pe)dx^
J ax u n2

^ lim inf Dv£(D<p - wt Df* - r* £>w£) dx + i?<p dx
J flj u n2 J nj u n2

f / f \
^ (DuDcp + V9 ) d^ + lim inf - D(vz r9) Z)>ve dx

J n j u n j \ J n j u a 2 /
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Mais, par intégration par parties,

- [ D(vE f*) Dwe dx = - £ V f D(ve r9) Dw£ dx =

Or d'après le lemme 2.3, puisque t̂ e /f — vtff dans w - /^(ft,-),

= \ aC \ ([v - (»! + »2)(9i + 92)" ) do-

5 j 1 7 <&*J ~ <pî + ^)(<Pl + ^ ) " ) da ̂  0

car sur 7e, [i?e] = 0 et v\ + v\^ 0.
Donc

lim inf I - D f ^ ^ l D w j
i j

et, par suite

lim inf | |v t | |
2

y ^ 2 (DvD<p + v<p) +
J ftj u n2

+ i«C f <[„
2 J j U

Lorsque tp -• Ü dans 5 — y , on obtient

lim inf ||p.«2 ^ ||„||2, + 1 a C j ([„f + ((Ol + „2)-
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Démonstration de F4 = (w - V ) lime F*. Il suffit de réécrire ce qui
précède avec vt = v + we F et <p£ = 9 4- we r

9 et de montrer que

liminf f D(v£ r*) Dwt dx^
J % u a2

On en déduit que

lim inf t\ || ̂  2 j

d'où le résultat en faisant cp -• i; dans 5 — F.

Démonstration de F1 = (w - #0) l ime ^e et de F2 = (w -V) lime Fj. Le
point essentiel est d'établir pour ces cas respectifs :

lim inf D(vz <p~ ) Z>>ve dx ̂  — Û C ü<p~

liminf | /)(», rv) Dwt dx a - J f l C f [i;
Jn 4 Js

2) Correcteurs : La méthode de démonstration est analogue à celle du
Corollaire 2.4. Il s'agit d'établir d'abord les relations ;

— Cas 1 :

limsup \D{ut - 9 - we <p~ ) | 2 ^
Jn

^ f |D(w-9)|2+aC f ( («--9-) 2 + 2«+9-)da.
Jn Jx

— Cas 2 :

lim sup ||we — 9 — we r9 | | ^

- ll«-9||v+7flC
4
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— Cas 3 :

limsup 1 1 ^ - 9 + ^ 7 * 1 ^

£ \\u - <p||2v + \aC £ (([u] - [cp])2 + ((«! + «2)- - (9i + 9 2 r )2

— Cas 4 :

limsup | | u e - 9 - w B

ƒƒ «]" - [9]- )2 + ((«1 + «2)- " (9i + <P2)~ )2

-h 2[w]+ [9]- + (MJ + w2)
+ (9j + 92)~ ) do- .

Puis on en déduit les convergences.

2.3. Remarques

Les résultats de convergence ainsi obtenus (Corollaire 2.4 et Théorème
2.6, cas 1 et 2) s'inscrivent dans un cadre beaucoup plus général que celui de
la grille plane périodique. Lorsque Tt est une partie d'une variété 2 de
codimension un, il s'agit de démontrer l'épi-convergence des fonctionnelles
FE, GE, F*, F?. Ce type de résultat est difficile à obtenir et les démonstrations
utilisent des techniques analogues à celles de [8, 6, 3, 1]. Nous renvoyons à
[4] pour cette étude.

3. RAPIDITÉ DE CONVERGENCE DES SOLUTIONS DE (De) ET (JV.) LORSQUE LES
TROUS DE LA GRILLE ONT UN DIAMÈTRE DE L'ORDRE DE LA PÉRIODE

Dans ce paragraphe, on suppose que rt = ke, avec 0 < k < 1 et que T est
inclus dans le pavé unité Y de R*"1.

3.1. Résultats

Avant d'énoncer les résultats, introduisons la fonction w qui permettra de
définir les fonctions tests we utilisées ultérieurement.

LEMME 3.1 : Soit A = Y x ]0, + 00 [et A(R) = Yx ]0,R[, oùR>0. Il
existe w unique tel que w e L2(A(R)) pour tout R>0, — G L2(A) pour

dx(
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Aw = O sur A
w = O sur T

>v (resp. — ) prend les mêmes valeurs (resp. des valeurs opposées) sur les
dv

faces opposées de la barre A.
De plus, il existe w0 e L2(A), c e R et Ro > 0 tels que

n> — w0 + c sur A\A(R0) .

Démonstration : L'existence de w est obtenue en appliquant le lemme de
Lax Milgram à l'équation variationnelle

Vue E DwDvdx= Di
JA JY

dvoù E = {v;vs L2(A(R)) pour tout R > 0, — e L2{A) pour l^i^N,
dxt

v = 0 sur T, v prend les mêmes valeurs sur les faces opposées de
A} qui est un espace de Hubert pour la norme \\v\\2

E = \Dv\2dx,
JA

La dernière assertion résulte du lemme 3.1 de [17] sachant que
3w
dxh

eL2(A).

THÉORÈME 3.2 : Soit uE la solution de (D£). Alors
1) «e -• u dans HX{ÇÏ) où u est solution de

— Au = ƒ dans fî,

2) \u,\t- -\»[fv

OÙ VV =
w

et \ ^ \ désigne le saut sur X, Le.

r dit 1 du
L dv \x ~ dvx

+ •
du
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De plus ~ (ue-u) — 0 dansw-Hl(Q) et J= ( w e - « ) - > 0 dans

s - H\Çf) où na = {x€Ü ;d(x, 2) > a} et a > 0.

THÉORÈME 3.3 : Soit ue la solution de (iVe). Alors

1) uB -• u dans V = H1^) x / f 1 ^ ) * où u est solution de

et ue

2) i [ u . ] x - -

— au + u = f dans O

— = 0 sur dû
dv

dans w - L2{%)y et

Si O est symétrique par rapport à 2, —j= (uj — u1 — (iïl — ü2)) — 0 dans

(uj-ul- (u2
e-u

2))^0 dans s - ff^ftf) où4
flf = {;t € Ox ; rf(x, 2) => a} et a>»0 et où u2 désigne le symétrique de
u2 par rapport à 2.

3.2. Démonstrations

Les démonstrations de ces deux théorèmes sont construites suivant le
même schéma. On établit d'abord des estimations au voisinage de 2 et sur 2
pour des fonctions nulles sur TE, en appliquant le théorème de trace,
l'inégalité de Poincaré et en effectuant des changements d'échelle puisque
les trous ont une taille de l'ordre de la période e (cf. Lemme 3.4). On en
déduit alors, d'une part, les problèmes limites de (DE) (resp. (Nt)) et la
conclusion 1) du théorème 3.2. (resp. 3.3), et, d'autre part, que

-wÊ |2 (resp. - [ M J S ] est borné dans L2(2). Il s'agit ensuite d'identifier

leur valeur d'adhérence.

LEMME 3.4: On note £* = { j c e f t { ; 0 < d ( ^ S ) < e } . Il existe une
constante C > 0 telle que, quel que soit e ^ 0 et quel que soit v e Hl(El

B) tel
que v = 0 sur Te,

f \v\2dxmCs2 f |Dt>| <fcc
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et

f \v\2d<T?âCe ! \Dv\ dx.
•h JE1,

Démonstration du Lemme 3.4 : Soit P le pavé unité de RN et
XP => T l'une de ses faces. D'après le théorème de trace, il existe une
constante C dépendant de P telle que, pour tout v e H1

f \v(a)\2da^cl f \Dv(x)\2dx + f \v(x)\2dx\.

En faisant le changement d'échelle x = ^ et cr = - et en ajoutant on
8 8

obtient, pour tout t? G Hl{E\)

c'est-à-dire pour tout i; e H1^}),

Js JE,1 8 J^1

D'après l'inégalité de Poincaré, il existe une constante C dépendant de P
telle que, pour tout v G HX(P) tel que i? = 0 sur T on ait

[ \v{x)\2dx*C \ \Dv(x)\2dx.
Jp Jp

En faisant le changement d'échelle x = ^ , on obtient, pour tout t; e H1 (El)

tel que i? = 0 sur Tz :

c'est-à-dire

\v\2 dy^ CE2 \Dv\2 dy
J E\ JEI

et le lemme en résulte. D
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Démonstration du Théorème 3.2

a) Problème limite de (Z>e). Sous forme variationnelle, (Z>e) s'écrit :

& = 0 sur Tc

Du* Dv* dx

315

f DuBDvtdx= f / M * ,
Jft Jn
pour tout ve e H^(il) , vt = 0 sur Te .

En prenant vE — uz dans (5 e) , on en déduit que we est borné dans
Hl(£l) donc (une sous-suite de) uz-^u dans w - HQ(Q). Puisque

tout v e / / O ( ^ Î ) > î = 1, 2 ,Duz Dvdx = fv dx , pour

on en déduit

DuDv dx = \ fvdx, pour tout v e H^(ft, ) .

D'après le Lemme 3.4,

f \ue\
2da^Cs \ \Due\

2dx

donc ue\x^0 dans L 2 (2 ) et ainsi w|x = 0 sur S. De plus, d'après

(De) appliqué avec ve = uz - u :

DutD(ue-u)dx= f(uz-u)dx.
Ja Jn

Comme ut — u dans w — Hl(£l), on en déduit que

f \Dut\
2dx^ \ \Du\2dx

et donc ut^u dans H 1(ft).
Ainsi, la solution u£ de (Z)e) converge vers u fortement dans H 1(H) et w

est l'unique solution de

- Aw = ƒ dans
O'=l,2)

De plus w G //2(n ( ).
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b) Équation variationnelle vérifiée par uz — w. Puisque uz et u vérifient

- Awe = ƒ dans ft\TB

et
— Au = ƒ dans Hf

on a, pour tout ve e HQ(£1), VB = 0 sur Te

f -A(w8- i<)i>,<te«0,
Jn*.

c'est=à-dire

duz duz

Comme = sur 2\T e par régularité de ut dans n \ r e , on obtient
dv ÔV

(1) J o j i
pour tout u e e /fo(ft), vE = 0 sur T e .

c) Estimations sur ut. On a

| « e | 2 d a ^ C e I |Z>(we-M)|2dx, d'après le Lemme 3.4 ,

\D{uz~u)\2dx

^ -CE ! [ - 1 MErfa, d'après (1)

Donc

insiAinsi - wejs est borné dans L2(2). On déduit alors des inégalités précéden-

tes que - | D (ut — u ) |2 dx est borné et par suite —•*= (we - u ) a une
8 Jn Ve
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valeur d'adhérence dans H1^) faible. Puisque —j= ut \ % -• 0 dans L2(2), on
V

en déduit que —-= (we - u) — 0 dans w — H1 (H).
V

De plus, pour tout tp 6 C^fî,), <p = 0 sur fi\ft,-, on a d'après (1)

D(ue - u) D(<P(M6 - M)) dx = 0 ,

d'où

- f \D(uE-u)\2<pdx = -- f D(«.-M
8 Jft, 8 Ja,

J- (uE - w) ̂  0 dans /f H

Ainsi

d) Identification des valeurs d'adhérence de - ut L dan5 L2(2). On définit

d'abord des fonctions tests we déduites de w de la manière suivante. Soit
UA{ un recouvrement de 2 x ] - oo 5 + oo [ tel que chaque A[ et
T[czX soient respectivement les homothétiques de rapport e de

Yx ] - oo , + oo [et de 7<= Y. Soit we définie sur UA{par we(x) = ïï( - \

sur chaque barre A{9 où w est le prolongement de w à
.À = Yx]— oo ,+ oo [ par symétrie. Puisque Q, est borné, il existe
R' tel que H c 2 x ] - Rf, + /*'[ = O'. On a we e H 1(Q,r) et we vérifie

Awe = 0 sur H,
vve = 0 sur Te

dW~ 1

—î = i sur 2\Te

puisque w e Hl(A(R)) pour tout i? > 0 et que w (resp. —— ) prend les
dv

mêmes valeurs (resp. des valeurs opposées) sur les faces opposées de A. On

f \Dwe\
2dx^l\ |D>ve|

2^ = i ^ i | f \DwB\2dx
J2x]-oo, + oo [ i JA{ * JA{

= -mes 2 \Dw\2dx.8 h
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De plus wz est borné dans L2(O) ; en effet

wl dxr 2 _ r 2

= e mes 2 w2 dx
JA(£'

= s mes 2

d'après le Lemme 3.1. Mais

w
2dx+ f ...

Ja ( £-

c2 mes A (( — J

E

où C1? C2, C3 sont des constantes indépendantes de e.

Par conséquent w\ dx est borné.
Ja

Soit 9 £ ® ( O ) . Prenons ue = <pwe dans l'équation variationnelle (1)
vérifiée par we — M. On obtient

i u i

c'est-à-dire

D(9(we - u))Dwzdx-\ (ue-u

+ D(ut-u) D<pwB dx = - — 9>ve da .

JnjU^ J S L ^V J S

Déterminons la limite de chaque intégrale de cette égalité.

• — <pwFd&-+ —- <pw da, car w„L— w dans w -
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uE - u)) Dwt dx = — <p(u£ — u) Awtdx

Jn,-
r £H>e

J dùi i

= <p — da
Jl 8

puisque Awe = 0 sur Sïi9 <p = 0 sur dSl, u = 0 sur 2 , uz = 0 sur Te et

r r i -
• (we-w)Z)<pZ)^edA:= (Me_ w ) / ) 9 N / e

J Qj u n2 J fij u n2 V B

car —T- (we - M) -> 0 dans L2(ft,-) et \ /e Z)>ve est borné dans

• D(we - u)D<pwEdx-+0, car we est borné dans L2(H) et
Jftj Uft2

u Ê -w->0 dans /fx(n).

Finalement on obtient

2

et ceci pour tout cp e S (SI).

Comme -w e | 2 est borné dans L2(2), on en déduit que

1
-

Puisque, d'après (1)

on obtient alors
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Démonstration du Théorème 3.3 : Le plan de la démonstration est le
même que pour le Théorème 3.2 ; le Lemme 3.4 et les mêmes fonctions tests
sont utilisés.

a) Problème limite de (Ne). Sous forme variationnelle, (NE) s'écrit :

ut € H\nB)

(DutDvB + uevz)^ fvt, quel que soit v£eH\&e),

c'est-à-dire
uz e V , [we] = Osur r e

f
quel que soit ve e V, [ve] = 0 sur TE.

En prenant vt = uE dans (Nz), on en déduit que ue est borné dans V donc
(une sous-suite de) ut — u dans w — V. Passant à la limite dans
(Ne), on obtient

(DuDv + uv ) = ƒv , quel que soit t; e F , [v ] = 0 sur 2 ,
J Oj u fi2 J fij u n2

c'est-à-dire quel que soit v e Hx( )
Montrons que [we]2 -• 0 dans L2(2). Notons Me = {u\, ul) G y et soit

u2
e le symétrique de ul par rapport à X dans la bande £*. Soit

hz = u\-ul A l o r s heeH\El) et h£\x= [ue]x d o n c hB\% = 0 s u r T e .

D'après le Lemme 3.4, on a
f \hE\2da^Cz \ \Dhe\ 2dx

c'est-à-dire

ƒ (W,
ë 2 C e (I^M,1!

^2Cs | | M e | | 2
v .

" e ) | 2 ^

2
+\Dü\\2)dx

Puisque we est borné dans V, on en déduit que [we]s -• 0 dans L2(2). Par
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conséquent [u]% = 0. D'après (Ne) écrit pour ve = uz - u, on a

f(ue-u).(u-u) + ut(uz-u)= \

Comme we — u dans w — V, on obtient

Par suite uz^>u dans V. Puisque usHl{Ci), on a

(DuDv + MI? ) = ƒ i? , quel que soit v e H1

Ja Jft

Ainsi w est la solution de

- AM + u = ƒ dans fï

— = 0 sur OU

et par régularité, u e //2(H).

b) Équation variationnelle vérifiée par ut - u. Puisque ue et u vérifient

— A«e + ut = ƒ dans He

— Aw + w = ƒ dans ft

on a, pour tout i; e V tel que [j;]2 = 0 sur Te

- A ( M £ - U)V + (M6 - M ) I ? = 0
J ftj U ft2

c'est-à-dire

f rw xr. x f 3(Me-W) f d(UE~U)
D(ut-u)Dv+ (uE-u)v= — ^ ^v-h — 4 -i? =

J % u n2 J ant
 a v i J <*n2 ^V2

5M

V2
f du f 3(W.-M

h\Te
 dv2 ) T z

 dv2

r du r , r Ô ( M B - « )

Js\re
 a v i Jre

 a v i
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du du duz dueen utilisant — = sur 2 et = sur TF (régularité de u dans ft

et de we localement dans He).
Donc, quel que soit ve e V tel que [ve]% = 0 sur TE

(2) f (D(ut - u) Dvs + K -u)ve)dx = - f i ü [p.k da .

c) Estimation sur ue. Notons us = (yl, u%) € V et u = (M1, M2) e F. Soit
M2 et iï2 les symétriques de «2 et u2 par rapport à X dans la bande
Elo (e0 > 0). Posons &E = u\ - u1 - (ù2 - M2).

Alors fce e Hl{El
t) et fce|2 = [MJ2 . D'après le Lemme 3.4,

D'où

J ï JE]

f ( K k ) 2 da S 2 Ce f (\D(ul - u1)]2 + |Z>(ùf - Ù2)\2) dx
->Ï JEI

m2Ce\\ue-u\\2
v

S - 2 CE f iîî- [u,]s da , d'après (2)

Par conséquent - [«Js est borné dans L2(2) et ainsi - \\ut~ u \\2
y est borné.

De plus, on a aussi - |Dkz\
2 dx ^ C1 et —-= ks\ -+0 dans L2(X), donc

—T= &e — 0 dans w — HX(E\ ).

Si H est symétrique par rapport à S, on obtient que —-r fce — 0 dans

w - T f 1 ^ ) . P e plus pour tout 91 e C 1 ^ ) , q>t = 0 sur n\O J ? on a d'après

(2)

£>(ŵ  - w') £>((p* fc^) + 04 - M') 91 *î = 0

f\y\ lf^ If li ^ il ^ 1 Tl JJ 1 pf If K
U U /v~ — A-g — ""e — \ 6 — / E — € *
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D'où en ajoutant

I f |Z>*.|V+|*.|V = - - f Z>*.. *. Ö*1 - 0 .

Ainsi * kz -> 0 dans H\£l\).
y/s

d) Identification des valeurs d'adhérence de - [«J^ <&*«•? £ (2) . Soit
8

9 6 ^ ( 2 ) . Soit rl (resp. r2) un relèvement régulier de -<p (resp.

- - <p) dans f̂  (resp. O2) et soit r = (r1, r2) e F. On peut toujours choisir

e0 > 0 et r tels que le support de r soit contenu dans E\^ U 2 U E^O et que
r1 = - r2.

Prenons ve = rwe dans (2) ; on a

un2

L'équation (2) s'écrit

uz-u)D{rwz)+ {uz-u)rw-= - \ ^~
n2

c'est-à-dire

r
(we ~u)DrDwz

1,
r

J Ojj u Oj J ax u n2

+ f D(uE-u)DrwE+ (Me-")we = - i ü 9 W e | da.
J^UO^ JftiUfla J2 d v l

Déterminons la limite de chacune des intégrales de cette égalité :

f du . , f du _ j
)tdvl

 £ | s )xdvx*

• ! Z)(M£ - M) Dr we et (we — w) riv£ tendent vers zéro car
J nx u û2 J fia u n2

>ve est borné dans L2(H) et we -* w dans V.

vol. 21, n° 2, 1987



324 C. PICARD

• («e - u)DrDwe = (ue - u) DrDwe =
J n^ u ft2

 Em

= f (ul-ul)DrlDwt- f ( « Ï - B 2 ) ^ 1 ^ ,

= (M^ - M1 - ü] + M2)Dr! Dwe = fce£>r1I>M>e.

D'après c), —-=£:e->0 dans L2(£g ). Comme \JEDWE est borné dans

L 2 (H) , on a donc fce DrDwt -• 0.

• D(r(ut-u)DwEdx =

= - f r\u[ - u') Awe dx + f r'(w( - «') —

D'où

1 f [uAx
= ö ^

2 Js e

Finalement on obtient

1 f ["eh , - [ du
2 J s £ J 2 övx

et ceci quel que soit <p € 2 (2). Comme - [ue]s est borné dans L2(2), on en

déduit que
8

-[««lx 2 w ^ - dans >v-L2(2)!
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Comme d'après (2),

on obtient ainsi

- |) wE - u || v - • 2 vP I ) da . D

3.3. Utilisation de l'épi-convergence

Le Théorème 3.2 (resp. 3.3) peut aussi être obtenu en déterminant l'épi-
limite de la suite de fonctionnelles :

FJv) = s ( \Dv\2dx + lZ(V)=E \Dv

(resp. GE(i;) = 6||i;||^ + / { „ e y ; [ l ) k = O s u r r e } (v))

relativement à la topologie T définie par : vt converge vers v pour T ssi

ve € ff<>(fl) et t>e | s — i? | s dans w - L 2 (X) (resp. ve e V et [i?e]s — [u] 2 dans

w - L\p).
La démarche à suivre est analogue à celle développée au § 2. Par cette

méthode, les fonctions tests w et w£ s'introduisent naturellement. Nous
renvoyons à [15], chapitre B.III pour une présentation détaillée de cette
méthode.

Remerciements, Je tiens à exprimer ma gratitude à H. Attouch, A.
Damlamian et F. Murât pour les discussions fructueuses et les encourage-
ments prodigués pendant l'élaboration de ce travail.
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