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ﬁﬁ MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS
0 MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMERIQUE

(vol. 19, n° 1, 1985, p. 89 a 110)

MEILLEURE APPROXIMATION EN NORME VECTORIELLE
ET MINIMA DE PARETO (%)

par F. ROBERT (')

Résumé. — La notion de meilleur approximant au sens d’une norme vectorielle est un cas parti-
culier intéressant de I’optimisation multicritére au sens de Pareto. L’ensemble des meilleurs approxi-
mants est toujours non vide, mais d la différence du cas scalaire usuel, il peut wétre ni convexe, ni
compact.

On donne alors des conditions suffisantes pour que I’ensemble des meilleurs approximants stricts
soit convexe et compact : il est alors caractérisé comme la fermeture convexe de certains sous-ensembles
(eux-mémes convexes et compacts) bien déterminés.

Abstract. — The notion of best approximation relative to a vectorial norm is an interesting par-
ticular case of the so-called Pareto-type approximation. The set of the best approximants is always
non-empty. But, by contrast with the usual scalar case, this set may be not convex, nor compact.

Sufficient conditions are then given, which ensure the set of strictly best approximants to be convex
and compact. Indeed, this set is then characterized as the convex closure of some well-defined, convex
and compact subsets.

1. INTRODUCTION

Nous nous proposons d’étudier ici la notion de meilleure approximation au
sens d’une norme vectorielle : nous nous donnons un sous-espace vectoriel X
de R", un ¢lément a de R" non situé dans X, et nous munissons R" d’une norme
vectorielle p de taille k [4]. I1 s’agit alors de savoir ce qu’est un meilleur approxi-
mant de a dans X au sens de la norme vectorielle p : nous compliquons ainsi la
situation classique (ou I'on minimise un seu/ critére : ze X — || z—a || € R,)
pour étudier un contexte qui va correspondre a4 une minimisation multi-
critéres (convexes).

Nous verrons qu’il s’agit en fait d’une situation géométrique intéressante,
qui sinterprete exactement comme /a minimisation, au sens de Pareto, de

(*) Regu en décembre 1983.

(1) Laboratoire IMAG et INPG, Analyse Numérique, B.P. 68, 38402 Saint Martin d’Héres
Cedex, France.
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90 F. ROBERT

k critéres convexes : ze X — p(z — a), 1 = 1, 2, ..., k). Dans cette situation,
I’ensemble des meilleurs approximants est toujours fermé non vide, mais
1l peut étre « compliqué » et ne pas étre convexe, ni méme compact.

Le principal résultat de ce travail (Proposition 2) consiste a élaborer des
conditions suffisantes « raisonnables » permettant d’assurer que /’ensemble S
des meulleures approximants stricts de a dans X selon p est unc par tie convexe,
compacte (non vide) de X, car caractérisée comme la fermeture convexe dans
X de certaines parties caractéristiques, elles-mémes convexes et compactes
(non vides). De plus, 'ensemble p(S — a) des metlleures approximations p(a— a),
pour a pris dans S, est caractérisé, dans ce contexte, comme la portion, située
dans I'octant positif de R, d’un certain hyperplan de R* : i/ est alors, lut ausst,
compact et convexe.

2. NOTIONS DE BASE

Soit donc X un sous-espace vectoriel de R", a un élément de R" non situé
dans X. Voia quelques brefs rappels sur la notion de norme vectorielle (cf. [4)).

Se donner une norme vectorielle de taille £ sur R", c’est se donner sur R”,
k semi-normes p,, de noyaux notés ¥, (1 = 1, 2,. ., k) dont I'intersection est
rédute a {0} .

k
Nnv,={0}.
=1
Avec le formalisme :
pi(%)
xeRK - p(x) =
Pi(%)

p vérifie les axiomes usuels de la notion de norme : R" se trouve ainsi muni
d’un outil topologique (vectoriel) équivalant a la norme suivante sur R”

xeR" - Ox) = Mfax p.(%) (¢f. 14) .

On pose alors, pour tout 1 de 1 a &

W,=NV,.

J#1
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MEILLEURE APPROXIMATION ET MINIMA DE PARETO 91

Les W, sont des sous-espaces vectoriels de R” ayant les propriétés suivantes :
DW,nV, ={0} i=12 ..,k

) W,nW,;={0} pour i#j

3) la somme directe W = W, @ ... @ W, est définie,

4) alors, pour tout x de W, décomposé (de fagon unique) en x=x,; +-+ x,
(x;e W) on a :

pi(xy) 0 0
0+ | P+

p(x) =
0 0 Pi(x) -
N — N ——

soit
p(x) = plx;)) + plx) + -+ plx)

Norme vectorielle réguliére : La norme vectorielle est dite réguliére si W
est R" tout entier. Alors la décomposition et la propriété précédentes sont
valides pour tout x de R" ce qui simplifie considérablement la situation.
A noter qu’une norme vectorielle régulicre sur R" est nécessairement de taille
k < n ([4]).

Ces rappels faits, on peut entrer dans le vif du sujet, en introduisant les :

DEFINITIONS
1. Soit a un élément de R", non situé dans le sous-espace vectoriel X. a, élé-
ment de X, est appelé meilleur approximant de a dans X selon p s’il n’existe
aucun élément z dans X tel que :
piz —a) < pla — a
(inégalité stricte, composante a composante) .
Si a est un tel élément, p(a — a) sera appelé la meilleure approximation
correspondante (attention, cest un vecteur de R%).
2. a, élément de X, est appelé meilleur approximant strict de a dans X selon
D, S'il Wexiste aucun élément z dans X tel que :
p(z — a) s pld — a)
(inégalité < composante a composante, avec au moins une inégalité stricte).

vol. 19, nv 1, 1985



92 F. ROBERT

Remarques

1. Ces définitions sont naturelles, et tout meilleur approximant strict de a
est évidemment un meilleur approximant de « (dans X, selon p).

2. Les notions que nous venons d’introduire sont exactement celles des
minima de Pareto ([1], {3]) relatifs aux k critéres (convexes) :

xeX - p(x — a) i=12.,k).

Précisément, ce que nous avons appele un meilleur approximant est un
minimum de Pareto faible, et ce que nous avons appelé un meilleur approxi-
mant strict est un minimum de Pareto.

3. La question générale qui se pose est donc d’é¢tudier et de caractériser
ces meilleurs approximants et les meilleures approximations correspondantes.
(Bien entendu, pour le cas d’'une norme vectorielle de taille 1, on retrouve la
notion usuelle.)

3. PROPRIETES GENERALES (existence, fermeture, caractérisation...)

Des résultats généraux concernant les minima de Pareto ([1], [3]) nous
allons tirer un certain nombre d’informations pour notre cas particulier.
Nous les regroupons dans la proposition suivante :

ProPOSITION 1

1. L’ensemble des meilleurs approximants de a dans X selon p est toujours
fermé non vide.

2. Pour qu'un élément a de X soit un meilleur approximant de a dans X
selon p, 1l faut et il suffit qu'il existe des constantes Ay, k,. ..., A, = 0. non
toutes nulles, telles que a soit un meilleur approximant dans X pour la semi-
norme :

k
¥, (2) = Z A pi(2),

i=1
Cest-a-dire que 'on a :

Y, (@ — a) =MinV¥,(z — q)
zeX

(de tels \;, définis a une constante multiplicative positive prés, sont des multi-
plicateurs).

3. Si de plus tous les A; sont strictement positifs, alors ¥, est une norme
sur R" et a est alors un meilleur approximant strict de a dans X selon p (la réci-
proque est fausse).

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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MEILLEURE APPROXIMATION ET MINIMA DE PARETO 93

4. Sitoutes les semi-normes p; sont strictement convexes, tout meilleur approxi-
mant de a dans X selon p est strict (attention, il W’y a pas unicité).

Remarques :

1. Bien que la proposition précédente apporte, dans le cas le plus général,
un ensemble de résultats positifs (en particulier, grace a la caractérisation citée)
les exemples qui suivent montrent en fait que /’ensemble des meilleurs approxi-
mants de a dans X selon p peut wétre ni convexe, ni compact (a la différence
de ce qui se passe avec une norme scalaire) et ce méme si la norme vectorielle p
utilisée est réguliere.

2. Ce sera alors I'objet du paragraphe 5 que d’élaborer un contexte « rai-
sonnable » permettant d’assurer que 'ensemble des meilleurs approximants
stricts de a dans X selon p est une partie convexe et compacte de X.

4. DES EXEMPLES (certaines notations renvoient au paragraphe 5)

Exemple 1 : n=k =2 p est réguliere.

a a a
v3= w3 va = w8

Dans cet exemple, le lieu des meilleurs approximants de « est [o, B]. Ils
sont tous stricts. b n'est pas meilleur approximant.

vol. 19, n" 1, 1985



94 F. ROBERT

Exemple2 : n=k =2 P, et p, sont des normes sur R?

p nest pas réguliére .

N .
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R ;a !
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Dans cet exemple, le lieu des meilleurs approximants de a est [o, 8]. Seul
a est strict. b n'est pas meilleur approximant.

Exemple3: n=2k=2 p,etp,sontdes normes sur R?
Vi=Ww;={a}
Vi=Ww5={a}

p n’est pas réguliere

Le lieu des meilleurs approximants de a est [o, B]. Ils sont tous stricts.
b nwest pas meilleur approximant.

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Exemple 4 : n=2k =2  p, estune norme sur R?
p n’est pas régulieére

Ws ={a}.

N,

S\

Le lieu des meilleurs approximants de a est [a, B]. IIs sont tous stricts.
b et ¢ ne sont pas meilleurs approximants.

Exemple 5: n=3,k =2 la norme vectorielle p est réguliére.

w3 (X)
= A,

L’ensemble des meilleurs approximants stricts de a est [z, z,] : il est convexe
et compact.
L’ensemble de tous les meilleurs approximants de a est I'ensemble

[z, z,] v Wi(X)
il West ni convexe, ni compact .
b west pas meilleur approximant de a car :
plc —a) < plb—a.
vol. 19, nv 1, 1985
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Exemple 6 ©: n=3k =2 la norme vectorielle p est réguliére.

L'ensemble des meilleurs approximants stricts de a est le triangle T hachuré :
il est convexe et compact.
L’ensemble de tous les meilleurs approximants est 'ensemble :

T U Wix)
il west ni convexe, ni compact .
b west pas un meilleur approximant de a car :
plc—a)<plb—a.
Exemple7: n=3k =73 la norme vectorielle p est réguliére.

(voir figure page suivante)

L’ensemble des meilleurs approximants stricts de « est le triangle T hachuré :
il est convexe et compact.

L’ensemble de tous les meilleurs approximants de « est ’ensemble :
T u VX)) v Vi(X) v Vi(X)
il n’est ni convexe, ni compact .
b n’est pas un meilleur approximant de a car :

plc —a) < plb—a.

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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B
Exemple8: n=3k =2 ! ’
a

la norme vectorielle p west pas réguliére

(les p; sont des normes). ‘ /

vol. 19, nv 1, 1985
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L’ensemble des meilleurs approximants de a est la cowrbe [o, B] 1l nest
pas convexe (mais 1l est compact)

Tous les meilleurs approximants sont stricts

b nest pas meillleur approximant de a car

plc —a) <plb-a).

5. UN RESULTAT DE COMPACITE-CONVEXITE

Dans ce qui suit, on va élaborer des conditions suffisantes assurant que
I’ensemble S des meilleurs approximants stricts de a dans X selon p est une
partie convexe, compacte (non vide) de X

La principale de ces conditions est la régularité de la norme vectorielle p
utilisée.

En fait, on peut valablement comecturer que cette condition de régularité
est suffisante pour assurer que I'ensemble des meilleurs approximants stricts
de a dans X selon p soit une partie convexe compacte (non vide) de X, et ce,
quel que soit le sous-espace X de R", et quel que soit @ pris en dehors de X.

Néanmoins, nous ne pourrons ¢établir réellement ce résultat qu’en rajou-
tant deux hypotheses techniques supplémentaires, probablement inutiles,
mais simplificatrices du pomnt de vue des positions relatives de différents
sous-espaces affines de R"

Par ailleurs, dans le contexte que nous délimiterons, nous serons capables
de caractériser 'ensemble S des meilleurs approximants stricts de ¢ dans X
selon p comme la fermeture convexe d’un certain nombre de parties de X
(elles-mémes convexes, compactes, non vides) d’ou, de fait, la convexité et la
compacité de S.

De plus, 'ensemble des merlleures approximations p(a — a), pour a pris
dans S, sera aussi caractérisé de fagon simple C’est la portion d’un certain
hyperplan située dans 'octant positif de R* Ces résultats shllustreront sur
les exemples précédents.

Nous allons introduire d’abord un minimum de notations

Rappelons que l'on a défini les sous-espaces vectoriels suivants de R”
(¢f. paragraphe 2) :

Vi=Ker(p) |, _ 12
Wl_ ﬂ V_l

JF1

a étant donné dans R", on posera
Vi=a+V,,; Wi=a+ W, =12 k)

M? AN Modelisation mathematique et Analyse numerique
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Ce sont des sous-espaces affines de R" et puisqu’il s’agit d’une simple transla-
tion (de 4) on a encore :

We=nVe (i=12.,k.
JFi

X étant le sous-espace vectoriel donné de R" (a ¢ X) on définit alors les
sous-espaces affines (éventuellement vides) suivants, contenus dans X :

ViX)y=VinX;, Wi{X)=WinX (i=12 ..,k
et 'on a évidemment :
W¢(X) = Q V4(X) =12 ..,k).
Ve
Notons que les W{(X) sont des parties deux a deux disjointes de X . Car si
ze Wi(X) n W§(X), pour j # i, on a a la fois :
zeX, z—aeW,, z—aeW, dou z—aeW,nW;={0}

d’ol z = a ce qui est impossible car par hypothése z€ X et a ¢ X.
Nous ferons dorénavant les deux hypothéses suivantes :

H1 La norme vectorielle p utilisée est réguliére (d'ou k < n).

H2 Pourtoutidelak W{(X) est non vide, ce qui signifie que a + W,
recoupe le sous-espace X.
(Remarque : Puisque W{(X) < V4(X) pour tout j # i, H2 implique égale-
ment que tous les V4(X) sont non vides.)

Considérons alors, pour i = 1, 2, ..., k, l'application :

ze WiX) - plz—a)eR, .

On notera A, 'ensemble des meilleurs approximants de a dans W{(X)
relativement a p; :

VieA;,, p@—a= Min p(z—a=v,eR,.
2e WHX) af

A; est une partie fermée, non vide, de W{(X), lui-méme fermé dans X.
Notons que les 4;, puisqu’ils sont dans les W¢(X), sont a fortiori disjoints 2
a2.

Ces définitions prises, nous allons énoncer quatre lemmes préparant notre
résultat principal. Pour alléger 'exposé, les démonstrations, simples, sont
schématiquement indiquées en Annexe.

vol. 19, n° 1, 1985



100 F. ROBERT

LEMME 1 : Pour i = 1,2, ...k, A; est une partie compacte convexe (non
vide) de X.

LeMME 2 : Pour i = 1,2, ...k, v; > O.
LEMME 3 : Pour i=1,2,..k,

a) V{(X) est un ensemble de meilleurs approximants de a dans X selon p.
b) W¢(X) de méme.
c) A, est un ensemble de meilleurs approximants stricts de a dans X selon p.

Dans ce qui suit, nous serons amenés a choisir un élément particulier z;
(quelconque) dans chaque A4, (rien n'empéche que I'un des =, puisse étre nul)
et & considérer le sous-espace vectoriel de X engendré par z,—z,, z3—z,,
z, — z{, qu€ nous noterons :

“eey

L2y — 21y e 2 — 2;) .

LEMME 4 : z, — z,, ..., 2, — z, forme un systéme de k — 1 vecteurs linéai-
rement indépendants dans X.

L(zy — zy, 0 2 — 2,) est donc un sous-espace vectoriel de dimension k — 1
contenu dans X .

Remarques : L’hypothése H 2 a donc pour conséquence que dim (X) > k—1.
On a donc défini une situation ou :

k—1<dim(X)<n
T

inégalité stricte car a ¢ X .

Ces inégalités autorisent k & étre entre 1 et n, fait compatible avec la régu-
larité de p. Autrement dit, la taille de la norme vectorielle peut étre quelconque
entre 1 et n, inclusivement, mais le sous-espace X doit étre nécessairement
de dimension suffisante (= k — 1) pour que les W{(X) puissent €tre tous
non vides.

Ces préliminaires terminés, nous pouvons alors établir notre principal
résultat, dans lequel sont récapitulées les notions introduites :

PrROPOSITION 2 : Soit X un sous-espace vectoriel de R". Soit a un élément de
R" wappartenant pas d X. Soit p une norme vectorielle de taille k sur R".
On cherche a caractériser 'ensemble des meilleurs approximants stricts de a
dans X selon p. Alors, sous les hypothéses suivantes :
H1 : La norme vectorielle p est réguliére :
W, @W,®..0W, =R".
On pose Wi =a+ W, et Wi{(X)=W¢!nX (i=1,2,..,k).

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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H?2 : Tous les W(X) sont non vides.

On note alors A; Iensemble des meilleurs approximants de a dans W4(X),
relativement d p,, et I’on pose :

Yi = ZM/,I«?X)[)*(Z —a) (=12 .,k.

H3 :dim (X) =k — 1.
Les conclusions suivantes sont valides :

1) L’ensemble S des meilleurs approximants stricts de @ dans X selon p

est caractérisé comme la fermeture convexe des A; : C’est une partie convexe
compacte (non vide) de X :

a meilleur approximant strict de a dans X selon p :

dz,e A, (i=1,2,..,k)
3B,, ..., B réels = 0

k i=1
_;} Bi =1

2) On a alors :

Bipi(zy — @) By v
p@—a) = '

By Pilzy — @) Br vx

3) L’ensemble S des meilleurs approximants stricts a de a dans X selon p

ainsi caractérisé, 'ensemble des meilleures approximations p(a@ — a) est, quant
a lui, caractérisé par :

sy L
,2, .
p@—a=|. avec: { k

Sy i=1 i

Cest donc la portion d’un certain hyperplan de R* contenue dans I'octant
positif : elle est compacte et convexe (non vide) elle aussi. Schématiquement :

vol. 19, nv I, 1985
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Démonstration :

a) Sous les hypothéses prises, choisissons z, quelconque dans 4, (i=1, 2, ..., k).
Considérons le sous-ensemble F de X ainsi défini : F est ’ensemble des z
de la forme :

k k
(*) z=) oz, avec o,réelet Y o, =1.

1=1 1=1
D’aprés un résultat classique [6] F est le sous-espace affine suivant de X
F=z+%(z, — 24,02, — 2,) .

Or ce dernier est de dimension k — 1 d’aprés le Lemme 4. C’est la dimen-
sion de X d’aprés '’hypothése H3, donc finalement F = X, ce qui signifie
que tout z de X admet la décomposition (x).

b) 1l vient, alors, pour tout z de X :

k k

(#%) z—a= ) oz, —a= ) alz, —a

1=1 1=1
k
ceci car Y, o, = 1) ou z,€ A, « WY(X) par conséquent z, — ae W,.
=1
Il en résulte que (+*) représente la décomposition de z — a dans la somme
directe des W, d’ou, d’aprés la propriété énoncée au paragraphe 2,
oy | pilz, — @) [ oy |y
plz—a)=|: =
Loy | pulz — @) ot | v

Ainsi, lorsque z décrit X, p(z — @) décrit dans I'octant positif de R* une

M? AN Modéhsation mathématique et Analyse numérique
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surface formée de morceaux raccordés d’hyperplans, selon le schéma suivant
(pour k = 2) :

Poura; = leta, =0, Vj#i onretrouve z =z avec p(z; — a) = |v,.

0

¢) Notons Cy(4;) la fermeture convexe de I'ensemble des A4; : Clest une
partie convexe de X, compacte car chaque A, est compact d’apres le Lemme 1 :
z,€ 4;
B; réel = 0.

k
ZB:‘ZI

i=1

k
zeCy(A): z= ), B,z avec

i=1

d) Nous allons montrer que I'ensemble S des meilleurs approximants stricts
de a dans X selon p est exactement Cy(A,).

a) Cy(4,) < S.
Soit ze Cy(A4,). D’apres ce qui précede, il vient :

k k
z=Y Bz avec z,ed;, B;=0 et ) B, =1
1=1

=1
d’ou :
Br v
plz—a = |-
Br Yk

vol. 19, nv 1, 1985
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S’il existait t € X avec p(t — a) < p(z — a) on aurait, d’apres ce qui précede :

k k
t=) oz avec o réelet )Y o =1
1=1 1=1

l oty | vy
Pt —a) =
by | Y

D’ou par conséquent, puisque tous les vy, sont > 0 (Lemme 2) :

[ oy | B,
[ ot | By
On en déduirait :
k k k
1= 6>3 lal>| Yo =1
=1 1=1 =1

ce qui est impossible.

Donc z est bien meilleur approximant strict de a dans X selon p et I'inclusion
annoncée est €tablie.

Démontrons l'inclusion réciproque :
B) S = Co(4)
Soit z dans X, n’appartenant pas a Cy(A4,). Alors, d’aprés a), z s’écnit :

k k
z= ) o,z avecz €A, eta, rréels vérifiant Y o, = 1.
1= 1=1

Puisque z ¢ Cy(A4,), l'un au moins des a, est < 0.
Or on a le lemme élémentaire suivant :

LEMME 5 : Si o, ..., o, sont des réels (dont I'un au moins est < 0) vérifiant

k
Y a, =1, il existe k réels > 0, B, vérifiant ), B, = 1 et tels que .
1=1 1=1

By [ oy |

Cos |

Br [ oy |
(la démonstration, simple, est omise).

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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Utilisant de tels B,, on introduit évidemment I’élément suivant de X :

(t appartient d’ailleurs a Cy(A4;)) et I'on a :

By v Loty |7y
pt—ay=1. |- =plz — @
Bi i | ot | Y

car tous les y; sont > 0.
z nest donc pas un meilleur approximant strict de a dans X selon p. Donc
S < Col4).

¢) Le point 1) est donc établi, et tout a € S s’écrit donc :

k
a= z Bi z
i=1

k
avec z; € A;, B; réels > 0 tels que Y. B; = 1, et 'on a vérifié qualors :

i=1

By,

B Vi
d’ou les points 2) et 3).

Remarques : L’hypothése H 3 impose a X d’étre de dimension k& — 1, c’est-a-
dire, d’apres la remarque consécutive au Lemme 4, d’étre de dimension mini-
mum, compte tenu de 'hypothése H?2.

6. EXEMPLES D’APPLICATION

Reprenons les exemples du paragraphe 4 et examinons comment ils illus-
trent la Proposition 2 précédente.

On écarte d’abord les exemples 2, 3, 4, et 8 pour lesquels la norme vecto-
rielle utilisée n’est pas réguliére. (On remarque néanmoins que dans 'exemple 8,
I’ensemble S des meilleurs approximants stricts #est pas convexe, alors qu’il
I’est cependant dans les exemples 2, 3, 4.)
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* Dans exemple 1, toutes les conditions de la Proposition 2 sont vérifices
(outre la régularité de p, on a

Wi(X)=A, ={B}; WiX)=4,={a}, et dmX)=k —-1=1.

Cet exemple simple illustre donc la Proposition 2, I'ensemble S est I'inter-
valle [a, B].

* Dans 'exemple 5, p est régulicre ct les W{(X) sont non vides. Néanmoins
dimX)=2>k—1=1.

Pourtant ’ensemble des meilleurs approximants stricts de a est encore
convexe, compact, et fermeture convexe des A;. Par contre, 'ensemble de
tous les meilleurs approximants n’est ni convexe, ni compact.

Ce type d’exemple incite a penser que 'hypothése H3 de la Proposition 2
est en fait inutile et qu’elle reste vraie quelle que soit la dimension de X (entre
k —1 et n— 1 inclus).

M émes conclusions dans I’exemple 6 qui est une simple variation de 'exemple
précédent, la semi-norme p, étant polyédrale au lieu d’étre circulaire. A cause
de la disposition relative particuliére du sous-espace X et de la boule unité
de la semi-norme p,, ’ensemble des meilleurs approximants stricts de a est
un triangle et non plus un segment.

Enfin, I’exemple 71, illustre complétement la Proposition 2 précédente : la
norme vectorielle est réguliére, les W{(X) sont non vides (et ici, sont tous
trois réduits a4 un point : ils coincident donc avec les 4,); enfin

dm(X)=k — 1 =2.

On vérifie que 'ensemble des meilleurs approximants stricts de « est le
triangle T, compact, convexe, fermeture convexe des A4;. La encore 'ensemble
de tous les meilleurs approximants n'est ni convexe, ni compact.

7. CONCLUSIONS

Nous avons étendu au cas d’une norme vectorielle p de taille k sur R" 1
notion de meilleur approximant, dans un sous-espace X de R", d’'un élément a
de R" n’appartenant pas a X. Cette notion s’interpréte en termes de minima
de Pareto pour lapplication x € X — p(x — a) e R%..

Dans notre contexte, I’ensemble des meilleurs approximants est toujours
Jfermé non vide, mais, & la différence du cas scalaire usuel (k¢ = 1) i/ peut ne
pas étre convexe, ni méme compact, et ce, méme si la norme vectorielle p utilisée
est réguliére (exemples 5 et 6 précédents).
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En fait, la bonne notion a considérer est celle de meilleur approximant strict
de a dans X selon p.

Notre résultat principal (Proposition 2) caractérise I'ensemble S des meil-
leurs approximants stricts de a comme la fermeture convexe de k parties
convexes compactes de X : d’ou la compacité et la convexité de S lui-méme,
sous les trois hypothéses prises.

Parmi ces trois hypotheéses, la principale (régularité de p) semble essentielle,
alors que les deux autres semblent accessoires au vu de tous les exemples
considérés. On aboutit alors a la conjecture du paragraphe S, qui envisage la
régularité de p comme suffisante pour assurer a elle seule la compacité et la
convexité de S et ce, quel que soit le sous-espace X de R" et quel que soit a pris
en dehors de R".

1l serait donc intéressant de voir comment on peut éventuellement s’affran-
chir des hypothéses H2 et H3 (mais la situation géométrique correspon-
dante peut étre complexe). Un pas de plus consisterait & remplacer X par
une partie convexe, fermée de R". Enfin, I'aspect calcul de tels ensembles de
meilleurs approximants est certainement une source de problémes numeériques
non triviaux, méme dans des cas standard.

8. ANNEXE. DEMONSTRATIONS

1. Du Lemme 1

Lieu de meilleurs approximants de a dans le sous-espace affine W{(X) au
sens de la semi-norme p;, A4; est convexe, fermé, non vide. Pour montrer que
A, est de plus borné, il suffit de montrer ceci :

Soit z € W{(X) (non vide par hypothese). Alors le sous-espace vectoriel
W X)—z est d’intersection réduite a { 0 } avec V, le noyau de p,.

Eneffet. siue (W{(X) —z)nV,.ona:

eX
ueV,, y=u+zeW{X) donc {y
y—aeW,
Or
ze X
ze W{(X) donc {
z—aeW,
finalement :

=y—zeX,
=y—a—(z—aeW,.
Dout ueW,nV,={0}.
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2. Du Lemme 2

S’il existe un vy, nul, il existe z € A, tel que p(z — @) = 0. On a donc a la
fosze X, z—aeV,z—aeW,(carze A, « W%X)). Donc z—aeV,n W,
d’ou z = a ce qui est impossible car ze X et a ¢ X.

3. Du Lemme 3
a) Soit ae VI(X); cela signifie que :

aeX; a—aeV, donc pla—a =0

et 'on a :

pla—a=|0«i

il est clair qu’aucun z de X ne peut €tre tel que :
plz —a) < pla — a
a est donc un meilleur approximant de a dans X selon p.

by Puisque Wi(X) = N VHX), W{(X) est donc lui aussi un ensemble de
FEE)

meilleurs approximants de a dans X selon p. Dailleurs si @ € W%(X), il vient :

0
0

R Y-

0
Par contre a n’est pas forcément un meilleur approximant strict (car on a
seulement v, < p,(@ — a)).
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¢) Alors, si a € A; on a, cette fois :

pa—a=|pla-a=y,.

S1l existait z dans X tel que :

pz —a) < pla — a
on aurait nécessairement, puisque 0 < p(z — a),

0

p(z—a)= o <Y,

0
ce qui est impossible, car alors, par construction :

zeX, z—aeW, donc ze W{X),

et alors par définition :

Y: < pilz — a) = o
d’ou la contradiction.

a est donc bien un meilleur approximant strict de ¢ dans X selon p.

4. Du Lemme 4
Soient a, ... oy, des réels tels que :
k
o= ofz; —z)=0
ji=1
On a donc p(w) = 0 dou p(w) =0(i=1,2,..,k).
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Or zed, c WHX) dou z,—aeW, (j=2 .,k
z, €A, < W{X) dou z; —aeW,

en particulier, pour z pris dans 2k et pour j # 1, 1l vient

z, —aclV,
dou z, —z <V,
zy—acV,

il en résulte que

pl(o‘)) = pl(az(zx - Zl)) = 0 (l = 2, . sk)
d’ou
lo, | plz, — @) — (2, —a)) =0
N~
eW,cV,
d’ou encore

lo [pz, —a) =0
———
=v>0 car Z, €A,

d’ou nécessairement o, = 0 les vecteurs z, — z, sont hnéanement indépen-
dants et ¥(z, — z;, ,z, — z,) est de dimension k — 1

Remarque Le résultat est encore vrai pour z, pris dans W (X ) (pas seulement
dans A4,) car alors p(z, —a) = vy, > 0
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