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STABILITÉ ET CONVERGENCE DES MÉTHODES
SPECTRALES POLYNÔMIALES.

APPLICATION A L'ÉQUATION D'ADVECTION (*)

parB MERCIER (*)

Communique par P G CIARLET

Abstract — We consider hnear évolution équations ofthe hyperbohc type Wefirst study the space
semidiscretization, when the solution is restncted to be a polynomial ofdegree N We compare the
stabihty and convergence results obtained for the Galerkin method, where the test functions are
choosen in the same space as the approximate solution, and the Tau method which is a kind of least
square method

We then study the effect of time discretization, and show that the stabihty and convergence results
obtained for the semidiscretized case extend easily to the Crank-Nicholson scheme

Resumé — Nous étudions l'approximation de la solution d'équations d'évolution lineaire de type
hyperbolique par des polynômes de degré N Nous comparons les résultats de stabilité et de conver-
gence obtenus pour la methode de Galerkin, ou les fonctions tests sont choisies dans le même espace que
la solution approchée et la methode Tau qui correspond a une methode de moindres carres

Nous montrons ensuite que ces résultats sont toujours valables lorsque l on utilise le schema de
Crank-Nicholson pour discretiser le temps

Finalement nous donnons des estimations sur les valeurs propres de la matrice du problème approche
et des conditions suffisantes de stabilité pour des schémas de Runge-Kutta explicites
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INTRODUCTION

Le present travail a pour but de clarifier et de compléter certaines idées
présentées par Gottheb et Orszag dans leur livre sur les méthodes spectrales [1]

II nous semble en particulier que la notion de stabilité algébrique qu"iis ont
développée ne sert qu'à masquer certaines de leurs idées qui sont plus fécondes
qu'il n'y paraît

Nous avons essayé de présenter les résultats généraux dans le cadre le plus
abstrait possible, par exemple au § 1 Cependant ces résultats font appel à des
hypothèses spécifiques qui ont bien des chances de n'être vérifiées que dans des
exemples bien particuliers comme celui étudié au § 2

Cette présentation a tout de même l'avantage de bien mettre en évidence
que stabilité et consistance entraînent convergence, et d'alléger les notations

II en est de même pour le § 3, où l'on étudie la discrétisation du temps à l'aide
du schéma de Crank-Nicholson

Enfin, au § 4, on donne quelques estimations sur les valeurs propres, qui
permettent d'énoncer au § 5 quelques résultats de stabilité pour les schémas
de Runge-Kutta explicites

La fin du § 5 est consacrée à la possibilité d'utiliser la transformée de Founer
rapide pour rendre les méthodes performantes sur le plan informatique

R A 1 R O Analyse numenque/Numencdl Analysis



METHODES SPECTRALES POLYNÔMIALES 69

1. CADRE ABSTRAIT

1.1. Description des deux méthodes

Soit V un espace de Hubert complexe muni du produit scalaire (., .)tó, et
L : U a V -> F, un opérateur linéaire non borné de domaine U.

Soit f{i) G V, t > 0, et u° e U donné, on considère le problème d'évolution :

du , ï
Tt + Lu=f . ( i . i )

u(0) = u° j
Soit ( 1 / ^ ^ , ( 7 ^ ^ deux familles d'espaces de dimension finie vérifiant

— dim UN = dim VN = N
— L est un isomorphisme de UN sur VN,

Soit fN(t) G VN une approximation de ƒ {t) et u£ G C/̂  une approximation de
u° ; on considère les deux types de problèmes approchés suivants :

Méthode de Galerkin

Trouver uN(t) e UN vérifiant :

uN(0) = u%

Méthode Tau

Trouver uN(t) G UN vérifiant :

dt / f' (1.3)

La seule différence (mais elle est fondamentale) réside dans le choix (UN ou
VN) de l'espace décrit par les fonctions tests.

On supposera par la suite que UN ne contient pas d'élément orthogonal à VN

et réciproquement. Plus précisément ;
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70 B. MERCIER

Dans ces conditions, on peut réécrire les problèmes (1.2) et (1.3) sous la
forme suivante :

jt(IlNuN) + LuN =fN (1.6)

où n ^ : UN -> VN est :

— l'inverse de la restriction à VN de la projection sur UN dans le cas de la
méthode de Galerkin. Autrement dit n N vérifie :

(uN - n N uN, vN)m = 0 , VvNeUN;

— la restriction à UN de la projection sur VN dans le cas de la méthode Tau.

On supposera par la suite que £/#_! ci UN, VN-1 ci VN, N > 0, et de plus
que UN^i c VN, de sorte que Ï1N coïncide avec l'identité sur UN-V

1.2. Stabilité pour la méthode de Galerkin

Soit pN e VN+1 orthogonal à VN. On suppose qu'il existe un produit scalaire
(., .)fl indépendant de JV tel que, VwN, wN e UN

(nN uN, wN)a - (uN, wN)a -h S^K, pN)w (w^p^)co (1 • 7)

où S" > 0 dénend évcntuellenicnt de N.
On suppose également qu'il existe deux normes notées || . \\h et || . ||c telles

que

Re (LwN, wN)a ^ a || wN \\2
b , VWjv e ( / N (1.8)

où a > 0 est indépendant de N, et que

Re(ƒ,£)«< l l / I I J I^ I Ic V / ^ e F . (1.9)

On a alors le résultat de stabilité suivant :

THÉORÈME 1 . 1 : Soit uN(t) la solution du problème (1.2) et uN(t) s UN quel-
conque. On pose

fN = jt(IlNüN) + LüN (1.10)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



METHODES SPECTRALES POLYNÔMÎALES 71

et 9N ~ IN — A> WN = UN ~ % l sous les hypothèses (1.7) (1.8) et (1.9), et si
de plus wN(0) e UN-U on a la majoration

II wN(t) ||fl
2 < || wN(0) ||o

2 + - [ || ^ ( s ) ||c
2 ds . ( 1 . 1 1 )

Jo

Démonstration : Posons èN(t) = (w^t), p^^ .
(On remarque que bN(0) = 0 puisque wN(0) e UN_1 a VN et que pN est ortho-
gonal à TV)

Comme -rIlNwN — IlN ~-^~ = YlN wN, on voit que d'après l'hypothèse

(1.7):

j i UN wiv5 vvjy ) = (TlN WJV, wN)fl = (%, wN)a + bNbNbN. (1.12)
a t Ja

D'autre part, en additionnant (1.6) et (1.10) on obtient

j t (UN wN) + LwN = gN

qui donne après multiplication par wN pour le produit scalaire (., .)a

Tt (UN W ^' W

c'est-à-dire, en prenant la partie réelle et en appliquant (1.12) et (1.8)

Re (wN, wN)a -h 5N Re {bN bN) + a \\ wN \\* ̂  Re {gN, wN)a ,

qui équivaut à

||2 +YJJt\ »® I2 + a II w" II" ^ Re

D'où, en appliquant (1.9)

on en déduit la majoration (1.11) en intégrant entre 0 et t et en utilisant le fait
que SN > 0 et que bN(0) = 0. #

Remarque 1.1 ; Le résultat précédent s'interprète comme un résultat de

vol. 16, n<> 1, 1982



72 B. MERCIER

stabilité. Si Ton choisit en effet üN(t) = 0, et si Ton suppose que u% e
ce que l'on fera par la suite, on obtient :

(Pour obtenir un résultat de stabilité avec u£ e UN, il suffirait que 5^ soit
majoré indépendamment de IV.) #

1.3 Estimation d'erreur abstraite pour Galerkin

On suppose que f(t) et u(t) sont suffisamment réguliers. On choisit alors
uN(î) e UN-1 approchant u(t) au mieux, et tel que uN(0) = ujj.

Posons

= max || f (s) - fN(s) ||c

= max j t {u - üN) (s)

= max^ ! L(u - ùN) (s) \\c

83(N) = 1 u(t) - ÜN(t) l .

On a alors Vestimation d'erreur suivante

/Al/2

II uit) - uN(t) l ^ 83(JV) + l~\ (e /N) + e2(A0 + ex(JV)). (1.13)

En effet, d'après l'inégalité triangulaire

II uit) - uN(t) l ^ || uit) - üN(t) l + II wN(t) l (1.14)

où d'après la majoration (1.11)

/ i r v / 2

a "V a Jo 9NS C 7 '
or d'après l'inégalité triangulaire

II g*(s) Ile ^ II f (s) - fN(s) l + || f (s) - fN(s) l ( 1 .16 )
R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MÉTHODES SPECTRALES POLYNÔMIALES 73

et, comme % e l^v-i»

f (s) ~ Us) = jt(u- %) (5) + L(u - uN) (s) (1.17)

d'où le résultat annoncé (1.13) en combinant (1.14) à (1.17). #

Remarque 1.2 : Si l'on a l'analogue continu de (1.8) :

R e (Lw, w)a > a\\w\\l, Vw e U ,

alors on montre que le problème (1.1) est bien posé pour la norme II . ||a.

En effet, on a alors, en multipliant (1.1) par u pour le produit scalaire (., ,)fl :

Vat J"
d'où

u(f) IL2 + a || u \\l < ^ -2 + a || u \\2 < ^ I I /»? +

et en intégrant de 0 à t :

II M(*) L2 < \\U(O) \\2
a

0

En particulier si ƒ = 0, || u{t) \\a est décroissante avec t, et ceci limite déjà le
degré d'arbitraire dans le choix du produit scalaire (., .)a. #

1.4. Stabilité de la méthode Tau

On suppose qu'il existe un produit scalaire (., .)a et des normes || • ||ö et
|| . ||c telles que

^a\\wN\\2
b, V W N G [ / , , (1.18)

où a > 0 est indépendant de JV, et que

R e ( / , 0 ) f l ^ I I / I U I S L . (1.19)

On dénote par L* l'adjoint de L pour le produit scalaire (., .)fl vérifiant

on a alors le résultat de stabilité.

vol. 16, n» 1,1982



74 B. MERCIER

THÉORÈME 1.2 : Soit uN{t) la solution du problème (1.3) et üN(t) e UN quel-
conque. On pose

fN = jt(UNüN) + LÜNi (1.20)

wN = uN — üN et gN = fN — fN ; sous les hypothèses (1.18) et (1.19) on a la
majoration :

>r
aJo

LwN{t) \\2
a ^ || LwN(0) ||2 + i || L* ffw(s) ||C

2 rfs . (1.21)

Démonstration : En additionnant les relations (1.6) et (1.20), on obtient :

j t (UN wN) + LwN = gN ,

que Ton multiplie par LwN pour le produit scalaire (•, ,)a. En remarquant que

j t n N wN = nN -^ = nN wN,
il vient

(UN wN, LwN)a + (LvvN, Lww)a = (gm Lww)fl

dont on prend la partie réelle. Comme wN e UN9 on peut appliquer (1.18)
et on obtient

a II wN U + 2 S 11 LWiv(t) II» ^ Re (^N' L ^ « '
Mais

Re {gN, LwN)a = Re (L* gN, wN)a

d'où

qui entraîne (1.21) par intégration entre 0 et t. #

Remarque 1.3 : La majoration établie au théorème précédent s'interprète
encore comme un résultat de stabilité. Si l'on choisit en effet üN(t) = 0, la

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



METHODES SPECTRALES POLYN MIALES 75

majoration (L21) montre que

|| LuN(t) ||2 ^ 1 L% (0) ||fl
2 + i f || L*Ms) ||c

2 ds

et que uN(t) est borné dans une norme plus forte que dans le cas Galerkin,
mais sous des conditions de régularité plus sévères que pour la condition
initiale et le second membre. #

1.5. Estimation d'erreur abstraite pour la méthode Tau

On suppose encore que f(t) et u(t) sont assez réguliers. On choisit
uN(t) EUN^1 approchant u(t) au mieux, et tel que %(0) = u°.

On a alors

II Uu - uN) (t) \l ^ II L{u - ÜN) (t) f. + || LwN{t) ||..

Pour estimer || LwN(t) \\a d'après (1.21) il suffit d'estimer

1 L* gN(s) l ^ || L*(f - fN) (s) ||c + || L*(/ - fN) (s) \\e

où Ton remarque que

- fN) (s) = L* T {u - uN) + L* L{u - uN)

= max \\L*(f-fN)(s)\\c

si l'on pose donc

= max L*jt(u-ÜN)
(1.22)

e2(JV) = max || L* L(u - üN) \\c

£3(JV)= max ||L(tt

on a une estimation d'erreur abstraite analogue à (1.13)

II L(u-uN)(t) l ^ B2(N) + li\ (EJ(N) + Sl(iV) + £2(iV)). (1.23)

qui est une estimation d'erreur dans une norme différente (plus forte) que pour
la méthode de Galerkin. #

vol. 16, iP 1,1982



76 B. MERCIER

2. APPLICATION A L'ÉQUATION D'ADVECTION

2.1 . Choix des espaces approchés

Soit I l'intervalle ]— 1, + 1[, et OD : I -> U+ une fonction poids donnée.
On introduit le produit scalaire

( ƒ g)* = ƒ M g(x) co(x) rfx

et on appelle L^(I) l'espace des fonctions ƒ mesurables telles que

On supposera que le poids a> est continûment dérivable sur /, et que L^(
contient les fonctions constantes.

Nous considérons Véquation hyperbolique linéaire (*)

du du r r ^ n

W + ^ = / , X 6 / , t > 0 ,

u ( - l , t ) = 0 , t^O,

u{x, 0) = M°(X) , xel.

(2.1)

Ce problème est un cas particulier du problème abstrait (1.1) à condition

V = L2
m(I)

de poser

et
. duLu = __

Soit PN l'espace des polynômes de degré ^ N, on pose

UN = {wNePN:wN(- l) = 0 }

VN = PN_X

et on vérifie bien que L est un isomorphisme de UN sur VN.

C1) Appelée équation d'advection.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Nous allons étudier la convergence des solutions des problèmes approchés
(1.2) et (1.3) lorsque N -> oo, et pour cela vérifier les hypothèses des théo-
mes 1.1 et 1.2.

2.2. Rappel des propriétés des polynômes orthogonaux (*)

On rappelle que pour toute fonction poids co positive il existe une famille de
polynômes (pB)neN à coefficients réels telle que

Pn e PB,
le coefficient de x" dans pn est strictement positif,

Ces polynômes vérifient une relation de récurrence du type

Wn = <*n Pn+l + P« Pn + Y» Pn-1 , ^ > 1 , (2.2)

OÙ QC„ > 0 .

Les zéros de pn séparent les zéros de pn+u et le polynôme pn a n racines
distinctes sur /.

Il en résulte que pn{l) > 0, Vu, et que

Pn(~ l ) P n + i ( - D < 0 , V n > 0 .

Soient x^ les racines du polynôme pN et w^ les coefficients tels que la formule
d'intégration numérique

£ (2.3)

Soit exacte pour f ePN_x; on rappelle (2) que les x? étant les racines du
polynôme orthogonal pN, la formule (2'. 3) est en fait exacte pour ƒ e P2AT-U

et appelée formule de Gauss à N points.
Soient maintenant £{[ = — 1 et fëjr)i^^w les racines du polynôme

- 1) PN »

O Cf. Laurent [2], pp. 63-66.
(2) Cf. Davis-Rabinowitz [3].

vol. 16, n° 1, 1982



78 B. MERCIER

et o)^ les coefficients tels que la formule d'intégration numérique

1
soit exacte pour ƒ e PN.

Avec le choix particulier des if- qui a été effectué, la formule (2.4) est en fait
exacte pour ƒ e P2N

 e t appelée formule de Gauss-Radau à (IV + 1) points.
On vérifie alors immédiatement les hypothèses (1.4) et (1.5) sur les espaces

UN et VN. En effet pour vN e VN et wN e UN

Par conséquent (w^, ÜJV)̂  = 0, VvN eVN<=> w^(x^) = 0 qui entraîne que wN

est nul puisque nul en (N + 1) points distincts. Inversement (vN, w ^ = 0,
VwN e ( / N o vN(xJ) = 0 qui entraîne que vN est nul, car un polynôme de
degré N — 1 nul en N points est nul.

2.3. Vérification des hypothèses dans le cas Galerkin

On va voir qu'il est crucial de choisir

(f> 9)a = I ƒ?©! dx = (f, g)m , où co^x) = (i - x) (o(x).

on rappelle que pour la méthode de Galerkin, l'opérateur 11^ intervenant
dans (1.6) est caractérisé par

(uN - UN uN, vN)a = 0 , VvN e UN . (2 .5 )

LEMME2.1 '.L'opérateur UN : UN -+ VN caractérisé par (2.5) vérifie la
condition (1.7) avec

Démonstration : Soit wN) wN G Ï7N donnés. On pose aN — (wN, pN)œ et

N = (wNs pN)œ.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Soit lN = uN - TlN uN ; UN étant de dimension JV, son orthogonal dans PN

est de dimension 1. Or on vérifie que

N

<P* = Z Pn(- l ) P „ e P N

est orthogonal à UN. Par conséquent lN est proportionnel à <pN. Soit

uN - U N u N = xN (pN .

En prenant le produit scalaire avec pNï et en remarquant que (pN, TlN uN)m = 0,
il vient

qui fournit ainsi une évaluation de xN.
On a alors

(IÏN uN9 wN)a = (MN, wN)fl - xN((pN, wN)fl.

Or
(2.6)

puisque (cpN, w^)^ = 0, par définition de cpN.
Posons nv = wN — bN pNePN-v On remarque, que (1 -h x) wNeUN et,

par conséquent

(cpN> (1 + x) wN) t t = bN(<pN, (1 + x) pu)» . (2.7)

La relation de récurrence (2.2) permet d'écrire

= (<PAT> ̂  Piv+1 + PN PN + 7^ PN-X

Donc

(q>N, 1) + Y„ p ^ ^ 1)

= - <*NPN+I(- 1)

où l'on utilise à nouveau la relation de récurrence.
Finalement (2.6), (2.7) et (2.8) montrent que

(<P*, vvN)a = fcNaN

vol. 16, n° 1,1982



80 B. MERCIER

d'où

(UN uN, wN)a = {uN9 wN)a + bN aN bN

qui est bien le résultat à démontrer, où 5^ = - aN
 N+f ^ • #

Le deuxième avantage du produit scalaire

est que, le poids co1 étant nul e n x = 1, on peut intégrer facilement par parties.
On suppose que le poids

CÛ2 = — (Oj > 0

autrement dit que le poids CÙ1 est décroissant.
On vérifie alors facilement l'hypothèse (1.8) :

LEMME2.2 : Soit IMI^ la norme associée au produit scalaire

( ƒ, 0)»2 =

' P°ur

Démonstration : Comme Ref -^ -wj = - — | w j 2 , on a, par intégrations

par parties :

JI

on a

fdw

Re f ^wco.dX^ K M 2 | Î } -~ !

d'où le résultat puisque w e Ï7 => w ( - 1) = 0, que œ^l) = 0 et que
co2 = — (Ù\. #

Enfin, le résultat suivant indique comment choisir ||. ||c pour que la condition
(1.9) soit vérifiée.

LEMME 2 . 3 : Soit a>3 = coj œJ \ on a la majoration

*e(f,u)Ul<, \\f\\m\\u\L2, f,ueL2
m{l).

Démonstration : On écrit Jû(o1 = (fa>1 0)2 1/2) (wco^2) et on applique l'iné-
galité de Schwarz. #

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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2.4. Estimation d'erreur dans le cas Galerkin-Tchebycheff

On a donc vérifié les hypothèses (1.7), (1.8), (1.9) du théorème 1.1 qui
entraînent donc la validité de l'estimation d'erreur (1.13). Il reste à choisir uN

et à évaluer les quantités zf{N\ e^iV), e2(N) et e3(JV), ce que Ton va faire dans
le cas particulier où le poids co(x) = (1 — x2)~1/2 est le poids de Tchebycheff.

Dans ce cas, on a

e t " x 2 y l f 2x2

Enfin, on vérifie que

de sorte que (ÙX ̂  o et co3 < œ, et l'on peut majorer les normes avec poids
% et co3 par la norme avec le poids de Tchebycheff co.

On va choisir pour üN(t) e UN_Y Vinterpolé de u{t) aux N points de Gauss-
Radau correspondant au poids de Tchebycheff.

D'après Canuto-Quarteroni [4], si u{t) e H^{ï) et f(t) e Hs
m{I\ on a

NO-MO IL
\\L(u-uN)(t) |L

D'autre part, en remarquant que -̂ — (f ) est l'interpolé de -^- (t), on a, puisque

avec

du düN
CiV

= min (s', s — 1)

ou,

Finalement, si l'on suppose que ueL°°(O,t; #£(/)) et ƒ e Lco(0, f ; #*'(ƒ )),
on aura

En général, c'est le terme en 0{iV 2 ~S) qui sera prépondérant et pour qu'il y ait
une estimation d'erreur, il est donc nécessaire que u{t) e H* + E(I), et en pratique
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que la solution u(t) soit au moins C1 . La convergence, quant à elle, aura lieu si
u(t) e H^{I) en appliquant des arguments de densité (choisir uN(t) égal à l'inter-
polé d'un régularisé de u{t)).

Remarque 2.1 : On pourrait appliquer les résultats précédents dans le cas
d'un poids uniforme CÛ = 1. Dans ce cas CÛ! = 1 — x,co2 = 1 etco3 = (1 — x)2.
En remarquant que co1 et ÛD3 sont majorés par le poids de Tchebycheff, on
obtient des évaluations analogues des quantités :

et 83(N). #

Remarque 2 . 2 : On a signalé à la remarque 1.1, que l'hypothèse u% e UN_x

n'était pas nécessaire si 8N était majoré indépendamment de N. Or ceci est vrai
si (û est le poids de Tchebycheff puisqu'alorsôjy = 1/2, VN > 1. C'est aussi vrai
dans le cas d'un poids uniforme (propriétés des polynômes de Legendre). #

Commentaire : Gottlieb et Orszag ont établi le résultat démontré au
lemme 2.1 dans le cas particulier du poids de Tchebycheff (1 - x2)"111

(çf- [IL PP- 95-98) et s'en sont servis pour démontrer la stabilité de l'équation
sans second membre. Les estimations d'erreur établies ici semblent démentir
la conjecture de Orszag et Jayne [1], p. 134.

2.5. Vérification des hypothèses dans le cas de la méthode Tau

II faut d'abord choisir le produit scalaire (., .)aJ et comme on va le voir,
il CM. Crucial de le choisir égal à

"I
où ©! = (1 — x) (o, comme pour la méthode de Galerkin.

En supposant encore co2 = — ço\ décroissant, on vérifie alors l'hypothèse
(1.18):

LEMME 2 . 4 : Soit co2 = — (ù'lt on a, pour wN e UN

R e (TlN wN, LwN)m = a || wN \\l2 + N \ b N \ 2

où bN = (WJV, pN)a.

Démonstration : On a, par définition de UN :

wN = bN PN + n N wN.
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Soit cN le coefficient de xN dans pN ; on voit que le coefficient de xN dans

sN = (1 - x) - ^ est - NbN cN, de sorte que

% = - NbN pN + ftv-j

où ^ _ ! G P ^ - i , de sorte que qN_x - T1N sN.
Il en résulte que

I N WN> ̂ 7 ) = ( n * WJV, sN)œ = (ww - bjv p N , 5N)W

= (ww, sw)tt + N | bN |2 .

Il suffit pour conclure de remarquer que, en intégrant par parties,

1, sN)tt = Re U N , ^ J = 5 || wN \\t2. #

Comme dans le cas Galerkin, on voit qu'il faut choisir

avec a>3 = CÛ2 1 ©f pour que (1.19) soit satisfait.

2.6. Estimation d'erreur pour la méthode Tau

Montrons tout d'abord, en intégrant par parties que

de sorte que

I l i * / I L , < I I I / I L . + I I / I L 2 - ( 2 -9 )

Dans le cas du poids de Tchebycheff œ(x) = (1 — x2)'1/2, on a

©2 = (1 + X ) - 1 ^ -X2)-112

qui n'est donc pas majoré par co(x), et on ne peut donc appliquer les résultats
de Canuto-Quarteroni [4].

Dans l'estimation d'erreur (1.23), c'est le terme e2{N) défini en (1.22) qui
est dominant. D'après (2.9) ce terme contient déjà la norme de u{t) — uN(t)
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dans l'espace H*{I) qui est seulement en O(N4"S) si u(t)GH^(I) c'est-à-dire
qu'il n'y a d'estimation d'erreur que si u(t) e H^(I) avec s > 4, et convergence
que si u(t) e H*(I).

La méthode Tau donnera donc éventuellement convergence dans une norme
plus forte que la méthode de Galerkin, mais les conditions de régularité assurant
la convergence de la méthode sont a priori beaucoup plus sévères que pour la
méthode de Galerkin.

Commentaires bibliographiques

Gottlieb et Orszag ont établi le résultat démontré au lemme 2.4 dans le cas
particulier du poids de Tchebycheff [1], pp. 99-100, et en ont déduit un résultat
de stabilité pour l'équation sans second membre.

3. DISCRÉTISATION A L'AIDE DU SCHÉMA DE CRANK-NICHOLSON

3.1 . Introduction

On revient au cadre abstrait du § 1.
Les équations (1.2) et (1.3) ne sont que semi-discrétisées en espace. Pour

une résolution effective, il faut aussi une discrétisation du temps. Nous allons
étudier l'application du schéma de Crank-Nicholson.

Soit Af > 0 fixé, on cherche maintenant pour k = 1, 2,..., v :

vérifiant

((duNf+1'2 + Lu«N
+ w - / r 1'2> VN)m = o , \/vNeUN, (3.1)

avec

dans le cas de la méthode de Galerkin, et

((ÔuNr1/2 + Luk
N

+ ^ - / r v\ t,N). = 0 , V% e VN , (3.2)

dans le cas de la méthode Tau.
Nous allons étudier les résultats de stabilité et de convergence correspon-

dants.
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3.2. Stabilité pour Galerkin

On procède de façon analogue au cas semi-discrétisé étudié au § 1.2,

THÉORÈME 3 . 1 : Soit u^, k = 1,..., v, la solution du problème (3.1) et ü^e UN

quelconque. On pose

vx (3.3)
_ /*+l/2 _ >k+l/2 f k _ k rk

Sous /es hypothèses (1.7), (1.8) ef (1.9), et si de plus wjj G UN_1,onala majo-
ration :

II wv„ \\2
a ^ II w° L2 + ï At || ̂ +1/2 L2 - ( 3 . 4 )

Démonstration : Posons b^ = (wk
N, pN)a. (Noter que w^ e UN_1 => b® = 0.)

Comme

on voit que l'hypothèse (1.7) entraîne

et par conséquent

Re((ônNWNrm,ytf112). = 2^(11 < + 1 IL2 - II v< ||a
2) +

+ 2 ^ ( I ^ + I | 2 - I ^ l 2 ) - (3.5)

En remarquant que (3.1) peut s'écrire, de façon analogue à (1.6) :

on obtient, par addition avec (3.3) :

En effectuant le produit scalaire (,,.)a de cette équation par wk
N

+1/2, on obtient
en prenant la partie réelle, et en utilisant (3.5).

vol. 16, n° 1,1982



86 B. MERCIER

On applique alors les hypothèses (1.8) et (1.9), et on somme de fe = 0 à
v — 1 pour obtenir :

V

oc frr=O

d'où l'on tire la majoration désirée.

Remarque 3.1 : En choisissant uj$ = 0, Vfc ^ 0, et en supposant u^eUN_u

le résultat précédent s'interprète comme un résultat de stabilité pour || uk
N \\ a. #

3.3. Estimation d'erreur pour Galerkin

On choisit ü $ eUN^1 aussi proche que possible de uk s u(k At). En utilisant
l'inégalité triangulaire on a

\ \ u k - u k
N \ \ a < \ \ u k - ü k \ \ a + \\wk

N\\a,

de sorte que d'après la majoration (3.4) il suffit de majorer

ii A + m iic ̂  il /k+1/2 - fi+m IL + ii rk+i/2 - / r i / 2 lu.
Pour majorer le dernier terme, on remarque que

fk+i12 -

Soit ut Vinterpolée en temps de u (c'est-à-dire la fonction continue et affine
par morceaux en t, telle que u et ut coïncident à tous les instants k Àt,
fc = 0 f l , . . . ,v) .

On sait que

fe + Lu\ ((k + 1/2) At) = (dUl)
k+112 + Luk+il2

de sorte que

fk+1/2 - ? r 1 / 2 = (jt + LJ (u - u,) ((* + 1/2) At) +
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Posons

rj(At) = max jt + L)(u-u,)((k+y2)At)

= max II d(u, - üNf+1/2 IL
k

83(N) = max || a* - fij
k

On a l'estimation d'erreur abstraite

II uk ~ < L ̂  e3(N) + f ^ Y ' 2 (BjiN) + n(At) + ei(N) + e2(N)).
\ /

Par rapport à (1.13) cette estimation introduit en plus le terme r|(A0 qui
est l'erreur de discrétisation en t, qui est en O(At2) pour le schéma de Crank-
Nicholson.

Les autres termes sont du même ordre que dans le cas semi-discret (cf. § 2.4).

Remarque 3 . 2 : Schéma rétrograde : C'est le schéma obtenu en remplaçant
uk

N
+1/2 par uk

N
+1 et f ^ 1 / 2 par fk+1 dans l'équation (3.1).

On établit un résultat de stabilité analogue au théorème 3.1, en remarquant
(seul point qui change dans la démonstration) que

et de même

Re ({ôbN) + 1 / bN
+i) > :=—r- (| bk

N
+1 \ — 1 ^ 1 )

cela étant, l'erreur due à la discrétisation du temps sera en O(At) au lieu de
O(At2). #
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3.4. Stabilité et convergence de Crank-Nicholson pour la méthode Tau

De façon analogue au § 1.4, et sous les mêmes hypothèses (1.18) et (1.19),
on établirait le résultat de stabilité

II Lwl \\2 ̂  || Lw°N Ilî + J : At || L * ;

avec wk
N = uk

N - ü^ où ü^ G UN est donné

„k+l/2 _ /fc+1/2 >fc
9N — JN ~ JN

On obtient alors une estimation d'erreur abstraite analogue à (1.23), mais
contenant en plus un terme r^(At) mesurant l'erreur de discrétisation en t,
et qui est en 0(At2).

Les inconvénients cités au § 2.6 sont toujours présents. #

4. ESTIMATIONS SUR LES VALEURS PROPRES

4.1. Problèmes aux valeurs propres

II faut noter que le spectre de l'opérateur L peut être vide si l'opérateur L
n'est pas un opérateur normal (*). (Ceci est justement le cas pour l'exemple
considéré au § 2.) En revanche la matrice du problème approché, que nous
expliciterons au § 5, a Toujours un spectre non vide dans le pian complexe.
En vue d'étudier la stabilité de schémas explicites, nous allons donner quelques
renseignements sur les valeurs propres du problème approché, qui s'écrit :

Trouver uN e UN etXNeC tels que

(LuN> Vn)» = M % , %)<o > VVN ^ UN , (4.1)

dans le cas Galerkin, et

(Lu*, v^ = XN(uN, vN)m , VvN eVNi (4.2)

pour la méthode Tau. En utilisant l'opérateur 11^ défini au § 1.1, on peut
réécrire les problèmes (4.1) et (4.2) sous la forme

LuN = XNTlNuN. (4.3)

(*) Cf. Kato, chapitre 3.
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4.2. Estimation sur les valeurs propres dans le cas Galerkin

THÉORÈME 4.1 : Soit XNeC une valeur propre du problème (4.1) alors,
sous les hypothèses (1.7) et (1.8) on a

Re(XN)>0.

Démonstration : Posons aN = {uN, pN)m.

Sous l'hypothèse (1.7), (4.3) entraîne

(LuN, uN)a = XN{YlN uN, uN)a = XN[{uN, uN)a + &N aN â j ,

d'où, en utilisant (1.8)

a || uN \\2
b ^ R e (LuN9 uN)a = R e (XN) [ | | uN \\2

a + b N \ a N | 2 ]

qui équivaut à

| 2 > 0 - (4.4)
I% IL + 8N

4.3. Cas de la méthode Tau

Soit IÎ v la projection sur Fjy, on suppose que l'on a Vw^ G UN

Re ffl^ wWf LwK)a = oc II wN \\2
b + %\bN \2 (4.5)

où bN = (wNi px)^ (Cette hypothèse est plus forte que (1.18) mais correspond
plus précisément à ce que Ton a démontré au lemme 2.4, avec (3N = N.)

THÉORÈME 4.2 : Soit XNeC une valeur propre du problème (4.2), alors sous
Vhypothèse (4.5), on a :

Re (XN) > 0 .

Démonstration : La relation (4.3) entraîne immédiatement :

(LuN, LuN)a = AJVQIJV uN9 LuN)

d'où le résultat désiré puisque

RQ(UNUN,LUN) > 0

d'après l'hypothèse (4.5). #
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Orientation : Le fait que les valeurs propres des problèmes approchés aient
leur partie réelle positive rend possible leur résolution par des schémas de
Runge-Kutta explicites. Il y aura cependant une condition de stabilité qui
dépendra du rayon spectral correspondant.

4.4. Majoration du rayon spectral dans le cas Tchebycheff

Plaçons-nous pour simplifier dans le cas du § 2, où Lu = du/dx choix qui
correspond à l'équation d'advection (2.1).

Nous choisirons <Ù égal au poids de Tchebycheff (1 — x2)~1/2. D'après
Canuto-Quarteroni, on sait que Ton a l'inégalité inverse :

Il M . , VuNePw . (4.6)

Par conséquent, en choisissant vN = uN dans (4.1), on a

= ( L M N , Mw)m

" II % llî
et par conséquent

(4-7)

qui donne une majoration du rayon spectral pour Galerkin.
Dans le cas de la méthode Tau, on utilisera en premier lieu le résultat suivant

qui est valable pour tout poids œ.

L E M M E 4 . 1 '.Soient co* les coefficients de la formule de Gauss-Radau (2.4)
à (N + 1) points, et(û^~l ceux de la formule à N points.

Soient uN e UN et XN G C solutions de (4.2), on a la majoration

Démonstration : 1° Soit p s PN-l9 quelconque. La formule de Gauss-Radau à
N points étant exacte pour les polynômes de degré 2 N — 2, on a puisque

1' ? 1 g y - i ) |2 > © r 1
 \P(- i) |2.

j=0
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Par conséquent, Vp e PN_ x :

|rt-i)|2<nrrllPllî- <4*9>

2° Choisissons vN e PN_X tel que

La formule de Gauss-Radau àJV + 1 points étant exacte pour les polynômes
de degré ^ 2 IV, on a

II % \\l = É < | KNO£) I2 = I < M&7) »NK7) = («*. %)<* (4-10)

et

ll%lli = co»K(-i)i2+ f <|M^N)I2

;=i

c'est-à-dire

En utilisant (4.9), il vient

3° D'après (4.2), on a

,. , 1 (LuN, % ) m 1
I («N, % L I

Or, d'après l'inégalité de Schwarz et (4.11)

- l / 2

% IL II % IL •

D'où (4.8), en utilisant (4.10). #
Application : Dans le cas où œ est le poids de Tchebycheff (1 - x2)"1/2, on a

0»O
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D'après l'inégalité inverse (4 8), on a toujours

II 1**11. CN2
Il uN IL

d'où

| XN | ^ CN2(2 N + 1)1/2 = O(N5/2)

qui donne une majoration du rayon spectral pour la méthode Tau #

5. IMPLÉMENTATION DES METHODES PRÉCÉDENTES

5.1. Formulation en termes de méthodes de collocation

Dans le cas de l'équation d'advection (2 1) étudiée au § 2, il est fondamental
sur le plan numérique de remarquer que la méthode de Galerkin et la méthode
Tau sont équivalentes à des méthodes de collocation utilisant les points d'une
formule d'intégration numérique appropriée

THÉORÈME 5 1 (Méthode de Galerkin) Soit uN(t)eUN vérifiant

OÙ fN G Pjv-1» al°rs on a

, l^J^N (52)

où (^)O^J^N
 sont les points de la formule de Gauss-Radau à N + 1 points

Réciproquement, si uN(t) e UN vérifie (5 1) il vérifie aussi (5 2)

Démonstration La relation (5 1) entraîne immédiatement

d'où le résultat puisque l'on peut choisir t^fë*) = 8j/c #
De même, en utilisant le fait que la formule de Gauss à N points est exacte

pour les polynômes de degré ^ 2N — 1, on démontrerait que

THÉORÈME 5 2 (Méthode Tau) Soit uN(t) e UN vérifiant

^duN ôuN
" / N ' VN) = ° > ^ e P j v - i , (5 3)
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alors, on a

où les (xj^ ̂ j^N sont les points de la formule de Gauss (2.3) à N points, #
(La propriété réciproque est également vraie.)
On notera que, entre (5.2) et (5.4), seuls les points de collocation changent.

5.2. Choix d'une base pour UN pour la méthode de Galerkin

Soit {pn
N)1 ^n^N une base de UN.

On pose

alors que (5. 2) équivaut

y "(PI
1 = 1

à

d
dt

N

n= 1

N

et vN(x) = X z» ^N(^) •
m = l

Les zm étant quelconques, on voit que (5.1) équivaut à

E (PN, PK)« 3 : yn + T. \^Z PN,PN) yn = (f^ PK)» (5.5)
n=l a c n=l \ " X /CÙ

(5-6)

Les systèmes différentiels (5.5) et (5.6) sont bien entendu équivalents, mais
pas identiques.

Soit y le vecteur colonne de composantes (ya)i^n^N, ils sont du type

Mjty + Ky = b (5.7)

où M et K sont des matrices N x N.
Pour résoudre ce système différentiel à l'aide de schémas explicites, il y a

intérêt à choisir une base pn
N telle que la matrice M soit diagonale.

Dans ce but, il faudrait utiliser une base orthogonale dans le cas de la formu-
lation (5.5). Or celles-ci ne sont pas simples à construire à cause de la condition
aux limites contenue implicitement dans UN.
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Au contraire, il suffit de prendre la base des polynômes d'interpolation de
Lagrange associés aux points {^)0^J^N pour rendre la matrice M correspon-
dant au système (5.5) diagonale.

Les polynômes de base pn
N e UN seront donc définis par

et par conséquent, les composantes (yn) de % sur la base seront tout simplement
les valeurs de uN aux points (^) :

uN(x)= t

La matrice K sera définie par

Soit X une valeur propre de X, on a

Ky = Xy

et par conséquent

ni(^N)^)y"=\i
c 6Si-a-viirc, en posant

Par conséquent, en multipliant par co, vN(^) et en sommant en), où vN e UN

est quelconque, on obtient :

= X(uN, vN)a .

Par conséquent, les valeurs propres de K sont solutions du problème aux
valeurs propres (4.1) étudié au § 4, et on a ainsi directement la propriété

Re (X) > 0,
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qui permet d'envisager l'utilisation de schémas de Runge-Kutta explicites,
qui seront stables pour Af assez petits.

Dans le cas particulier où a> est le poids de Tchebycheff et d'un schéma de
Runge-Kutta explicite d'ordre 4 (cf. Lambert [5]), d'après la majoration du
rayon spectral de X, on a la stabilité pour Aï ^ Atmax = O(N~2). #

Remarque 5.1 : Au vu de l'inégalité (4.4), on voit que les schémas de Runge-
Kutta explicites d'ordre inférieur à 4 seront également stables pour Ar assez
petit, mais il faudrait évaluer l'ordre de

M _a II uN \\l2

uN \\lx 8N\aN

pour connaître l'ordre du pas de temps maximal admissible dans ces méthodes.
(Les schémas de Runge-Kutta ont des domaines de stabilité assez différents
suivant l'ordre (cf. Lambert, toc. cit.) : l'ordre 4 apparaît le plus adapté à des
matrices ayant des valeurs propres proches de l'axe imaginaire.)

Remarque 5.2: Cas de la méthode Tau : Pour la méthode Tau on procédera
de la même façon et on aura ainsi une alternative analogue dans le choix de
la base de UN.

Les valeurs propres de la matrice du système différentiel correspondant
seront solutions du problème aux valeurs propres (4.2) et on aura ainsi des
résultats analogues pour la stabilité des méthodes de Runge-Kutta explicites
(avec un pas de temps Armax = 0(JV~5/2)) dans le cas où co est égal au poids
de Tchebycheff, et d'une méthode d'ordre 4).

Remarque 5.3 : Le schéma de Crank-Nicholson étudié au § 3 est quant à lui
inconditionnellement stable mais implicite.

Il est immédiat de vérifier que (3.1) équivaut à

7 ^ ) (5.8)

En posant

4 £
M=0

on voit que (5.8) équivaut à

£ PW^)(^)"+ I / 2 + £ ( ^
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c'est-à-dire à

M(dy)k+112 + K / + 1 / 2 = bk+112

équivalent au système linéaire :

M + ^K\/+1 = (M ~YK)yk + Atbk+m (5-9)

de matrice M + — K.

Sans expériences numériques critiques, il est difficile de savoir s'il vaut mieux
utiliser le schéma de Crank-Nicholson ou des schémas de Runge-Kutta
explicites dans le cas de l'équation d'advection.

Le premier a l'avantage de permettre l'utilisation de pas de temps beaucoup
moins petits, ce qui peut être déterminant pour un problème nécessitant la
prise en compte de nombreux modes (AT grand).

Les autres ont l'avantage d'être plus précis en temps, et de ne pas nécessiter
la résolution d'un système linéaire puisque M est diagonale. #

Remarque 5.4 : La formulation en termes de collocation (5.2) au lieu de
(5.1) se prête beaucoup mieux aux généralisations à des coefficients non cons-
tants ou à des problèmes non linéaires.

En revanche, il ne faut pas croire que l'on puisse choisir n'importe comment
les points de collocation dans la formule (5.2) et définir ainsi une nouvelle
méthode numérique. Par exemple si l'on prend des Ç* équidistants, on risque
de ne pas pouvoir calculer la matrice K en principe, car le problème de l'inter-
polation de Lagrange sur de tels points est mal posé.

Quant à des résultats de stabilité pour de telles méthodes ils semblent très
douteux.

Remarque 5.5 : A ce stade de la description, le poids co est quelconque. La
seule contrainte pour avoir la stabilité est que ©x = (1 - x) co soit décroissant.

A un poids donné correspondra un jeu de points de collocation donné (les
points de Gauss-Radau associés au poids). La réciproque est bien entendu
fausse.

5.3. Utilisation de la Transformation de Fourier Rapide

Supposons pour fixer les idées que l'on utilise le schéma de Runge-Kutta
le plus simple pour résoudre le système différentiel (5.7), à savoir

vk+x - vfc

M Af +K^ = b
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d'où
/ + i = ƒ - MM-\Kyk - bk).

La matrice M étant diagonale, ce qui coûte le plus cher dans le calcul de
ƒ + 1 à partir de ƒ c'est le calcul du produit de la matrice K par le vecteur yk.

En effet ce calcul implique en général N2 multiplications et additions, soit
O(N2) opérations.

Pour pouvoir envisager le calcul de solutions pas très régulières, donc
impliquant l'utilisation d'un nombre de modes assez élevé (N ^ 30), il est
fondamental de pouvoir accélérer cette étape du calcul.

C'est ici que le choix du poids de Tchebycheff joue un rôle capital. En effet
les points de Gauss-Radau associés au poids de Tchebycheff sont donnés par

où Jf = N~J et

Soit y e UN donné et uN e UN la fonction telle que

Introduisons les polynômes de Tchebycheff définis par

tn(cos 9) = cos nQ

(qui sont orthogonaux mais pas orthonormés pour le poids (1 — x2)~1/2).
Supposons que l'on ait

les coefficients an vérifieront

O

c'est-à-dire, en posant 0j = /̂  K et

'z Lz\pour j'= N ~~j'-j = ° ' - ' N

j j
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on obtient
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A

ZJ = I an cos

qui est valable pour j = 0,..., 2 N
En posant b0 = a0 et

, 1

> pour n — 1,..., JV

on peut réécrire ceci sous la forme

en effet, on a bien

2/ \

= ao

= V a t cos n8j .

En posant g = e2N+\ on a

2iV

n = 0

Par conséquent on peut passer des z} aux cn =
mée de Fourier rapide à 2 N + i points, car

f"/2 fen en utilisant la transfor-

2N

n = 0

n'est autre que la formule de la transformée de Fourier discrète (cf. Auslander-
Tolimieri [6]).

Le calcul des cn et donc des an, à partir des z3 ne requiert que 0{N log2 N)
opérations.
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Connaissant alors les coefficients an du développement de uN en polynômes
de Tchebycheff, on en déduira les coefficients a'n du développement de ôuNfdx
par la formule (l) :

a!n = 2 Sn pour 1 < n ^ JV , et a^ = So

où Sn est défini par récurrence

Sn = Sn + 2 + (rc + l)flB+1 n = N - l , N - 2 , . . . , 0 ,

et SN = SN + 1 - 0 .

Le calcul des a'n à partir des an coûte donc O(N) opérations.

Enfin, on calcule les - ^ (^) en utilisant la transformée de Fourier inverse,

et on aura

Au total, l'évaluation de Ky coûte O(N log2 N) opérations.
Il en résulte un gros avantage pour les schémas de discrétisation explicites.

Si Ton veut néanmoins utiliser des méthodes implicites du type de Crank-
Nicholson, il sera préférable de résoudre, à chaque pas de temps, le système
linéaire (5.9), à l'aide d'une méthode itérative (du type gradient ou gradient
conjugué, avec ou sans opérateur auxiliaire (2)) ne nécessitant que l'évaluation

du produit de la matrice M -I- — K par un vecteur donné, à chaque itération.

On notera que la présence de la condition aux limites uN{— 1) = 0 empêche
l'utilisation de la transformée de Fourier Rapide dans le cas de la méthode Tau.

Remarque 5.6 : II existe un autre choix possible que Gauss-Radau ou Gauss
pour les points de collocation dans (5.2) ou (5.4), il s'agit des points de Gauss-
Lobatto, qui, dans le cas du poids de Tchebycheff, sont donnés par

On ne sait pas démontrer de résultat de stabilité analogue à ceux démontrés
aux § 1 et 2, pour la méthode de collocation ainsi définie. Cela étant, cette
méthode se prête à l'utilisation de la transformée de Fourier Rapide à 2 JV
points au lieu de 2 N 4- 1, ce qui peut constituer un avantage déterminant,
les transformées de Fourier Rapide à 2" points étant plus courantes que les
transformées de Fourier rapides à 3" points.

0) Cf. Gottlieb, Orszag [1], p. 117.
(2) Cf. Glowinski-Lions-Tremolières [7].
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6. CONCLUSION

Les deux méthodes, Galerkin et Tau, que Ton a étudiées à la fois d'un point
de vue théorique et numérique, se comportent de façon très différente quand
on les applique à Féquation d'advection.

La méthode de Galerkin a l'avantage d'être stable dans les conditions les
moins sévères, et de se prêter à l'utilisation de la transformée de Fourier Rapide.
Deux avantages qui sont déterminants sur le plan numérique

Par rapport aux méthodes de différence finie, elle est beaucoup plus précise
pour les solutions régulières, et pas tellement plus coûteuse

Pour les solutions non régulières (par exemple discontinues) il suffit de lisser
la solution initiale, pour obtenir des résultats convenables, ne se dégradant
pas au cours du temps, contrairement à ce qui se passe dans les schémas de
différences finies dissipatifs

Ces conclusions optimistes ne concernent que le cas d'opérateurs linéaires
à coefficients constants.

Nos essais numériques actuels ne nous permettent pas d'être aussi optimistes
pour les problèmes d'évolution non linéaire avec formation de chocs comme
Téquation de Burgers, qui semblent nécessiter l'introduction de procédures
de lissage.
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