RAIRO. ANALYSE NUMERIQUE

CLAUDE JOURON

Sur un probléme d’optimisation ou la contrainte
porte sur la fréquence fondamentale

RAIRO. Analyse numérique, tome 12, n°4 (1978), p. 349-375
<http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1978__12_4_349 0>

© AFCET, 1978, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « RAIRO. Analyse numérique » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1978__12_4_349_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
(vol. 12, n° 4, 1978, p. 349 4 374)

SUR UN PROBLEME D'OPTIMISATION
OU LA CONTRAINTE PORTE
SUR LA FREQUENCE FONDAMENTALE (*)

par Claude Jouron (%)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — Ce papier étudie le probléme d’optimisation suivant : trouver le poids minimal d’une
structure dans le cas ot la fréquence fondamentale est fixée et ou I'on a des contraintes sur I’épaisseur de
la structure. La fréquence fondamentale est la plus petite valeur propre d’un probléme elliptique du
second ordre. Nous faisons également I'approximation numérique, par une méthode d’éléments finis, de
ce probléme.

1. INTRODUCTION

Un certain nombre de problémes d’optimisation en théorie des structures se
présentent sous la forme suivante : minimiser le poids de la structure en
conservant une valeur fixe pour la fréquence fondamentale de vibration avec des
contraintes supplémentaires portant sur P’épaisseur de la structure. Si Q est la
forme de la structure, u son épaisseur, A (1) sa fréquence fondamentale de
vibration,

J(u)=J u(x)dx (1.1)

son poids, C un ensemble convexe caractérisant les contraintes portant sur u et
Ay la fréquence fondamentale d’une structure de référence d’épaisseur uniforme,
alors le probléme considéré s’exprime sous la forme suivante :

@) Inf J().
l(l:t)e:l,

(*) Regu octobre 1977.
(*) Département de Mathématiques, Université Paris-Sud, 91405 Orsay.
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350 C. JOURON

Par un changement de variable, on peut se ramener au cas ou

ry=A(uy) avec u;(x)=1. (1.2)
Les travaux sur ce sujet sont nombreux, citons Armand et Vitte [1],

Armand [2], Haug, Pan et Streeter [9], Prager et Taylor [17], Taylor [22] et [23],

Turner [25], Weissharr [28], ¢f. aussi le livre & paraitre de P. Brousse [3]. Nous

n’étudierons ici que le cas ou la fréquence fondamentale est la plus petite valeur

propre d’un probléme spectral de la forme

div (a (u) grad w)+Ab (u) w=0, )

ow

a(u)g\jr=0, 5 (1.3)

ou(I'y, I'y) est une partition de la frontiére I' de Q et v la normale 4 I', extérieure
a Q. a (u) et b (u) sont des fonctions de u vérifiant certaines hypothéses que ’on
précisera ultérieurement. Naturellement, le principe de maximum va jouer un
role fondamental.

Le convexe C sera ici :

Cop={ueL*(Q); a <u(x) < B p. p. dans Q}, (1.4
ou
O<a<l<B=E+oo. (1.5)

C’est ’un des problémes que nous avions étudié en [10]. Nous indiquons ici les
résultats essentiels obtenus.

Le plan de ce travail est le suivant. Au paragraphe 2 nous étudions les
propriétés de la fonction A(u), nous démontrons en particulier que A est
dérivable, psendo-concave et s, ¢. s. pour la topologie faible x de 1. (Q). An
paragraphe 3 nous obtenons des conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité pour le probléme () ainsi qu’un théoréme d’existence de solutions.
Au paragraphe 4, nous étudions 'approximation de (%) par une méthode
d’¢léments finis. Nous terminons ce paragraphe en décrivant bri¢vement un essai
numérique effectué sur un exemple précis. Enfin, en Appendice, nous rappelons
la définition et les propriétés des fonctions pseudo-concaves, puis nous obtenons
des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour un probléme
d’optimisation abstrait, résultats que nous appliquons aux paragraphes 3 et 4.

2. ETUDE DE A ()
2.1. Enoncé du probléme spectral

Soit Q un ouvert borné connexe de R” de frontiére I' lipschitzienne. On
désigne par (., .) [resp. (., .))] le produit scalaire de L?(Q)[resp. H} (Q)], par
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OPTIMISATION AVEC CONTRAINTE SPECTRALE 351
|| -llo (resp. || .||} la norme de L? (Q) [resp. Hj ()] par <., .) le crochet de
dualité entre H} (Q) et son dual H™* (Q) et par |.|, la norme de L* (Q).

Soit % I’ouvert de L*® (Q) défini par
U= {ueL”(Q); Io(u) > 0 tel que u(x) = () >0 p. p.} 2.1
Soient a et b deux fonctions possédant les propriétés suivantes :
a 10, +*[—]0, +*[ de classe 4, concave, 2.2
b :]0, +*[—10, + [ de classe %2, convexe. (2.3)

Pour tout ue% on peut définir a(u)e L* (Q) par

a(u) (x)=a(u(x)). 2.4
De la méme fagon, on définit b(u). Il est facile de voir que a et b possédent les
propriétés suivantes :

a(u) et b(u) sont des éléments de %, 2.5
a et b sont de classe €' sur % et si he L*(Q), (2.6)
a'(u).h:xeQ ~ a'(u(x))h(x),

b'(u).h:xeQ ~ b (u(x)h(x),

a et —b sont concaves sur % }

2.7
par rapport au cone des fonctions positives p. p. @7

Soit ue; appelons A, I'isomorphisme de H} (Q) sur H ™! (Q) défini par
(A,,w,(p>=ja(u)(x)Vw(x).V(p(x)dx, 2.98)
Q
ou (w, @) e (H§ (Q))*. A, est un opérateur auto-adjoint de L? (Q) dont 'opérateur

réciproque est un opérateur compact de L2(Q). Soit B, 'opérateur de L*(Q)
défini par :

B,w=b(u)w. 2.9
Pour tout ue% A, et B, vérifient :

@) ||w|* £ <4yw, w) £ |a)]s || w]] (2.10)
a(b ()| w]}3 < Buw, w) < |b@)]. || w3 (2.11)

On sait, voir par exemple Miklin [14], que le probléme spectral
A,w=AB,w, (2.12)
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352 C. JOURON

admet un ensemble dénombrable de valeurs propres

O<A SA<...SAS..

Aw— + 00, n— +o0.

En utilisant le principe du maximum de Stampachia [20], on montre que la plus
petite valeur propre A(u)=A, est simple et on peut caractériser cette valeur
propre par (2.13) (2. 14).

ProrosITION 2.1 : Pour tout ue il existe un et un seul couple (A(u),
w(u))eR x H (Q) vérifiant (2.12) et tel que

w(u; x) = 0 p. p. dans Q, (2.13)

j w?(u; x)dx=1. (2.14)

De plus, \(u) est la plus petite valeur propre de (2 .12), elle est simple et elle
vérifie :

CAyw, wy  (A,w(u), w(u)

A= Inf Buw, w)  (Byw(u), wu)"

we HY (Q)
w#0

2.15)

REMARQUE 2.1 : On a considéré, pour fixer les idées, un probléme ou les
conditions aux limites sont de type Dirichlet. On peut trés bien considérer un
probléme de type (1.3); il suffit de remplacer H} (Q) par

9 W ZaS 1

W= {weH"{Q), w|r,=0}

et de supposer que la mesure superficielle de I'; est non nulle.

Avant d’étudier les propriétés de A (1), nous allons indiquer les exemples qui
nous ont conduit a faire les hypothéses (2.2) et (2.3).

Exemple 1 : On prend
au)=u, buy=1
c’est 'exemple traité dans [1].
Exemple 2 :
a(u)=u, buy=u+35

ou & est un scalaire strictement positif. C’est I’exemple étudié¢ par Armand et
Vitte [1] dans le cas n=1, puis par Armand [2] pour n=2.

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Exemple 3 :
1
a(u)=1, b(w=—,
u

c’est I'un des exemples de [9].
Nous allons maintenant étudier les propriétés de A (u) comme fonction de u.

2.2. Propriétés de A (u)
ProrosiTioN 2.2 : Les applications
ue¥ — zueR,
ue - wueH(Q),
sont continues.

Démonstration : Soit une suite (u,) de % telle que u, - ue % quand n — + oo.
Gracea(2.5),(2.6),(2.10),(2.11),(2.15), on montre que A (u,) est borné dans R
et que w(u,) est borné dans H} (). On peut donc, de la suite (u,), extraire une
sous-suite toujours notée (u,) telle que :

A(u,) = A, dans R,
w(u,) > w, dans H} (Q) faible et dans L*(Q) fort,
w (U, (x); x) > wy (x) p. p- x€Q.
Si on passe a la limite dans
(A, ww,), 9>=(B,w,), )  pour ¢eHi(Q),

on constate que (A, w,) vérifie (2 .12),(2.13),(2. 14). La proposition 2 . 1 permet
alors d’affirmer que

(s wi) = (A (), w(w))

et que ce sont les suites toutes entiéres qui convergent vers (A (), w(u)).
Il nous reste & démontrer que

w(u,) » wu) dans H(Q) fort. (2.16)
Posons

E,={A4, wu,)—ww), wu,)—w)).

On a pour n assez grand :

B2 Y wiu) - w@]f.
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354 C. JOURON

Et donc, pour démontrer (2. 16) il suffit de vérifier que

E,—»0 quand n-— +oco0. (2.17)
D’apres (2.12) et (2.15) E,, peut s’écrire

E,=E, \+E, ,+E, 3

ou

E, = J (@(u,) — a () (x)| Vw(u; x)|? dx,
Q
E, 2=)"nj (b (un) (x) w (n; X) { w (up; X)—w (u; x) } dx,

E, 3= f {2 () b (1) () 10 (5 ) — A (1) b (1) () w (1 x) } w0 (u; x) dlx.

Q
Constatons que chacun des termes E, ,pour i=1, 2, 3 tend vers zéro quand
n—+ o0, ce qui implique (2.17).

REMARQUE 2.2 : Murat [15] a montré qu’il existait des exemples simples pour
lesquels l’application u — A (1) n’est pas continue pour la topologie faible « de
L (Q). Il a considéré ’exemple 1 avec Q=]0, 1] et a exhibé, en utilisant ses
travaux [16] une suite (u,) vérifiant :

u,,EC,,, B>

u, — u pour la topologie faible *,

1 1
— ——pour la topologie faible *,
U, v

A(u,) > A(v),
w(u,) = w(v) dans H5(Q),
avec
M) # A ().
THEOREME 2.1 : Les applications
u— Au),
u— w(u),
sont différentiables en tout point uy de U, de plus

j { (@' (o) . v) (%) | Vwo (x) |2 = Ao (b (o) - v) (x) w (x) } dx
A (ug). v =2

. (2.18)
j b (uo) (x) w} (x) dx

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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ou
wo=w(ug), Ao=A(uo), ve L*(Q).

Démonstration : La démonstration est identique a celle de Mignot [12] ou [13]
qui a traité un cas particulier.

Considérons la fonction F de
U xHy(Q) xR dans H™ !,
définie par
F(u,w, \)=A, w—A B, w.

Compte tenu de (2.6), il est facile de voir que F est de classe #' sur
U xH§(Q) xR.
Posons

Y= (w, N),
A0=Auo, B0=Buo,

oF oF oF oF
(6—15)0_ 6—u;(u°’ wo, M), (5}:>0= ﬁ(uo: Wo, Ao),

oF oF
(a)o_' E(uo: Wy, ?"0)’

Si={weL*Q); ||wllo=1}.

Ona

OF
<a)o 7\,= —)\,Bo Wy,

par conséquent

oF
<ﬁ> est un isomorphisme de R sur R By wyg. 2.19)
0
On a
oF 1
% 0=A0—‘x0B0=}\,0A0 X;I—GOBO ) (220)

ol G, est I'opérateur réciproque de A, isomorphisme de H§(Q) sur H™'(Q).
Remarquons que B, w, est un vecteur propre de (G, Bo)* = B, Gy, associée a la
valeur propre simple 1/A, et, par conséquent, d’aprés l’alternative de
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Freedholm : (1/Ay) I — G, By est un isomorphisme de wg sur (Bo wo)* et donc
de H§ (Q) n wg sur HY (Q) N (Bo wo)* [+ désigne P'orthogonalité par rapport
au produit scalaire de L? (Q)]. D’autre part, 4, est un isomorphisme de
H} (Q) 0 (B wo)* sur wd ot

wd= {fe H™*(Q); (wo, f>=0}

et donc I’expression (2 . 20) de (0F/0w), montre que

a_F : : L 1 0
F est un 1somorphisme de wg N Hy(Q) sur wg. (2.21)
0

Comme

oF oF oF
<ﬁ>o.(w,k)= (5):)0 A+ <%)O.w

(2.19) et (2.21) impliquent que

oF

<6_I7) est un isomorphisme de R x (H(Q) n wg) sur H™1(Q), (2.22)
(o]

car RBywo, ® wd=H ™' (Q).

On peut alors appliquer le théoréme des fonctions implicites a la fonction F
définie sur

U x {(H5(@)nS;) xR},

au point (ug, (wo, Ao)). Et, par conséquent, il existe une boule D de centre u, et une
fonction continue unique Y (1) définie dans D de classe € telles que

Y (uo)=(wo, o), (2.23)
Ywe(H)Q)NS)xR, VYueD, (2.24)
F(u, Y w)=0, VueD. (2.25)

Or, si I'on pose ¥ (u)=(w ), hu), ¥(u) vérifie (2.23), (2.24), (2.25) et est
continue (prop. 2 .2), par suite ¥ (u)= Y (u) et w (1) et A () sont différentiables au
point u,. La premiére partie du théoréme 2.1 est démontrée.

Draprés (2.25), on a

oF , OF , [ OF
<a>o (A (o) . v)+ <%>0.(w (up) .v)= — (5;)0 ..

R.A.IR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Compte tenu de (2.21)on a

OF
<<%1;—>0 (A () . v), w0> =— <(5;)0 .0, wo>,

ce qui nous donne, tout calcul fait, (2.18).

REMARQUE 2.3 : Constatons que A’(u) n’est pas un €lément quelconque de
(L* (Q)) puisqu’il appartient a L (Q).

REMARQUE 2.4 : PourVinstant, la concavité de a et de — b n’est pas intervenue.
Nous allons maintenant faire intervenir cette hypothése.

THEOREME 2.2 : Pour tout (u, v)e% X% on a

J b (1) (x) w? (u; x)dx
Q

M) < Mu)+ ) (u). (0—u) (2.26)

f b @) (x) w? (u; x)dx .
Q

Démonstration : La propriété (2.7) implique
a (u).(v—u) = a@®)—a(u),
b (u).(v—u) < b(v)—b(u.

Appelons A la quantité située a droite dans ’inégalité (2.26). Si, dans A on
remplace A'(u).(v—u) par son expression (2. 18), on obtient, compte tenu des
inégalités précédentes,

j a(v)(x)|Vw(u; x)|* dx
Az

J b (v) (x) w? (u; x)dx

Q
et donc
Az A().
COROLLAIRE 2.1 : La fonction
u—Au),

est pseudo-concave sur U.

Démonstration : Cela résulte de la définition des fonctions pseudo-concaves
(¢f- Appendice) de (2.26) et de (2.11).
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358 C. JOURON

COROLLAIRE 2.2 : La fonction
u— hlu).

est S. C. S. (semi-continue supérieurement) sur le convexe C, pour la topologie
faible ¥ de L™ (Q) ou

C,={ueL®(Q);u(x) = a>0p. p. dans Q}, a étant fixé.

Démonstration : 11 suffit de montrer que

lim sup A (1) < (@) 2.27)
u—ueC,
ueC,

Ecrivons (2 .26) pour (u, u) :

jb(ﬂ)(x)wz(ﬁ; x) dx
Mu) M@+ @) . (1 —u) 2

f b (u) (x) w? (u; x)dx

Q

Puisque u converge vers u pour la topologie faible * de L® (Q) u est borné dans
L*® (Q) et donc

O<o; EbW(x)< B =+ p.p.

D’ou une nouvelle majoration de A (u) :

X(u)§k(ﬁ)+%'(ﬁ).(u—ﬁ)aij‘ b (u) w? (u) dx. (2.28)
1Ja

D’aprés la remarque 2.3 A'(u) est un élément de L' (Q), par conséquent,
lim A/ (1) . (u—u)=0

Et donc, si on passe a la lim sup dans (2.28), on obtient (2.27).

REMARQUE 2.5 : Les résultats précédents s’appliquent aux trois exemples
considérés. Dans le cas de I’exemple 1, il est facile de voir que A est concave, par
contre dans le cas de I’exemple 3, on montre que A n’est pas concave.

3. ETUDE DU PROBLEME D’OPTIMISATION

Le probléme (2) décrit dans le paragraphe 1 est maintenant bien défini

(#) Inf J(u),
ueC,p
Au)=%,

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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ou J, & et C,, 4 sont définis respectivement par (1.1), (1.2) et (1.4), (v, B) étant
donné et vérifiant (1.5).

Considérons la fonction u, définie par
U, (x)=w.
Cette fonction vérifie :
J(uy) < J(u), VueC, g, u#u,

Nous allons appliquer les résultats, obtenus dans un cadre abstrait, énoncés et
démontrés dans I’Appendice. Introduisons le probléme

(2) Inf J(w.
ueC,
Auyz M

THEOREME 3.1 : On suppose que

Muy) <2y (3.1
Ju,eC, p tel que A (u,) > Ay 3.2
alors :

(1) les problemes (P) et (2) sont équivalents;

(ii) ue C,,y est solution de (P) si et seulement si L (u)=X; et 31 < O tel que
JW)—JW+n\ w).(v—u)=0, VoeCyyp, (3.3)

(iii) Pensemble S (P) des solutions de (P) est convexe et {w(u); uesS (9)} est
réduit d un élément;

(iv) si B <+ o0, le probléme (P) admet au moins une solution.

Démonstration (i) et (ii) découlent du corollaire A.1, J étant affine, on a
J (W) (v—u)=J (v)—J (u).

Démontrons (iii). L’ensemble

K={ueCypru)=r}

est convexe d’aprés la proposition A . 1. Par conséquent, le probléme (2) est
convexe et donc S (£) est convexe.

Soient u, et u, deux solutions de (#). Posons w, =w (u,) et w, =w (u,). A est
constant sur le segment [u,, u,] par suite :
A (ug) . (uy —uy)=0.
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360 C. JOURON

Si I’on remplace A’ (u,) . (4, —u,) par son expression (2. 18), on obtient, compte
tenu de la propriété (2.7) :

L(a(ul)—a(uz)) (x)| Vwa (x)|?dx £ 2, L (b () — b (u2)) (x) w3 (x) dx.
D’ou

La(u1)(x)|vwz ()| dx

Az

Lb(ul)(X) | w2 ()| dx

Par conséquent, w, est un vecteur propre associé¢ a A, et donc w, =w;.
Démontrons (iv). La fonction A (u) étant faible + S. C. S., 'ensemble K est
faible » fermé. Comme cet ensemble est borné, il est faiblement * compact. J est

faible x continue, par suite, le probléme (2) et, donc le probléme (£), admet au
moins une solution.

ProposiTiON 3.1 : La condition (3 .3) est équivalente a : 3e > 0 vérifiant :

gu;x)<e p.p. xeQp={xeQ u(x) <P} (3.9
et
gu; x)Z e p.p. xeQ,={xeQ;u(x)>a}, (3.9

\
'
“u

[

g(u; x)=a'@(x)|Vw; x) > =y b’ @) w’ @ x).
La démonstration de ce résultat est classique.

REMARQUE 3 . 1. Dans le cas des exemples 1, 2 et 3, il est trés facile de voir que
I’hypothése (3.1) est vérifiée. Si I’on considére la fonction u, définie par

u(x)=vy,
ou
1<y<B,

P'hypothése (3 . 2) est vérifiée. On peut par conséquent appliquer le théoréme 3 . 1
et la proposition 3.1.

Dans le cas de ’exemple 3, la condition nécessaire et suffisante d’optimalité
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s’écrit 3e > 0 tel que

w? (u; x)
u’ (x)

w? (u; x)
u’ (x)

Se p.p. xeQy,
=e p.p. xeQ,

et grice a ces relations on peut montrer unicité de la solution.

REMARQUE 3.2 : C’est D. Serre qui, dans le cas de 'exemple 2, a associé au
probléme (&) le probléme (2).

REMARQUE 3. 3 : Dans le cas de I'exemple 1, puisque A est concave, I’hypothése
(A . 19) est vérifiée et on peut appliquer la proposition A . 4.

4. APPROXIMATION DU PROBLEME (%)
On suppose, bien que cela ne soit pas nécessaire, que le domaine Q est &
frontiére polygonale.

Soit 7, une suite réguliére de triangulations de Q (c¢f. Ciarlet [5]). On
supposera que ces triangulations vérifient I’hypothése supplémentaire suivante :

si @ (h) est le plus grand des angles de tous les triangles de 7, on a

Yh, 6(h)§g. @.1)
On désigne par s, s, S3,. . ., Sy les sommets de la triangulation, par &,
I’ensemble de ces sommets et par Ty, T,,. . ., Tp les triangles de 7.

4.1. Approximation des espaces

Soit W), I’ensemble des fonctions affines sur chaque triangle de 7, continues

sur Q et nulles sur la frontiére I' de Q. W, est un sous-espace de H} (Q). On
désigne par @y 4, 2, - - -, Py , la base habituelle de Wy et par Wy W,. . . Wy
les composantes suivant cette base d’un vecteur w, de W,. On identifiera w;, au
vecteur (W;) de R".

Pour tout we%2(Q) ~ H} (Q), on définit r,we W, par
rw(s)=w(s), Vj=1,2,...,N.
On a d’aprés [24] :
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LEMME 4.1 : Pour tout we H§(Q) et tout h > 0, il existe w,€ W), telle que si
we C*(Q), w,=r, w et w, converge vers w dans HY (Q), quand h tend vers zéro. On
définit ainsi ry, sur tout H} (Q).

Soit U, I’ensemble des fonctions constantes sur chaque triangle de €.
L’ensemble (y,) des fonctions caractéristiques de ces triangles forme une base de

U,. On identifiera tout élément u, de U, au vecteur (U,) de R? ou U, est la
composante de u, suivant y,.

Pour tout ue C,, 5 on définit :
gnu=(Uy),

ou

k

1
U= dx.
aire 7, L“(") *

LeMME4 .2 : Pour tout ue C,, g, g, u est un élément de C, g, q, u converge vers u
dans L' (Q) pour la topologie forte et g, u converge vers u dans L® (Q) pour la
topologie faible x si B < + 0.

Démonstration : On démontre facilement que

gnu—u dans L' (Q) fort.

Dr’autre part, si § < + oo g, u est borné dans L® (Q) et par suite

qru—u dans L*(Q) faible *.

4.2. Approximation du probléme spectral
On va approximer le probléme spectral (2. 12) par : trouver (wy, Ay)e Wy xR
tel que

L a(up) (X)Vwy (x). V o (x) dx =21 j b (up) (x) wy (%) @n (x) dx,

Q

Yo e W,. 4.3)
Le systéme (4. 3) s’écrit sous la forme matricielle suivante :

A, w, Wh =Xy By, 4, Wy (4.4)
ou 4, , et B, sont des matrices carrées d’ordre N définies par

Ah,u,, = (aij (uh))’
Bh,u,, = (bij (up)),
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avec

= 5 alu) | V0,,00.70,,02 @.5)
= Ty

b= 5 b [ oot @.6)

Les matrices 4,, et B,, sont symétriques définies positives. Grace a
I’hypothése (4.1) et les travaux [4] et [6] la matrice 4,, est une matrice
irréductible dont les éléments non diagonaux sont négatifs ou nuls, les éléments
diagonaux étant positifs. La matrice 4;, B, , est donc une matrice dont les
€léments sont strictement positifs. On peut, par conséquent, appliquer le
théoréme de Perron-Frobenius et obtenir la caractérisation suivante de la plus
petite valeur propre de (4.4) :

ProrosiTioN 4.1 : Il existe un et un seul couple (A, (up), wy,(u,))eR x W,
vérifiant (4 .4) :

Wi(u) 20 (wy (up) = (W (1)) @.7

et

Jwﬁ(uh;x)dle. 4.8
Q

De plus ), (u,) est la plus petite valeur propre du probléme (4 . 4), elle est simple, elle
vérifie

j a(u) ()| V w, (x) | dx
M) = Inf <2

v | b o]

j a(“h)(x)|V Wy, (up; x)lzdx
=2 . 4.9

J b (us) (x) w7 (up; x)dx
Q

THEOREME 4.1 : Les applications
u, €U N Uy, — N, (u,)eR,
U, e N Uh - wh(uh)e Wh,
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sont différentiables en tout point u{® de U n U, de plus

A () . v,

j {2 ()| Vl? () [7 = b’ (uf () wh? (x)* } v (x) dx
Q

, 4.10)
j b (U () wl® (x)? dx
Q

ou
WO =w,u?) et MO =, ), v, € U,

Démonstration : On démontre tout d’abord, comme dans la proposition 2. 2,
que ces deux applications sont continues. Puis I’on fait la méme démonstration
que celle du théoréme 2.1 en prenant comme fonction F la fonction :

Fy(un, wp, \)=A4, , wpy—A B, , wy

de %4 " U,x W, xR dans W,
Comme dans le paragraphe 2, on démontre :

THEOREME 4 .2 : Pour tout (u,, v,)e(@ nU,)?, ona

f b (1, (x)) wi (uy; x) dx
Q

A (0n) = Mo (un) + Mg () - (0 — 1) (4.11)

J b (v, (x)) w7, (uy; x) dx
Q
On en déduit :

COROLLAIRE 4.1 : A, est pseudo-concave sur U N\ U,,.

REMARQUE 4.1 : Dans le cas de I’exemple 1 A, est concave.

4.3. Approximation de (2)
On pose
7\4., 1=hx(1),

et on va approximer le probléme (%) par

(gh) Inf J (uh).
u€Cy g Uy
dadi) =k, |

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



OPTIMISATION AVEC CONTRAINTE SPECTRALE 365

On considére également le probléme
(24) Inf  J (uy).
u€C, gn Uy
Mo () = Ay 4
Constatons que la fonction u,(x)=o est un élément de U, et qu’elle vérifie
J(uu) < J(uh), VuhECa,Bﬂ Uh-

THEOREME 4.3 : On suppose que

M) < Ay i 4.12)
Ju, ,€Cy pn U, tel que Ay(uy, 4) > Ny 4, 4.13)
alors;

(i) les problémes (2,) et (2;) sont équivalents;
(ii) u,eC, g U, est solution du probléme (2,) ou (2y) si et seulement si
M (‘Ih) = 7%, 1
et 3n, <0 tel que
J@) = J @)+ (). (v, —u) 20, Vo,eCq g Uy, 4.14)

(iii) Pensemble S (2)) des solutions de (2,) est convexe et { wy,(uy) | une S(2y) }
est réduit a un élément;

(iv) le probléme (2,) admet toujours au moins une solution (p < + 00).

La démonstration de ce théoréme est identique a celle du théoréme 3.1. Si
B= +oc on a existence, car pour u,€C, s N Uy J (1) est une norme.

4.4 . Etude de la convergence

Nous allons maintenant étudier, dans le cas de ’exemple 1, la convergence de
ce probléme (2,) lorsque le pas de discrétisation h tend vers zéro.

THEOREME 4 .4 : Dans le cas de exemple 1, si B < + o0 et si iy, est une solution
de (2,) on a le résultat suivant :

(i) lim J (u,)=1Inf (P) et

h—0

(ii) on peut extratre de la suite (u,) une sous-suite convergeant vers une solutionu
du probléme (2) pour la topologie faible * de L™ (Q).

Démonstration : Puisque A, est concave, on peut appliquer la proposition A . 4.
Par suite 31, < 0 tel que

J Un) = J () + 15 (R (03) — M (1)) 2 0, Vu,eCopn Uy,
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en particulier
J(gn0) = J (up) + M (An (gn ) — Aa (1)) Z O, Vvely,p. (4.15)
Admettons pour linstant le :

LEMME4.3:0na:
@) My, g > Ay et Ay g > Ay quand h— 0,
(i) ¢ £ My < 0 ou ¢ est une constante négative,
(iil) lim sup A, (u,) < M(w) si (u,) est une suite d’éléments de C, 5 NU,
convergeant vers u pour la topologie faible « |

(iv) YveC, plim Ap(gyv)=A ().
h—0

Donc, on peut extraire de (1)) et de (u;) des sous-suites toujours notées () (145)
telles que

N — ¥,

up — u*.

On passe a la limite dans (4. 15) et on obtient :

J@=J @) +n*{A@®)—r } 20, VvelC,,.

De plus,

Ay =lm A, ;=lim sup A, (u,) < A (u*).

Par conséquent, d’aprés la proposition A .4, u* est une solution du probléme
().

On vient donc de montrer la partie (ii) de ce théoréme. La démounsiration de (i)
a partir de ce résultat est classique.

Démonstration du lemme 4.3 : Le résultat (i) est dans Strang et Fix [21].
Ecrivons (4 . 15) avec v(x)=ug(x)=P, on obtient alors :
J (uu) —J (uB)
p—1
d’ou (ii).
Démontrons (iii). D’aprés (4.9), on a

= ﬁh)\'l,h < Mk,

u, ()| Vryw(u; x)|* dx

AR

ryw(u; x)% dx
Q
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et, en passant a la limite, compte tenu du lemme 4.1, on obtient le résultat.

Démontrons (iv). D’aprés (4.9), on a

I gutt (x) |V rw(u; x)|* dx
M (gnu) S 22

|y (u; x)|? dx
Q
et donc A, (g, u) est borné indépendamment de h. Et comme
J qntt I V w,, (s (u; x)) |2 dx =%y (qnu),
Q

wy, (g, u) est borné dans H} (Q).

Par conséquent, il existe des sous-suites (A, (g, #)) et (w, (g, u)) telles que
M (g u) = A%,
wy (g, u) » w* dans H} (Q) faible et dans L?(Q) fort,

wy (g u; xX) » w*(x) p.p. xeQ.

D’aprés (4.3) on a, pour tout we H(Q) :
J gy (x) Vo, (g, u; x) Vriyw(x)dx =2, (g, u) J‘ Wy (G v5 X) 1w (X) dX.
Q Q

Puisque V wy, est constant sur chaque triangle T} pour tout w,e W, et que g, u
est définie par (4.2), 1’égalité précédente s’écrit :

‘[ u(x) Vwy (qy u; x) Vry,w(x) dx =4y (g, 4) j Wy (g W) 1y w(x) dx.
Q Q

On peut alors passer 4 la limite et grace aux lemmes 4.1 et 4.2, on obtient

ju(x)Vw*(x).Vw(x)dx=k*Jw*(x)w(x)dx, Ywe HY(Q).
Q o

Comme w* vérifie (2.13) et (2. 14), 1a proposition 2.1 permet d’affirmer que
Mu)=\*,
wu)=u*
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et que ce sont toutes les suites A, (g, u) et wy, (g, u) qui convergent vers A (u) et w (u).

REMARQUE4 .2 : Dans le cas de I'exemple 2, le lemme 4 . 3 est vérifié mais on ne
peut écrire (4 . 15) car ’on n’a pas pu démontrer que vy, — J (v, + A, (vy)) est une
fonction pseudo-convexe sur C, s U, pour tout n < 0.

4 .5. Résultats numériques
On a résolu le probléme (2,) par la méthode du Lagrangien augmenté
¢f. Rockafellar [18] et [19] et Fortin [7]. Décrivons bri¢vement cette méthode.
Pour tout € > 0, u,e U, N C, p, peR_.

On pose
A —Ant \
N e
ou -
s si <0,
&-= 0 si £=0.

On démontre facilement que si (i, , p;, ») est point selle sur C, s~ U, xR_
de #.(u,, p) alors u, , est solution du probléme (2,). La méthode du
Lagrangien augmenté consiste a trouver un point selle de %, (u;, p) de la fagon
suivante : on part de p®eR_. On calcule ut?, p©,. . ., uf®, p.

On détermine ujf * Ve C,, s n U, qui minimise sur C, s Uy, :

up = L, (uy, p™) (4.16)
et on pose
n+1)y__
p(n+1)=(p(,,)+7»h(u§. p) 7\-;:,1) ) @.17)
\ = S

Onrésoud (4. 16) par une méthode de gradient. La détermination d’une valeur
approchée de A, (uff+ 1) a été faite par la méthode de la puissance inverse itérée.

Nous avons effectu¢ des essais dans le cas des exemples 2 et 3 avec des
domaines Q de R et de R?. Nous indiquons ici les résultats obtenus dans le cas de
I’exemple 3 avec Q=]0,1[, B= + oo et comme conditions aux limites

w(0)=w'(1)=0.

On peut résoudre les conditions nécessaires et suffisantes (3 . 4), (3. 5) couplées
avec (2.12). Si on pose

v

o

A, sin?@
0)=4 [ .
n(6) 4\/; 5
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On obtient alors pour I’épaisseur de la structure optimale

o O§X§X0;
u(x)= : o

sin? 90 sin (6 (x)) Xo=x=1,

ou (xg, 6¢) est solution du systéme

200—sin20,—m=p(0o)(xo—1)
8Exo _ 180

af —3\/}‘_,
3

et 0(x) est solution de

20—sin 20—n=p(0;) (x—1).

—

Afin de considérer les mémes données physiques que [9], nous avons pris

u; (x)= 1_0‘}3%\/135 =0,1302940. . .

[au lieu de u, (x)=1]

et a=0,05.
Dans ce cas, on a

A=A (u;)=0,0418879 . . .

et le poids minimal
1

M= j u(x)dx=0,114034. . .
0

On a discrétisé I'intervalle [0, 1] en 20 intervalles (donc P=20et h=1/20). On a
obtenu, au bout de 5 itérations de la méthode de la puissance inverse itérée

)\'l, h =0,041 912

La convergence et la vitesse de convergence dépendent du choix de la méthode
du gradient et de £. Pour I’un de ces choix, nous avons obtenu la convergence en
4 itérations et

A (4§%) = 0,0419 36,
1

f uf® (x)dx = 0,114 123,
. :
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max |u((k—(1/2)h)—UP|
1sksP ——£0,0013,
max u(x)
x€[0,1]

u® =(U®)eRP.

REMARQUE 4.3 : Nous n’avons pu démontrer la convergence du probléme
approché vers le probléme continu dans le cas des exemples 2 et 3. Néanmoins,
les essais numériques effectués, dont I’'un deux est décrit ici, ont montré que u,
solution de (2,) approxime bien une solution u de ().

APPENDICE

Nous allons ¢étudier, dans un cadre abstrait, un certain probléme
d’optimisation afin d’appliquer, les résultats obtenus, a notre probléme
d’optimisation en théorie des structures.

Auparavant rappelons les propriétés des fonctions pseudo-convexes et quasi
convexes. On trouvera dans Mangazarian [11]la démonstration de ces résultats
dans le cas ou E est de dimension finie mais ces démonstrations sont valables
dans le cas ou E est de dimension infinie.

Soient Eun E. L. C. S.sur R, C un convexe de E et G une application de C dans
R. Posons pour tout eecR :
Ac={u; Gu) < e}.

DEFINITION A .1 : (i) on dit que G est pseudo-convexe sur C si G est Gateaux
différentiable sur C et si

Yu,v)eCxC, G'W).o—u)=0 = G =G, (A.1]
(ii) on dit que G est pseudo-concave sur C si —G est pseudo-convexe.

REMARQUE A .1 : Une fonction convexe et Gateaux différentiable sur C est
pseudo-convexe.

ProrosITION A .1 : Si G est pseudo-convexe sur C alors :
(i) A. est convexe pour tout ecR,;
(i) V(u, )eC xCVEe[0, 1],
GEv+(1-E)u) = Max(G (), G(v)); (A.2)
(iii) V(u, v)eC xC tel que G(v) £ G(u) alors G’ (u).(v—u) £ 0; (A.3)
(iv) V(u, v)eC xC tel que G(v)#G(u) alors VE€]0,1[;
ona

GEv+(1-E)u) < Max (G (u), G(v)). (A.4)
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REMARQUE A .2 : Les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes; on dit dans ce cas
que G est quasi convexe. La propriété (iii) est équivalente & I'une des deux
premiéres si G est Gateaux différentiable.

Soient J et A deux fonctions de E dans R. On s’intéresse aux problémes
d’optimisation suivants :
() Inf J(u),

ueC
Muy=>,

(2) Inf Ju),
ueC
Az,

ou )\,1 =?\.(u1), [23% GC.
ProrosiTioN A .2 : On suppose que

J est pseudo-convexe sur C, (A.5)
M\ est continue sur C, (A. 6)

Ju, e C tel que A (u,) < Ay et pour tout ue Cu % u, implique J (u) > J (u,)
alors les problémes (P) et (2) sont équivalents, c’es-a-dire toute solution
de () est solution de (9) et réciproquement. (A.7)

Démonstration : On a
Inf 2 < Inf 2.
Supposons que cette inégalité soit stricte, cela signifie
JveC tel que A(v) > Ay,
J(v) < Inf 2,
(A.7) et (A.2) montrent que
VEe[0,1], J(Eu,+(1—-8)v) £ Max (J (u,), J (v))=J (v) < Inf 2. (A.8)
A étant continue sur [u,, v] il existe £,€]0, 1] tel que
A€o U +(L—Eg)v)=2y
et, par conséquent,
J (ot +(1—=Eo) v) 2 Inf 2,
ce qui est en contradiction avec (A . 8). Par suite, on a
Inf Z=Inf 2 (A.9)
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Cette relation nous montre que si u est une solution de (#), alors u est une
solution de (2). Etudions la réciproque.

Soit u une solution de (2). Si M(u)=»%,, alors u est une solution de (#). La
proposition sera complétement démontrée si I’on montre que I’assertion

Au) > A, (A.10)
est absurde.

" Supposons (A . 10) vérifiée, alors 3,10, 1[ tel que A (§o u,+(1 —&p) w=»x.
De plus, d’aprés (A.7) (A.4),on a

J (o iy +(1—E&o) ) < Max (J (u,), J () =Inf 2.
Compte tenu de (A .9), on arrive a la contradiction

JEquy+(1—Eg)it) < Inf 2.

PRrOPOSITION A .3 : Sous les hypothéses (A .5) :
A pseudo-concave sur C, (A.11)
Ju,eC tel que h(u,) > Ay, (A.12)

on a : ueC, vérifiant A(u) = )\, est solution du probléme (2) si et seulement si
in £0 tel que

J@).0—@)+n\@.0—0) =0, VYveC, (A.13)
7 O (@) = Ay) =0. (A.14)

Démonstration : (1) Nous allons tout d’abord montrer que la condition est
nécessaire. Soit u unc solution de (2), alors, d’aprés Halkin [813(n,, ny)eR? tel
que

(Mo, N1)#(0,0),

No=0n, =0,
Nod W) .(v—u)—n, . MW .(v—u) <0, VveC, (A.15)
N1 (A (@) —Ay)=0. (A.16)

On va montrer que ny#0 car, alors en divisant (A .15) et (A . 16) par no, on
obtiendra (A .13) et (A . 14).

1% cas : n; =0 alors o #0.

2° cas : M, #0 alors dans ce cas on a
Au)=2,.

Supposons n,=0 la relation (A . 15) s’écrit alors

M@ .o—) <0, VveC
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et donc, d’aprés (A .11) :
MpyEMw), VveC.
En particulier
Aw,) S Ay

ce qui est en contradiction avec (A .12).

(ii) Montrons que la condition est suffisante. Soit we C vérifiant A (u) = Ay,
(A.13) et (A.14).

1% cas : 1n=0. (A.13), (A.5) impliquent alors
Jw)=J(w), VveC
et donc u est solution de (2).

2° cas : n#0 alors nécessairement A (1) =02, .
Soit ve C vérifiant :

Av) = Ay =h(u),

alors (A . 11) implique :

M@ .v-u)=0

et donc

J (). v—u) 20,

ce qui, d’aprés (A .5) montre que u est solution de (2).

B CoROLLAIRE A . 1 : On fait les hypothéses (A .5), (A.7), (A .11) et (A .12). Soit
ueCtel que h(u)=X,, alors uest solution de (:#) si et seulement si 3n < 0 tel que :
J'u).o—w)+nA@).(v—u) 20, YveC.

De plus, (#) et (2) sont équivalents.

Démonstration : On applique les deux propositions précédentes et on montre,
grace a (A.7) que N #0.

REMARQUE A .3 : La somme de deux fonctions pseudo-convexes n’est pas
nécessairement pseudo-convexe. Et donc, on ne peut déduire de (A.17) une
condition du type :

JO)—J@+n(h(@®)—2) =0, VveC. (A.18)
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Par contre, s1 I’on suppose que

Vn £0, J(@®)+nk(v) est pseudo-convexe, (A 19)
on obtient

ProrosiTion A 4 On fait les hypothéses (A 5), (A 7), (A 11), (A 12) et
(A 19) Soit ueC alors u est solution du probléme (2), et donc de () s, et
seulement st

Au) = Ay
et
In £ 0 vérfiant (A 18)

Démonstration Le corollaire A 1 et ’hypothése A 19 montrent que la
condition est nécessarre D’autre part, 1l est évident que la condition est
suffisante
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