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UNE EQUATION DU SECOND ORDRE

par Maurice GAULTIER (1)

Résumé. — Nous résolvons, dans un certain sens, I’équation du second ordre

% € Au + Mu + f

sous les conditions u(o) = u, € D(A) et w(T) = O(T fini > 0)** ou A est un opérateur
( multivoque) maximal monotone dans un espace de Hilbert H et M un opérateur univoque.

NOTATIONS ET DONNEES

Qasnmd TT 330 noes An Tl nnd wla L A Ll T e
Soicnt I7 un Tspacl G riuolr réel et T un nombre > O fini. Le Pr duit

scalaire et la norme dans H sont respectivement désignés par (, ) et | |.
On note :
. L*, T; H) I’espace des classes de fonctions ¢ —f(f) de 10, T [ dans H,

mesurables et telles que : f OT[ F(®|? dt < + oo. L¥(0, T; H) est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire ((f, g)) = f: (f(®, g()) dt. La norme asso-
ciée est |f]] = ( f P d,) 12

- 1?20, T; H) = {u | ue L*(0, TH)et L2(0 T; H)}

On se donne :

1) Un sous-ensemble 4 de H x H, maximal monotone. On désigne encore
par A la multiplication associée. Adoptant les notations de [2], pour chaque

(1) U.E.R. de Mathématiques et Informatique, Talence.
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UNE EQUATION DU SECOND ORDRE 77

n € N* nous désignons par 4, et J, respectivement 1’approximation de Yosida
et le résolvant de A.

2) Un opérateur (univoque) M, non linéaire de L3(0, T'; H) dans L2(0, T; H).
3) Un opérateur noté D, défini de la fagon suivante :

D(D;) = {u|ue XK, T; H); u(0) = 0,u’(T) =0}

d’u .
Dyu = o quelque soit u € D(D,)
t
4) Une contraction R de H et pour chaque #» € N* nous posons

®,=n(I—R)

Alors @, est monotone et de Lipschitz.

RESULTATS PRELIMINAIRES
Proposition 1. D(D,) est dense dans L300, T; H) et pour chaque A > 0
I’'opérateur (A — D,)~ 1 est partout défini dans L2(0, T; H) et de norme

moindre que ————
1 AT72

Démonstration.

1) La densité est évidente.
2) Pour chaque u € D (D,) on vérifie facilement que

(@0, ) = —

3) Le probléme

2
Au —g—;‘ = f pour f donné dans L*(0, T; H)
t
u0)=0
W(T) =0

a pour chaque A € C tel que R,\ > 0 UNE et UNE SEULE solution que nous
écrivons : u = (A — D,)”Yf.
4) Soit A > 0 alors :
A—D,) Y=u<wuecDWD,) et f=ru— Dyu
n° avril 1973, R-1.



78 M. GAULTIER
De ceci on déduit aussitot que : (A + T72) [Ju]| < ||f]] etensuite que : quel que
. 1
soit A >0 : [(A—D,)" | « ——
la— Do) < s
REMARQUE. Les résultats précédents prouvent que D, est le générateur

infinitésimal d’un demi groupe linéaire sur L%0, T; H) de domaine D(D,).

Proposition 2. Pour u, et »; donnés dans H, f donné dans L? (0, T; H)
et pour pT? < 1 il existe UNE et UNE SEULE fonction u telle que

2
ddl:gt) = @,(u(?)) + Mu() + f(t) p. p. t €]0, T[

u(o) = ug et u'(T) = u,

M

De plus I’application : ¢t — @, (u(?)) est de Lipschitz sur [0, T].

Démonstration

Nous allons nous ramener aux conditions ¥(0) = 0 et »'(T) = 0 en posant
v(t) = u(t) — ug — u t = u(t) — o(2).

Le probléme a résoudre est alors le suivant : trouver v € D(D,) et tel que
pour presque tout 7z €]0, 77 :

2
LD — w1 — RO + a(t) + MO + o) + 1)

Soit encore : v € D(D,) et pour presque tout z €10, 77 :
(n — Dy)u(t) = nR(u() + «(t)) — not) — M(u(?) + (1)) —f(2)
L’application suivante de L2(0, T; H) dans D(D,) :
S:v >80 =nn—D,) 'R+ «) —n(n — D,) '«
—(n— D)7 '[M@ + @) + f]
admet un point fixe UNIQUE; en effet : quels que soient les éléments v et w
de L%(0, T; H) nous vérifions que :

Isv—su] < Lo —v]

et grace a ’hypothése u7? < 1; P’application S est une contraction STRICTE.

REMARQUE. Si p =0 (M opérateur nul) alors ’équation (1) admet une
solution et une seule répondant aux conditions u( 0)= u, et '(T) = u; comme
on le vérifie aisément (utiliser la monotonie de ®,).
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UNE EQUATION DU SECOND ORDRE 79

RESULTAT ESSENTIEL

Théoréme. Sous la condition p7? < 1, pour chaque f donné dans
L?*0, T; H) et pour chaque u, donné dans D(4); il existe AU MOINS
une fonction u € L™(0, T; H)N 1—{*’2 (0, T; H) et telle que

u(t) € D(A) p. p. sur 10, T|

2
@ d d”(" € Au(t) + Mut) + f) p. p. 1 €10, T[
u0)=uyetu'(T)y=0
Démonstration

La méthode que nous utilisons a déja été employée dans [3]. Nous considé-
rons ’approximation de Yosida 4, de A(rn € N*) et nous résolvons, grice a
la proposition 2, ’équation :
du,(f)

@ dt

= Au,(t) + Mu,(t) + f(©) p. p. 1 €]0, T[
avec u,0) =ugetu'(T)=20

1) Estimations a priori

Nous allons montrer que la suite { u, } est bornée dans L®(0, T; H) et que

2,
la suite { Z Z" } est bornée dans L%(0, T'; H). En effet de (3) nous déduisons
t

T 1 d%u,()|? o1 |du (z) d*u, (t)
[ 120 ar < [ javu at+ [ o) ar
4 T d |
) +fo |fD)] - df

D’autre part
©) (0] < |uo| + fo dul0)
et puisque :ﬂ‘g@ = — dec; nous déduisons :

de ¢ do?
du(t) — |du )| |12

® ) <y t(f el dt)

n° avril 1973, R-1.



80 M. GAULTIER
Grice a (5) :
@) u()] < |uo| + 3 [T”2 (T— 0P
lu(®] < |uo] !_1

De (7) résulte aussitdt
! dzu,, 2
ds?

® f: [u0)|? dt < 2T |uo|® + %T“

De (4) et (8) nous déduisons :

T | d2u (1) ff o 1 |d*u) fT ~d2u 0
—— dt < Auy| |—5=] dt Hl |—== dt
fo de? 0 | 47o] de? | + olf()' | de?
2 d?u)* \1? |ld*u
+ 2T lu 2 +_T4 n n
“( ol +3 |de? de?
Soit encore :
T | d%u,()|? f I ld u(t)
—al dt < t o) de
[ R P
1 1 5.4 f dzun(t) 2 2
+(2+5“T) o | dr de T [u
~ x o, . 2 1 1 24 7
Grace & la condition pu7° < 1 :§+§y. T < met donc :
2 T
f d n(t) Hleuolerf 4% du,,(t)] dt +
10 ! 0
® f T o |d2u, D)l f T d*u,(1)
M® | —2—=| dt + | —%~
oI | dr? x 0 |7l I dr?

2
L’inégalité (9) nous montre que la suite %—l—;’l est bornée dans L%(0, T'; H)
t

et grice a (7) que la suite { u, } est bornée dans L™(0, T; H). Compte tenu
des propriétés de ’opérateur M la suite { Mu, } est bornée dans L%(0, T; H);
et résulte ALORS de (3) que la suite { 4,4, } est bornée dans L*0, T; H).

2) La suite {u,} est de Cauchy dans L%(0, T ; H)

Nous avons en effet
t
(10) 10— 017 < | o) — )] do
o
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UNE EQUATION DU SECOND ORDRE 81

Mais d’autre part, pour presque tout z €0, T

2
:7 Wt) — (1)) = (Ayitn(t) — Attn(©)) -+ BtE) — (D))
Nous déduisons alors

2 H 2
L 10— 1O =2 [T 00 — 1)+ 26040 — 1O 1) — 1)

(In + 2, (1) — Aptt(2), (1) — (D))

et par un calcul analogue a celui fait dans [2] page 389 :

(Anun(t) - Amum(t)’ un(t) - um(t)) > (Anum(t) - Amum(t)”l; Anun(t) _nz,lAmum(t))

.

o

(12)

Compte tenu de ceci (11) nous donne

2 t
o) — )| o<z [ L ( 2 (o) — um(c)lz)dc

1
n

+X ( * ) + fo | Mu,(6) — Mutn()] + |tl6) — t4n(o)| do

K est une constante indépendante de # et de m.

Comme d’autre part on a (10), nous déduisons de (12)
1 1
[ (8) — ()| < 1tn(t) — 7(0), 1a(8) — 0, (£)) + K2 ( ~t s )
(13)
T
+ut [ o) — @] do
0

(12) et (13) nous donnent alors :

f ' 12dr < L@ —umy —L [ 24
) — 1012 81 < LD — D 5 [ ) — 0]t
(14)

KT?* [ 1
n

1 T2 T 2
+55- ‘+a) + u7fo 1) — )| dt
Utilisons (13) pour ¢t = T et compte tenu de I’hypothése
u(T) =u(T)=0
n° avril 1973, R-1.



82 M. GAULTIER
il vient :

T
(15  |uD—u D] < KT( ‘ +%) + T f lu,(t) — w0)]? i

n 0
Enfin en portant dans (14)
3_ T? fT |t (8) — un(9)]? d2 < KT? 1+—1
2 o ' " = n' m
3) Passage a la limite

Compte tenu des estimations a priori précédentes et des propriétés de
I’opérateur M nous pouvons supposer que si n —> co

u, —> u dans L*(0, T; H) faible*

u, —> u dans L%, T; H) fort

u,(t) — u(t) dans H fort p.p.t €10, T
Mu,(t) — Mu(t) dans H faible p.p. t €10, T

2 2
d”uy ...,‘2_'; dans L*0, T; H) faible
t

A = {[u,v] € L300, T; H) x L*(0, T; H), u(t) € D(4)
eto(t) € Au(®) p.p. t €10, 7]
Fo=0+n'A)" etA,=n(1—F,)VY neN*

4 est maximal monotone dans L2(0, T; H) X L*(0, T; H) et par une technique
en tout point analogue 2 celle de [3] nous montrons que :

u(t) € D(4) et y(¢) € Au(t) p.p. t €10, T[et :
d*u(?)
2 € Au(t) + Mu(t) + f@® p.p.t €10, T[

u(0) = ug 3 u'(T) =0
Corollaire. Lorsque p. = 0 (M opérateur nul); I’équation (2) a une solution
UNIQUE répondant aux conditions #(0) = u, et u'(T) = 0.

L’existence découle du théoréme précédent (puisque la condition w72< 1
est alors vérifiée), 'unicité se démontre immédiatement grice i la monotonie
de A.
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UNE EQUATION DU SECOND ORDRE 83

ExeMPLE. Soient K un convexe fermé de H; ¥y sa fonction indicatrice et
0¥ le sous-différentiel de ¥y ; on sait (voir par exemple [4] que 0%F'x est maxi-
mal monotone. Nous supposons que quelque soit A > 0; (1 4+ A4)"'K CK
alors A + 0¥, est aussi maximal monotone [1]. Appliquons le théoréme :
pour chaque f € L2 (0, T; H) il existe u et w tels que pour presque tout
telo, Tf :

u(t) e D(AN K; w(t) € Au(t) et
(u"(8) — w(t) — Mu(t), v — u(t)) < (f(t), v—u(@®) Yo eK
avec u(0) = u, élément donné de D(A) N K et u’ (T) = 0.
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** M. Vigrel BARrBuU a résolu (voir C.R.A.S. tome 274, p. 459-462, février 1972) I’équa-
tion E;i € A u avec les conditions #(0) = a, u(T) = b ou A est un opérateur
maximal monotone dans I’espace de Hilbert H.
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