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DECOMPOSITION
EN PROGRAMMATION CONVEXE

par DANG TrAN Dac (1)

Résumé. — On propose des méthodes nouvelles de décomposition en programmation
convexe.

INTRODUCTION

Soit ¥ un sous-ensemble convexe fermé de R™, v une fonction concave
définie sur Y, continue non différentiable, la littérature montre que si 1’on
cherche 2 jouer sur les structures des problémes de programmation convexe,
on peut décomposer un grand nombre des problémes en le ramenant au
probléme suivant :

(P) : max (W(y)[y € Y)

Le PHD de Hogan [3] est consacré essentiellement 4 ’étude numérique de
ce probléme. Plus exactement, si I’on considére la méthode de Frank-Wolfe
modifiée (on remplace la dérivée par la dérivée directionnelle) alors cette
méthode célébre en général ne converge plus. Hogan montre que moyennant
une approximation de la dérivée directionnelle on peut faire converger le
procédé.

La méthode de Frank-Wolfe n’est pas la seule méthode de déplacements
admissibles candidate 4 la résolution du probléme (P). En particulier, dans
le cas ou Y n’est pas un polyédre convexe ou méme lorsque Y est simplement
non borné, cette méthode n’est plus valable.

Hogan dit alors «les autres méthodes de déplacements admissibles sont
des candidates logiques au traitement numérique de (P) ».

(1) Département de Mathématiques Appliquées, Université de Clermont-Ferrand.
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DECOMPOSITION EN PROGRAMMATION CONVEXE 69

Le premier objet de ce travail est de montrer que I’on peut effectivement
modifier les autres méthodes de déplacements admissibles habituelles et que
celles-ci convergent. Le formalisme est alors un formalisme général qui permet,
en particulier de retrouver la méthode de Hogan.

D’autre part, dans la méthode de Hogan ainsi que dans les méthodes
exposées ici, on suppose pouvoir calculer le maximum de v sur un segment. Vu
la complexité de v, ceci est pratiquement impossible. Hogan le signale d’ailleurs
et laisse ouvert ce probléme. Nous proposons ici un procédé de dichotomie
qui suppose simplement le calcul de v en différents points d’un segment et
nous montrons la convergence du procédé.

Dans tout ce qui va suivre, plusieurs résultats de la théorie des multi-
applications ou encore des fonctions dites multivoques seront utilisées, en
particulier, ceux qui sont adaptés a des fonctions a valeur extrémale et & des
multiapplications définies par des inégalités [voir [3], [5]].

Nous rappelons ici les définitions suivantes :

Soient X un sous-ensemble de R™, §(X) I’ensemble des parties de X, Y
un sous-ensemble de R* et I' : ¥ — F(X) une multiapplication.

Définition 1 : T est dite fermée en y € Y si pour toute suite {y, } dans ¥
telle que :

i = lim y,‘, i = hm x,‘, xk E P(yk)

k— k-
Alors x € I'(y).

Définition 2 : I est dite ouverte en y € Y si pour toute suite { y, } dans ¥

telle que y = lim y, alors pour X € M(9), il existe un entier m et une suite
k=

{x, } dans X tels que :

k = m,x; € P(J’k)’ X = lim Xy
k>

Définition 3 : T est dite continue en y € Y si I est ouverte et fermée en j.

Définition 4 : T' est dite uniformément bornée prés de y € Y s’il existe Ny
un voisinage de y tel que U £(y) est borné.

y €Ny

n* avril 1973, R-1.
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1. THEOREME GENERAL DE CONVERGENCE
D’UNE CLASSE DE METHODES
DE DIRECTIONS ADMISSIBLES

1) Hypothéses et notations

Soient Y un sous-ensemble de R” et f une fonction concave définie sur Y
a valeurs réelles.

Considérons le probléme d’optimisation suivant :
(P) : Max [f(3)/y € Y]

On définit (comme dans [4]) les méthodes de directions admissibles comme
la composition de deux multiapplications 4 = M.D. ou D est la multiappli-
cation de la recherche des directions admissibles et M la multiapplication du

choix des points successifs [D : ¥ — FR"), M : Y X D(Y) — F(Y) ou
F(R™) et F(Y) sont respectivement I’ensemble des parties de R” et Y.]

Posons :

V={yeY :f(») > f(yy) } ou y, est le point de départ de 1’algorithme

F={y*eY : fO") 2f(0)VyeY} VF={yeV : y¢F}

a(y, d) = Sup (afy +ad€Y), y€V, de D(»)

f'(y/d) : la dérivée de f au point y suivant la direction d.

On supposera, dans ce paragraphe, les hypothéses suivantes :

iy vet U D(y) sont bornés, f est concave et continue sur Y.
eV

ii) Pour toute suite {(y;, di) }x e v telle que :

Y€V, d. € DOM), (5, d) = lim (¢, d*) avec y ¢ F

k=
alors il existe un nombre n > 0 et un entier k, tels que :
k 2 k0> o‘(yk’ dk) Zn
iii) Pour y ¢ F, D(y) est non vide et la multiapplication D est fermée en y.
iv) Pour y ¢ F, d€ D(y) on a f'(y/d) > 0.
REMARQUES :

a) ’hypothése i) est en général supposée dans la pratique, elle dépend du
probléme posé;
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DECOMPOSITION EN PROGRAMMATION CONVEXE 71

b) les hypothéses ii) et iii) dépendent de 1’algorithme que ’on construit;

¢) ’hypothése iv) est, en général, la conséquence immédiate du fait que y
n’est pas une solution optimale.

2) Deux algorithmes de directions admissibles

Maintenant, pour toute multiapplication D, définissons alors les deux algo-
rithmes suivants qui représentent une grande classe de méthodes de directions
admissibles :

Algorithme 1

A partir d’un point arbitraire y, € ¥, nous allons construire une suite
{», } €N de la maniére suivante :

i) y, —d, € D(y,)
i) (¥ d,) = Vn+1 € M(p,, d,) défini par la relation :
Ynt1=Ya+ “:du
ou o maximise f(y, + d,) sur [0, «(y,, d,)]

Algorithme 2

A partir d’un point arbitraire y, € ¥, nous allons construire une suite
{¥n } nex de la maniére suivante :

1) y,—>d, € D(y,)

ll) (ym dn)_’yn-i'l eM(ym dn) déﬁnl pal' :
Ynt1 =Yn + a:dn
“l? = min (“‘(ym dn), P;)

ou le choix de p; est déterminé par I’algorithme appelé Ro. 5 [voir [1]].
Soient y, et d, fixés, posons :

=fp+ad) siy,+d,¢Y,a>0

o
=-—00 sinon

REMARQUE : Au point de vue de calcul algorithmique, ce qui est important

comme on le voit ci-dessous, c’est de comparer les différentes valeurs de f;

ceci est immédiat dans Y ol f prend des valeurs finies, d’autre part, on sait
que f(») = — oo si ¥y ¢ Y ce qui peut se faire par un test.

n° avril 1973, R-1.
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On a alors I’organigramme [pour Ro. 5] suivant :
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3) Théoréme général de convergence pour les algorithmes 1 et 2

Supposons que les hypothéses 1), ii), iii), iv) soient vérifiées. Alors, pour
chaque algorithme 1 et 2, la limite de toute sous-suite convergente de { y, { ,en
et il en existe au moins une est solution optimale.

II. EXEMPLES DU CHOIX DES DIRECTIONS ADMISSIBLES
VERIFIANT LES CONDITIONS DU THEOREME

Lorsque la fonction a4 optimiser f n’est pas dérivable et si ’on remplace
< f'(y), d > par la dérivée directionnelle f'(y/d) alors les méthodes des direc-
tions admissibles [comme Frank-Wolfe..] ne convergent pas en général.
Néanmoins, si on fait une certaine modification, par exemple, en utilisant une
approximation de la dévirée directionnelle, on peut alors donner des théorémes
de convergence [une telle approximation peut &tre interprétée comme une

procédure antizigzag permettant d’assurer la fermeture de la multiapplica-
tion D}
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Dans ce paragraphe, nous allons utiliser le théoréme précédent pour démon-
trer la convergence des nouvelles méthodes que nous proposons ici et qui sont
comme on peut le constater des méthodes de décomposition.

1° Etablissement du probléme
Considérons le probléme d’optimisation concave suivant :
™ Max (v(»)/y € Y)

avec ©
(**) o(y) =Sup[f(x, y)/x tel que g(x, )< 0, Y={y€R":1()) < 0}

ou f est une fonction définie sur R' x R" 2 valeur réelle, g une fonction définie
sur R! x R" a valeur dans R* et 1 une fonction définie sur R” 4 valeur dans RY,

Soient 1,,i=1..getg;, i=1..5s les composantes de 1 et g.

Posons :

V={yeY:v(y) = v(ys) } ol y; est le point de départ de I’algorithme.
F={y*€Y:o0") 2 v()VyeY}, Mp)={x€R" :g(x,y) <0

eto(y) < f(x, ») }
Q) ={x€eR" :g(x,y) < 0}

Vo={y€R":g(x,y) <Opouraumoinsunx€R'}, ¥, = {y:1,(») < 0,
i=1..q9}

F est donc ’ensemble des solutions optimales de (*) et M(y) I’ensemble des
solutions de (**) pour chaque y fixé de Y.

REMARQUE 1 : On se servira du résultat suivant [voir [3]] qui permet d’expli-
citer la dérivée directionnelle de v :

Si — f, g sont convexes, différentiables sur R! X Ny ol Ny est un voisinage
de y et si »(y) fini, X € M(y) alors pour y € Int (Vy) on a :

o(F/d) = V,f(%, )  d + Sup [V A, 5) - w/V,8u( 7) - w < — V,8u(%, 7) - d]
avec k tel que :
gk(-’—‘:’ 5)) =0.

REMARQUE 2 : On s’intéresse plutdt par la suite 4 une approximation de
o(y/d) notée v,(y/d) définie par :

0,:(/d) = V,f(x, y) - d + Sup [V.f(x, y) - w/g(x)

+ V,,g(x, y) W< — yf(x’ y]) -d
no avril 1973, R-1.
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REMARQUE 3 : On remarquera, immédiatement, que :
0> 0y
REMARQUE 4 : Dans [3] Hogan montre aussi que :
y* € F<> Sup[0,(y*/z — y*)/z € Y] =0
20 Algorithme A (méthode du type de linéarisation des contraintes [1]).
Tout d’abord, considérons le probléme auxiliaire suivant, pour

yEY, xeM®).

Probléme Ky. Déterminer (5, d, w) € P(x, y) tel que

6 > oV (0,d, w) € P(x,y)

avec la multiapplication P définie par :

(6,d,w) :l») +1I'(y»)+d +0c<0, ”d" <M
P(x’y):i Vyf(x’y)'d+vxf(x:y)'w> c
g%, ») +V.g(x, 3) o w + Vye(x, ») - d <0, [w] <N

ou M et IV sont deux consiantes positives.

REMARQUE : ¢ est, en fait, défini comme :

6 = max (c(@)/||d|| < M)
avec @

5(d) = min (— «(d), 5, (y/d)), «(d) = max [4) + L. dfi=1... ]

Les algorithmes que nous proposons sont alors les algorithmes 1 et 2 dans
lesquels la multiapplication D de la recherche des directions admissibles est
définie par la relation :

de D(y) <3 (o, c—i) : (G, d, w) est une solution du probléme Ky.

Théoréme 1 : Supposons que V soit borné, la multiapplication Q soit
uniformément borné en tout y € ¥V, —f, g, 1 soient convexes, différentiables,
Y, non vide et ¥ C Int (¥,). Alors, pour chaque algorithme, la limite de toute
sous-suite convergente de {y, } ,en et il en existe au moins une est solution
optimale.
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30 Algorithme B (méthode du type Frank-Wolfe généralisée [1]).
Cette fois-ci, la multiapplication D est définie par la relation :

d € D(y) <> d maximise v,(y/d) sur N(y)
avec N(y) = {deR":y+deY,|d| <L}

ol L est une constante positive fixée et on obtient un théoréme de convergence
identique.

REMARQUE : On peut modifier les contraintes du probléme en introduisant
des contraintes d’égalité affines.
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