REVUE FRANCAISE D’ AUTOMATIQUE INFORMATIQUE
RECHERCHE OPERATIONNELLE. MATHEMATIQUES

RENE ALT

Breves communications. Deux théoremes
sur la A-stabilité des schémas de Runge-
Kutta simplement implicités

Revue frangaise d’automatique informatique recherche opération-
nelle. Mathématiques, tome 6, n°R3 (1972), p. 99-104

<http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1972__ 6_3_99 0>

© AFCET, 1972, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Revue francaise d’automatique infor-
matique recherche opérationnelle. Mathématiques » implique 1’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1972__6_3_99_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

R.A.LR.O.
(6¢ année, décembre 1972, R-3, p. 99-104)

Bréves communications

DEUX THEOREMES SUR LA A-STABILITE
DES SCHEMAS DE RUNGE-KUTTA
SIMPLEMENT IMPLICITES

par René ALt ()

Résumé. — On démontre les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent
satisfaire les schémas du type Runge-Kutta d’ordres 3 et 4 pour étre A-Stables au sens de
Dahlquist. Cette propriété est importante car elle permet, dans intégration numérique des
systémes différentiels de choisir un pas qui ne dépende que de la précision désirée.

Introduction

Soit a résoudre numériquement 1’équation :

Yy =fx,7)
¥(x,) = ¥,

ou x€lx,, x, +ta]CR et ye DT Rr, P> 1, et o ’on suppose que la
fonction f vérifie les conditions d’existence et d’unicité de la solution et que y
admet des dérivées au sens de Frechet jusqu’a I’ordre qui sera nécessaire.
Dans de nombreux cas par exemple lorsque f est linéaire mal conditionnée,
la stabilité du schéma numérique impose un pas petit alors que 1’allure de
la solution ou la précision voulue autoriserait un pas beaucoup plus grand.
Cependant les méthodes A-Stables ne sont pas soumises a cette contrainte.

Définition 1 [3]

Un schéma numérique a un pas : y, 4, = ®(x,, y,, #) est 4-stable si, lorsque
appliqué a toute équation scalaire de la forme :

y'=—2Ay, Re(d) > 0 A€ C.

(1) Institut de programmation, Université de Paris VI.
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1l donne (1) : y,—0 quand n — -+ o0.

Dahlquist [4] a montré qu’une méthode possédant cette propriété est
nécessairement implicite et que I’ordre maximum d’un schéma A-stable a pas
lié est 2. Si ’on désire un ordre supérieur il est donc raisonnable de s’orienter
vers les méthodes du type Runge-Kutta.

Définition 2 [2]
Un schéma du type Runge-Kutta simplement implicite de rang g est défini
par :
Ve=Ya+h Z ayf(xl, )
¢)) j=0
Vnt1 =DV

avec x) = x, + 6;h.

h désignant le pas d’intégration, les a;; et 6; des paramétres (non indépen-
dants).

On va montrer ici, que sous certaines conditions, pour g =2 et g =3
les schémas (2) sont A-Stables. En effet lorsqu’on applique (2) 4 I’équation
y' = — Ay on peut expliciter y,, en fonction de y,. Plus précisément on a :

yn+1 = Rq()\h) yn
ou R (M) est une fraction rationnelle quotient de deux polynomes de degrés g.
On en déduit le :
Lemme 1

Une condition nécessaire et suffisante pour que les méthodes simplement
implicites (2) soient A-Stables est :

(@) [RMW)| <1 pour  Re(M\h) =0
8 ay > 0 i=1,2,..q

En effet pour que (1) soit satisfaite il faut et il suffit que I’on ait
R (M) < 1, quel que soit A tel que Re(Mr) > 0. D’aprés le principe du maximum
cette condition est €quivalente a : R, (M) holomorphe dans le demi-plan
Re(M) > 0 et R (M) < 1 pour Re(Mr) = 0. Or il est facile de vérifier que

R, (A1) a pour dénominateur : P(Mr) = H (1 + a;;M). En faisant I’hypothése

que A est strictement positif, R (A1) n’ aura pas de podles dans Re(r) > 0. Si
et seulement si (B).
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POSITION DU PROBLEME 101

Les conditions («) et () peuvent étre explicitées a 1’aide des 0; dans les
cas des rangs 3 et 4. Les paramétres a;; étant convenablement choisis en fonction
des 0;, les deux schémas sont respectivement d’ordre 3et4etona :

0

pour g =2 A0 =411 =3
Ay = 1 —dy — a2 AVEC Ay = (69(1 —_— e))_l et Az = (2 — 36)/(6(1 —_— e))

0

pourg =3 a10=a11=71

@z = 8, —ay; —az;avecay; = 0,(36,0, —0; —0,)/(68,(1—6,)(28, — 1))
azy = (69,8,(1 —6y) + 6; —26,)/(6(1 — 6,)(26, — 1))

a3o = 1 —ay; —as; —ay3 avec az; = (26, — 1)/(126,(1 — 0,)(8; — 6,))
a3z = (20, — 1)/(126,(1 — 6,)(6, — 6,)

a3y = (60,0, —4(0, + 6,) + 3)/(12(1 — 0,)(1 —6,))

D’ou :

Théoréme 1

Dans le cas ou g = 2, une condition nécessaire et suffisante pour que (2)
soit A-Stable et que ’on ait :

0>1

Démonstration

. 1 — (@5 + 22)P\ + (331810 — 32081 BN
Sig=2ona:R,(h\) =
9 2( ) (1 + a, lhl)(l + azzhl)
Si A\ est imaginaire pur, A = ix, x € R et la condition («) s’écrit

| Rx(i%)[|2 < 1.

Soit

14 ((4—1)>—2B)x% 4 B%x*
(1 + 4" —20)x?4- C2x*

< 1 avece A=a11 +a22
B =ay,1a,0— 30811
C=aya;,

11 est facile de constater que les coefficients de x2 sont les mémes au numé-
rateur et au dénominateur. (&) s’écrit alors

B*<g C2
n° décembre 1972, R-3.
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Soit en exprimant B et C en fonction de 0.

(1—06)(302—30 +1) <0

Le polyndme du 2¢ degré est strictement positif et la valeur 6 =1 est
incompatible avec les expressions des a@;;. Donc :

() 6> 1.
on voit que (f8) est alors automatiquement vérifiée.

D’ou le théoréme.

Théoréme 2

Dans le cas olt ¢ = 3, une condition nécessaire et suffisante pour que (2)
soit A-Stable et que I’on ait :

0, >1 et 0, >1
Démonstration
Si g = 3 on a de méme :

1+ AN+ 4,052 + A:8%3

Ra) =1 + DA+ RPN 4 Z,h00
avec :
Ay = —(a30 + 31 +as2) + a1y +az;
Ay = —(a30(a11 + a22) — a31(a22 — a10) — a32(a11 —@20 — a23)
+ a11@22
A3 = — 30841832 — 32821810 + @32020811 + 331822810

2y =ayy +az; + a3z, Tz = 11023 + a32033 + A11833, T3 = 011832033
Le schéma étant d’ordre 4, les a;; vérifient un certain nombre de relations
parmi lesquelles :
i

.. L 62 3 , 1
Z ay = 9, avec 93 = l ; Z auej = ‘—; z a,jej =i
j=1 2 j:l 3

j=o
Ce qui permet d’obtenir des expressions plus symétriques pour les A4, soit :

1
6
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POSITION DU PROBLEME 103
La condition () du lemme (1) s’écrit ici :
|RsG¥)|2 <1 x€eR  avec

1+ (A7 —24,)x* + (43 —24,4;)x* + A3x

Ry(ix)|* =
R = 257 + (%2 — 25, B + 425"

11 est facile de constater, en effectuant la division suivant les puissances
croissantes de #A dans la fraction R4(h)) et en identifiant jusqu’a I’ordre 4

avec le développement de e~ que les coefficients de x2 et de x* dans | Ry(ix)|?
sont respectivement les mémes au numérateur et au dénominateur. On a alors :

|R3(ix)|? < 1< (4;)° < (2y)?

ou €ncore :

1 -1 1 1
(@) (223—"22‘}'521_3)(22—521 —I——6-)>0

REMARQUE : Cette relation s’exprime uniquement a 1’aide des coefficients
diagonaux et est symétrique en ces variables.

En substituant les a;; par leurs valeurs en fonction de 6, et 0,, («”) s’écrit :
T.520

avec
T =[— 40, — 1)(363 — 36, + 1)103 + 2(6, — 1)(— 663
+ 1562 — 100, + 3)0, + (6, — 1)(1203 — 2262 + 120, — 3)
S = (— 3607 + 720; — 6007 + 2406, — 4)02 + 2(180F — 3963
+ 3662 — 166, -+ 3)6, — 1207 + 3063 — 316% + 156,

On constate alors que S est du signe du polyndme en facteur de 02 qui est

3

De plus si, 6; < 1 le polynéme T est positif quel que soit 0,. Pour que («’)
soit satisfaite il est donc nécessaire que ’'on ait 6, > 1 (0, = 1 est incompatible
avec les expressions des a;;).

toujours négatif (il passe par un maximum unique valant —l) .

Une étude sans difficulté du systéme de contraintes.

0,>1, T<0 a,>0, i=123

nous montre que celui-ci est compatible si et seulement si : 6, > 1 d’ou le
théoréme.
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