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Brèves communications

DEUX THEOREMES SUR LA A-STABILITE
DES SCHEMAS DE RUNGE-KUTTA

SIMPLEMENT IMPLICITES

par René A L T ( 0

Résumé. — On démontre les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doivent
satisfaire les schémas du type Runge-Kutta d'ordres 3 et 4 pour être A-Stables au sens de
Dahiquist. Cette propriété est importante car elle permet* dans l'intégration numérique des
systèmes différentiels de choisir un pas qui ne dépende que de la précision désirée.

Introduction

Soit à résoudre numériquement l'équation :

y(x0) = y0

ou x€[x0, xo + a] C R et y € D C RP, P ^ 1, et où Ton suppose que la
fonction ƒ vérifie les conditions d'existence et d'unicité de la solution et que y
admet des dérivées au sens de Frechet jusqu'à l'ordre qui sera nécessaire.
Dans de nombreux cas par exemple lorsque ƒ est linéaire mal conditionnée,
la stabilité du schéma numérique impose un pas petit alors que l'allure de
la solution ou la précision voulue autoriserait un pas beaucoup plus grand.
Cependant les méthodes A-Stables ne sont pas soumises à cette contrainte.

Définition 1 [3]

Un schéma numérique à un pas : yn+1 = O(xn) ym h) est ^-stable si, lorsque
appliqué à toute équation scalaire de la forme :

/ = — \y, ReÇk) > 0 X € C

(1) Institut de programmation, Université de Paris VI.
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100 R. ALT

II donne (1) : yn —• 0 quand n —• + oo.

DaUquist [4] a montré qu'une méthode possédant cette propriété est
nécessairement implicite et que l'ordre maximum d'un schéma A-stable a pas
lié est 2. Si l'on désire un ordre supérieur il est donc raisonnable de s'orienter
vers les méthodes du type Runge-Kutta.

Définition 2 [2]

Un schéma du type Runge-Kutta simplement implicite de rang q est défini
par :

(2)

y*+1 = yi

avec xl = xn + Qjh.

h désignant le pas d'intégration, les atj et Qj des paramètres (non indépen-
dants).

On va montrer ici, que sous certaines conditions, pour q = 2 et q = 3
les schémas (2) sont A-Stables. En effet lorsqu'on applique (2) à l'équation
y ' = — \y on peut expliciter yn+1 en fonction de j n . Plus précisément on a :

ou Rq(7Jï) est une fraction rationnelle quotient de deux polynômes de degrés q.
On en déduit le :

Lemme 1

Une condition nécessaire et suffisante pour que les méthodes simplement
implicites (2) soient A-Stables est :

(a) \RfiJt)\ < 1 pour %e(lh) - 0

(P) «ii > 0 i = 1, 2,..., q

En effet pour que (1) soit satisfaite il faut et il suffit que l'on ait
RqQJt) < 1, quel que soit X tel que SieQJi) > 0. D'après le principe du maximum
cette condition est équivalente à : RqQJi) holomorphe dans le demi-plan
SieQJi) > 0 et RqQJi) < 1 pour SleQJi) = 0. Or il est facile de vérifier que

RqQJï) a pour dénominateur : PQJi) = fl (1 + ^{Mi). En faisant l'hypothèse

que h est strictement positif, 3iqQJi) n'aura pas de pôles dans ReQC) > 0. Si
et seulement si ((3).
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POSITION DU PROBLEME 101

Les conditions (a) et ((3) peuvent être explicitées à l'aide des 0* dans les
cas des rangs 3 et 4. Les paramètres afJ étant convenablement choisis en fonction
des 8|, les deux schémas sont respectivement d'ordre 3 et 4 et on a :

8
pour q = 2

a20 = 1 — a21 — a22 avec a21 = (68(1 — 6))"1 et a22 = (2 — 38)/(6(l — 8))
n

pour ? = 3 a i o = a11 = -J:

a20 = 82 — a21 — a22 avec Û21 = 62(36ie2 — 6 t — 82)/(601(l — 0^(20! — 1))

«22 = W a O - 0!) + 8 t — 262)/(6(l - 60(29! - 1 ) )

ajo = 1 - «ai - «32 - «33 avec a31 = (262 -1)/(1281(1 - 61)(02 - 00)

a32 = (20! - 1)/(12Ö2(1 - 02)(01 - 02)

a33 = (60!02 - 4(0,, + 02) + 3)/(12(l - 6tXl - 82))

D'où:

Théorème 1

Dans le cas ou q = 2, une condition nécessaire et suffisante pour que (2)
soit A-Stable et que l'on ait :

0 > 1

Démonstration

Si g = 2 on a : R2(hX) - *
a22fiX)

Si AX est imaginaire pur, Kk = zX ^ € i? et la condition (a) s'écrit

\R2(ix)\2 < 1.
Soit

.0 = a2XaX0 — a20alt

C =

II est facile de constater que les coefficients de x2 sont les mêmes au numé-
rateur et au dénominateur, (a) s'écrit alors

B2 ^ C2.
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Soit en exprimant B et C en fonction de 6.

(1 — 6)(362 — 36 + 1 ) ^ 0

Le polynôme du 2e degré est strictement positif et la valeur 6—1 est
incompatible avec les expressions des a^ Donc :

(a) -O0 > 1.

on voit que (P) est alors automatiquement vérifiée.

D'où le théorème.

Théorème 2

Dans le cas où q = 3, une condition nécessaire et suflBsante pour que (2)
soit A-Stable et que Ton ait :

0! > 1 et 02 > 1

Démonstration

Si q = 3 on a de même :

R (hX) = 1+Axh\ +

avec :

At=— (a30 + 31 + a3z) + alt

A2 = — (tf

As =

S i = axl + a22 + <*33> S 2 = axla22 + a22a33 + 0 ^ 3 3 , S 3 = atla22a33

Le schéma étant d'ordre 4, les au vérifient un certain nombre de relations
parmi lesquelles :

8f avec 03 = 1 ; !><A = T; ï, *
l z l

Ce qui permet d'obtenir des expressions plus symétriques pour les A, soit :

^=2,-1 A2 ̂ Zt-^+l ^3-S3-S2+isi-i
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POSITION DU PROBLEME 103

La condition (a) du lemme (1) s'écrit ici :

|i£3(/x)|2 ^ 1 xeR avec

(A2-2A2)x
2 + (A2-2AxA3)x* + A*x6

, [2 _
1 A )l (2? - 222)*

2 + (S| - 2SA)* 4

II est facile de constater, en effectuant la division suivant les puissances
croissantes de Kk dans la fraction R$Qik) et en identifiant jusqu'à l'ordre 4
avec le développement de e'™ que les coefficients de x2 et de x4 dans [/^(/x)!2

sont respectivement les mêmes au numérateur et au dénominateur. On a alors ;

ou encore :

(a') l21+i

REMARQUE : Cette relation s'exprime uniquement à l'aide des coefficients
diagonaux et est symétrique en ces variables.

En substituant les aVl par leurs valeurs en fonction de Qt et 62, (a*) s'écrit ;
T. S> 0

avec

T = [ - 4(GX - l)(38î - 361 + l)]8f + 2(0, - 1 ) ( - 66?

+ 156? — 100! + 3)62 + (0! — l)(120ï — 226? + 120X — 3)

S = (— 360f + 720? — 6O02 + 240! — 4)0f + 2(180^—390?

+ 360? — 160! + 3)02 — 120? + 300? — 310? + 150i

On constate alors que S est du signe du polynôme en facteur de 0| qui est

toujours négatif I il passe par un maximum unique valant — - I.

De plus si, 0! < 1 le polynôme Test positif quel que soit 02. Pour que (a')
soit satisfaite il est donc nécessaire que l'on ait 0a > 1 (0! = 1 est incompatible
avec les expressions des ay).

Une étude sans difficulté du système de contraintes.

0! > 1, T < 0, aH > 0, i = 1, 2, 3

nous montre que celui-ci est compatible si et seulement si : 02 > 1 d'où le
théorème.
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