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DENSITE DES HYPOTHESES
ASSURANT LA CONVERGENCE
DE L’ALGORITHME DE REMES

par C. Carasso (V)

Résumé. — Etant données trois fonctions f, f, et f,, algorithme de Remes permet de
construire un meilleur approximant de f dans le sous-espace vectoriel engendré par f, et f,.
Cet algorithme converge si :

(¢) a chaque étape le déterminant d’une certaine matrice est non nul ;
(h) f, et f, ne s’annulent pas en un méme point.

On montre dans cet article que f,, f, et les conditions initiales étant données, les fonc-
tions f qui vérifient (c) sont partout denses.

INTRODUCTION

Soient f, fi, ..., fss 1 + 1 fonctions réelles, continues et linéairement indé-
pendantes sur [0,1]. L’algorithme de Rémeés permet de déterminer numérique-
ment un meilleur approximant de f au sens de la norme du max parmi les
éléments du sous-espace vectoriel engendré par fj,..., f,.

Dans [1] nous avons établi la convergence de 1’algorithme, lorsque n = 2
moyennant les deux hypothéses suivantes :

(C) l'algorithme est itératif.
(H) f1 et f, ne s’annulent pas en un méme point.

Nous démontrons ici la « généralité » de ces deux hypothéses en montrant
que :

1) pour fi, f, (tels que tout élément de ¥V s’annule au plus une infinité
dénombrable de fois) et des conditions initiales données 1’ensemble des fonc-
tions f de C[0, 1] pour lesquelles I’hypothése (C) est vérifiée est partout dense;

2) I’ensemble des fonctions (fi, f>) de (C[0, 1])? vérifiant I’hypothése (H)
est un ouvert dense.
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70 C. CARASSO

I. DESCRIPTION GEOMETRIQUE
DE L’ALGORITHME DE REMES [1]
On note ¢* I’application de [0,1] dans R3 définie par :
$* (0, /1. @) s §T=—¢7
et O ’application de [0,1] dans R2 définie par ¢ — (f1(2), fo(?)).
Posons I'* = ¢*([0, I) et ' = (P°*) U (—T7).
Pour 4 C R3, on note :
A = {(x1, x;) € R? | il existe xo € R : (xo, X1, X,) €4 }
€o = (1, 03 0)

D§ = {xeR? | ilexiste A > 0 : x = reg }.

On se donne au départ trois point X{, X3 et X3 de I non alignés formant un

triangle S° et définissant un plan H tel que H° coupe D en I®appartenant a
Pintérieur relatif de S° On note :

X0 =24t (10,7 =1,2,3avec (%, 1) € { — 1, + 1} x [0, 1].
On suppose qu’a I’étape k on dispose de trois points :
Xf=er(h,i=1,23

ayant les mémes propriétés que X(j = 1, 2, 3). On définit de méme S* H*,
I = i*eq et g° = 2% f, + & f, avec (1, — 2%, — %) orthogonal a H*,

Pour passer 4 I’étape k + 1 on considére le plan d’appui A* a I" qui est
parallele 3 H" et qui coupe D en T* = i*e,. (on a i* = || f — g*| voir[1)).

Soit Z*¥*' = ** 1 *(Z** 1) le premier point rencontré de I' N H* lorsque
I’on décrit simultanément les segments :

ti>g (@ et t > () de O vers 1.
Trois cas peuvent se produirent :

1. Aucun des segments Z**'X}(j= 1, 2, 3) ne coupe Dj.

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



CONVERGENCE DE L’ALGORITHME DE REMES 71
On pose alors :
ZM i j=1b
XiHl = T,
/ Xt st j#J8

L’indice j% étant tel que D} traverse le triangle de sommets X7+ 1(i = 1, 2, 3).

j=123.

2. Un des segments Z** 'X}(j = 1, 2, 3) coupe Dj. On ne peut alors itérer.

3. H*= H*;g" est alors un meilleur approximant de f dans V. Dans ce
cas on pose conventionnellement :

X}‘“=X;‘ =123
Définitions :

1.1. On dit que Palgorithme s’itére n fois si le cas 2 ne se produit a aucune
étape k(k =0, 1, 2, ..., n).

1.2. On dit que Plalgorithme est itératif s’il s’itére une infinité de fois.
1.3. On dit que l’algorithme converge si :

i) Palgorithme est itératif,

if) zéro est une valeur d’adhérence de la suite { i*— i*}.

II. DENSITE DES FONCTIONS
POUR LESQUELLES L’ALGORITHME EST ITERATIF

Définition :

2.1. On dit que V (ou (fy,f3)) vérifie ’hypothése (D) si : quels que soient

les réels A; et A,, il existe au plus une infinité dénombrable d’abscisses ¢ de [0,1}
vérifiant :

M) + 2,1 = 0.

REMARQUES

2.1. Cette hypothése est & rapprocher de celle de Haar d’aprés laquelle
MSi + Af; ne peut s’annuler qu’ure fois sur [0,1].

n° décembre 1972, R.3,



72 C. CARASSO

2.2. L’hypothése (D) peut s’exprimer géométriquement en disant que :
« toute droite de R? passant par 0 ne rencontre qu’au plus une infinité dénom-
brable de fois la courbe I'* de R2, chaque point étant compté avec son ordre
de multiplicité.

Proposition 2.1

Si V¥ vérifie I’hypothése (D), I’ensemble des fonctions £ de C [0,1] pour les-
quelles ’algorithme de Rémés est itératif est partout dense.

La démonstration se fera eun trois phases :

Phase A:

On définit les fonctions N-réguliéres qui sont des fonctions f particuliéres
telles que ’algorithme s’itére au moins N fois.

Phase B:

On montre comment on peut transformer par une petite perturbation
toute fonction N-réguliére en une fonction N - 1-réguliére.

Phase C:

A partir d’une fonction f de C[0,1] et de conditions initiales :

données, en itérant le processus de la phase B on définit, par passage a la limite,
une fonction f, aussi proche que 1’on veut de f (au sens de la norme du max)
telle que 1’algorithme appliqué a 7., avec les mémes conditions initiales, soit
itératif.

Les conditions initiales (sj-’, 1)(j =1, 2, 3) choisies une fois pour toute
sont telles que 0 appartient a S° ou S° est le triangle de R? de sommets

X = ((H=1,2,3).
De méme les fonctions f; et f, qui vérifient I’hypothése (D) sont fixes.

Phase A:

Soit f une fonction de C[0,1] telle que 1’algorithme appliqué a f s’itére au
moins N fois. Si (g, £})(j = 1, 2, 3) définit le point X}, on notera par R, la
suite des abscisses utilisées jusqu’a 1’étape n (pour n < N), soit :

R,={#f]ji=123 k=0,12.,n}

Revue Francaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



CONVERGENCE DE L’ALGORITHME DE REMES 73

Définition 2.2

Les « points interdits » & I’étape » d’une fonction f telle que I’algorithme
appliqué a f s’itére au moins n fois sont tous les points ¢ de [0,1] n’appartenant
pas 4 R, tels que la droite joignant le point 6(¢) & I’origine rencontre I’ensemble
6(R,). On notera J(f, n) ’ensemble des « points interdits » a I’étape n.

Définition 2.3

Soit f une fonction pour laquelle I’algorithme s’itére au moins N fois. On
dit que f est N-réguliére si pour tout k inférieur ou égal 3 Non a :

i) le premier point z**?
pas a 3(f, k).

if) tous les autres points (s’il en existe) o | f— g* | atteint son maximum
sont des points de R,.

ol | f—g"| atteint son maximum n’appartient

Lemme 2.1

Si f est N-réguliére, 1’algorithme appliqué a f s’itére au moins N — 1 fois.

Démonstration :

1l suffit de montrer que la N - 1™ jtération est possible, ou que I’éventua-
lité 2 de la description de 1’algorithme ne peut se produire.

Si ZN* 1 est I’'un des trois points X;(j = 1, 2, 3) on est dans I’éventualité 3.

Si Z¥*! n’appartient pas & Ry, par définition de J(f, N) les droites cons-
truites sur X' (j= 1, 2, 3) et Z"* ! nerencontrent pas D, (¢c’est I’éventualité 1).

Si ZN¥*! appartient 4 Ry, il est facile de voir que 1’on se trouvait encore
dans I’éventualité 1.

Définition 2.4.

La «fonction de garde » g}' d’une fonction N-réguliére f est définie par :

g =Inf {o(0), | f —&| — |/ —£"®)| | k=0,...,N}

avec :
o) = (1 — 1Dt — 19)*(t — 13).

On voit que, f étant N-réguliére, g’fv ne s’annule que sur Ry4i.

n® décembre 1972, R-3.



74 C. CARASSO

Notations

Tous les « objets » Ry (suite des points utilisés), g” (meilleur approximant
a l’étape n), z"*' (premier point ou |f —g”| atteint son maximum), etc...
sont des objets qui dépendent de f; aussi, chaque fois que cela sera nécessaire,

on écrira Ry(f), " '(f), &°(f), 1i(f), etc...
Phase B
Lemme 2.2

Soit f une fonction N-réguliére, g} sa fonction de garde; si la fonction f
est telle que :

@-D |f()—fAD)] < egf(®) avec e <1 et t€[0,1]
alors la fonction f, est N-réguliére et on a :
(2-2) X[(H=Xfd) Jj=123;k=01.,N
ou X5(f) et X%(f.) représentent les points de R3 obtenus en appliquant N
itération de I’algorithme de Rémés a f et a4 f,.

Demonstration :

Puisque g}" s’annule sur (29, 23, tJ) on peut déja affirmer que

X)) =X)f)(=1,2,3) et g°(f) = &°(f)-
De la relation (2.1) on tire :
f(t) — eg(t) < £0) < () + <g5(1)

ce qui entraine, par définition de g}, que :

i) si ¢t est un point ou :

1% =] f—g"Wl =0 —g°NW|
on a:
1O = 1)
d’ou :
%= |10 —2" (N0

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



CONVERGENCE DE L’ALGORITHME DE REMES 75

i) si ¢ n’est pas un point ou |f— g°| atteint son maximum on a alors :
|74 —&°%(NH®)| < | FO)—g°(ND] + (° — | ) —°(N®))

soit :
| £:(0 —g°(N)®)] < i°.

Ceci prouve que les fonctions |f— g%f)| et |f. — g'(f)| atteignent leur

maximum i ° sur le méme ensemble et que de plus f et f, sont égales sur cet
ensemble. On en déduit :

X} =XI(f)G=1,23)etg'(f) = g'(fo).

On procéde de méme pour montrer que |f— g'(f)| et | fe — g'(f)] attei-
gnent leur maximum sur le méme ensemble et ainsi de proche en proche le
lemme est démontré.

On va maintenant décrire un procédé permettant d’associer a toute fonction
N-réguliére une fonction f, N + 1-réguli¢re et arbitrairement proche.

Soient donc f une fonction N-réguliére et € un réel strictement positif plus
petit que 1.

f étant N-réguliére, | f — g"| atteint son maximum en z¥*' n’appartenant
pas a 3(f, N).

i) Si |f—g""!| natteint son maximum qu’en des points de Ry, ,. (C’est
le cas en particulier si gV est un meilleur approximant de f dans ¥ car conven-
tionnellement on a g"*' = g") Le point z¥*? est alors un point de Ry,
n’appartenant pas a J(f, N + 1). f est donc N + l-réguliére, on pose alors :

fs =f
i) Si |f—g"**'| atteint son maximum en un point t n’appartenant pas
@ Ry+1.

En 7, la fonction de garde de f est strictement positive, soit a tel que :
(2-3) g} > a>0.

1 existe my > O tel que pour |t—&| < x; on ait g}(®) > a.

On va supposer que f(f) — gV " (¢) est strictement positif, les modifications
a apporter dans le cas contraire sont évidentes.

n° décembre 1972, R-3.



76 C. CARASSO

11 existe 7, > O tel que pour |t — Y| < 7, on ait :
@9 OO > [/~ —gea avee 0<e<1

fétant N-réguliére, I’ensemble Ry, est fini, d’aprés ’hypothése (D) I’ensemble
J(f, N + 1) étant au plus dénombrable est d’intérieur vide il existe donc un
intervalle :

J=[t—2A v+ 23] avec A>0

tel que :

(2.5) a) JNRyy =@

2.6) B)  «n’appartient pas 4 I(f, N 4+ 1)

2.7 yY)  JClzyez — Min(yy, 02), Zy+2 + Minyy, 12)]
Définitions 2.5.

On note ry la fonction définie par le graphe :

£} (X)A
Tt \
T .| 1 1
0 T-2A T-2 T T+ T+2A X

r, la fonction définie par :
ra(x) = ry(x) - [f (—N—g"¥*1 (+—N) — f(x) + g"*! (x)].

r5 la fonction définie par le graphe :

ra(x)
legaf-~——=—=== ==~
2

L
T-A T T+A X

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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CONVERGENCE DE L’ALGORITHME DE REMES 77

Soit p, la fonction :
Pe=Tr2+13

et ¥ la fonction caractéristique de I’intervalle J.

Lemme 1.3
La fonction p, est continue et posséde les trois propriétés suivantes :
@8 9 lpe || <ea
@9 i) 0<p.< g s
1) la fonction

1
x> | f(x) + pe(x) — " (%)
atteint son maximum uniquement au point .
Démonstration :
Vérification immédiate.
Dans le cas ii) on pose :

fe =f+ps'

On a alors le lemme 2-4.

Lemme 2.4

La fonction f, associée a f par la procédure qui vient d’étre décrite posséde
les trois propriétés suivantes :

@10 D) [f—f] < eg)
if) f, est N + 1-réguliére

iii) la fonction de garde g}, de f,, considérée comme fonction
N-réguliére, satisfait la relation :

@-11) g < (1 + o)gpe
Démonstration :

Dans le premier cas on a f, = f, ce qui démontre donc i); dans le deuxiéme

casona :
]f_"fel = lps'

Par construction |p,| est nul en dehors de J et plus petit que ea sur J;

comme J est inclus dans [t —vy, ¢ + v,], intervalle sur lequel gf est plus
grand que q, le point i) est complétement démontré.

n° décembre 1972, R-3.



78 C. CARASSO

Le fait que f, soit N-réguliére est une conséquence du lemme 2.2. Dans le
premier cas f est déja N + 1-réguliére, comme f = f, le point ii) est démontré.
Dans le deuxiéme cas, |f, —g"*"!(f,)| est égal d’aprés le lemme 2.2, 2
[, —&"*(f)| par constructlon de f. cette derniére fonction atteint son
maximum en un unique point t n’appartenant pas a J(f, N) qui est égal a
J(f., N) (d’aprés le lemme 2.2), ceci démontre complétement ii).

Le point iii) est immédiat-dans le premier cas; dans le deuxiéme cas il
découle facilement de ce que, d’une part pour n < N on a

CAVAES 40))
et d’autre part :

|/—1i| < <&
Phase C.

Nous allons construire maintenant une fonction f, arbitrairement proche
de la fonction donnée f.

La fonction f est supposée 1-réguliére; les points initiaux X;(j =1, 2,3)
étant choisis pour qu’il en soit ainsi, la fonction de garde de f est alors g}’ = Q.
Définissons une suite f,, par récurrence de la maniére suivante : soit ¢ €]0,1]

(2-12) fo =feo s g0=¢ ; for1 =) ens1’
. € g
Cat1 = Min (ﬂn+1 H_n > Ant l\ ’
| “ /

Les fonctions f, sont n-réguliéres et on a (lemme 1.3) :

v s =2l < enes lgnl

Soit :
(2-13) [fos1—Al <

2n+1

La suite {f,} est donc une suite de Cauchy, elle tend vers une limite f: qui
posséde les propriétés énoncées dans le :

Lemme 2.4

La fonction f: satisfait, pour € < %f{ ( )- * les points i) et ii)
ci-dessous :

0) lr—7l <2

i) L’algorithme de Rémés appliqué 4 la recherche d’un meilleur approxi-
mant de f, est itératif.

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Démonstration :

Ona :
=4l < o= 11+ X Il

d’aprés 2.13 :

=l < e+ 5 5= 21— )

2+l

En passant a la limite on a ).

79

Pour démontrer if), nous allons évaluer | fi— f,| et appliquer le {lemme

22 :
Ona:

p—1
Vaer =1l < 2, Vavie s —Sosd
D’aprés 2.10 et 2.12 :

rz1 1
orn— i < 8 el =50 Lt
i=0 2" i=0 2°

La fonction de garde est un «inf», donc :
g; n+i < gf nté
et d’apres 2.11 :

g}l’n-f-l s (1 + €+ l)g;"

soit :
i
goes < 110+ 58]

Le produit infini :

IMa+ €,+;) est inférieur 4 H ( ) =k < o©
j=1

d’ou la majoration :

g;n+i < kg;u
n° décembre 1972, R-3.
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ce qui donne enfin :
kePS 1 2ke
—fl<= D =g < =g
!fn+p ﬁx‘ o Z Z,gf > &r

i=0

1
Poure<£—1—k—ona.

: 1,
,f""’ﬂ_f;'l S fgfn
et :
|fo—1) < 38}
e n 2 Sn
ce qui prouve, d’aprés le lemme 1-2, que £, est n-réguliére. Comme £ est
n-réguliére pour tout », ’algorithme de Rémés appliqué a 7, sera itératif.

Le lemme 2.4 achéve la démonstration de la proposition 2.1.

REMARQUE 2.3 :

11 serait intéressant que 1’ensemble des fonctions pour lesquelles 1’algorithme
est itératif soit ouvert dans C[0,1], cela est faux méme pour une norme de
CY0, 17 ; il suffit de considérer une situation dans laquelle | f — g°(f)| aI’allure
du dessin :

A If—go (f)'

]
|
|
|
1
o
3

-0 e o e —

t3 P t

ol z! est un point non interdit et B un point interdit. Par une perturbation
arbitrairement petite de f au voisinage de z!, on peut s’arranger pour que le
premier point ot |f— g%f)| atteint son maximum soit le point f.

REMARQUE 2.4

L’ensemble des fonctions pour lesquelles I’algorithme est itératif contient-il
un ouvert? La question est ouverte.

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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REMARQUE 2.5

L’ensemble des fonctions n#-réguliéres n’est pas ouvert : en effet on peut
toujours en perturbant f'trés peu, faire « apparaitre » des points ou | f— g"(f)[
atteint son maximum comme le montre la figure :

A If—go(f)‘

|
1
|
T
|
\
|
L
21

(d
) !
| )
| )
1 (I
(o] 0
1 2

-

L. COMPARAISON DE L’HYPOTHESE (H)
AVEC LA CONDITION DE HAAR

Nous démontrons dans ce paragraphe que I’ensemble des couples (f3, f2)
de C[0,1]? ne s’annulant pas en un méme point (hypothése (H)) est un ouvert
dense; ceci n'est pas le cas de la condition de Haar. L’hypothése (H) est donc
générique (*); une telle proposition est intéressante car elle prouve que, si
(f1,./2) ne vérifie pas I’bypothése (H), on pourra trouver arbitrairement prés
un couple la satisfaisant.

Proposition 3.1

L’ensemble des couples de fonctions ne s’annulant pas en un méme point
(hypothése (H)) est un ouvert dense dans (C[0,1))> muni de la topologie
produit.

Démonstration

Notons E I'ensemble des couples (fy, f2) de (C[0,1])? tels que : |£3(r)|
+ |f1(1)] > O pour tout # de [0,1].

Posons :

1 20 = 1A) + 7).

L’ensemble E représente aussi I’ensemble des couples (fy, f5) qui vérifient
Phypothése (H); f et f, étant continues, E est ouvert,

(1) On dit qu’une hypothése est générique si elle est vérifiée sur une intersection dénom.
brable d’ouverts denses,

n° décembre 1972, R-3.



82 C. CARASSO

Montrons que E est dense. On sait que (C'[0,1])? est dense dans (C[0,1])2;
il nous suffit donc de montrer que E est dense dans (C'[0,1])2.

Soit (f, f2) € (C'[0,1])2 et F l’application de [0,1] X R? dans [0,1] x R?
définie par :

@, ay, 03) 1=>(2, [1() + a4, f2(D) + «3).

Posons :
S=1[0,1] x {0,0} et = = F(¥S).

On va montrer que I’on peut trouver «, et «, suffisamment petits tels que :
011 X {o, ,} NS =
On aura alors (f; + «4, > + «,) € E et la proposition sera démontrée.
L’ensemble X est P’intersection des ensembles de R3 définis par
811, ay, @) =fi(t) + o, =0
821, oy, az) = f5(1) + &, = 0.
Ona:
grad g,(t, ay, %) = (f1(), 1,0) et grad g,(¢, «y, o) = f(3(2), 0, 1).

Les gradients de gy et g, éiant linéairement indépendants en tout point de
R3, X est une sous-variété réguliérement plongée de codimension 2. Soit =
I’application projection de X dans R? définie par : (¢, «;, ;) —> (otq, a;). T est
une application différentiable de £ dans R2; en appliquant le théoréme de
Sard (4], page 10) on en déduit que le complémentaire de Im = est partout
dense. 11 existe donc dans le complémentaire de Im = des («,, «,) arbitrairement
proches de O; pour un tel couple (;, «,) on a

[0’1] X {als Otz} nz = Q
REMARQUE 3.1
La proposition 3.1 indique que I’hypothése (H) est générique.

Proposition 3.2

La condition de Haar n’est pas générique dans (C [0.1])%

Démonstration

(f1, f2) vérifie la condition de Haar si et seulement si (f;(¢y), f2(#;)) et
(f1(22), f2(22)) sont linéairement indépendants pour tout #; 7 ¢, de [0,1]. On

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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peut encore énoncer géométriquement : (f;, f2) vérifie la condition de Haar
si et seulement si toute droite de R? passant par %éro a au plus un point commun
(compté avec son ordre de multiplicité) avec I'*.

Considérons les fonctions :

fi) =1t

4t—1 si 0<t<

fo(D) =

—4r+ 3 si

La courbe I'* coupe en deux points 4 et B la droite OA; et on voit d’une
maniére évidente que dans la boule de (C[0,1])? de centre (fy, f>) et de rayon

g = % n’existe aucun couple (f7, f3) vérifiant la condition de Haar.
L’hypothése (H) est donc générique alors que la condition classique de
Haar ne I’est pas. Lorsque n > 2, on peut montrer ([2]) que ’algorithme de

Rémés converge s’il est itératif et si ’ensemble des fonctions fj, ...,f, ne
s’annulent pas en un méme point.
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