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APPLICATIONS ENTREE-SORTIE
SUR UN CORPS FINI

par Valeriu PrEPELITA (1)

Résumé. — On étudie les systémes linéaires discrets décrits par une application entrée-
sortie, par une fonction de transfert ou par des équations d’état et de sortie, sur un corps fini.
Cette étude est justifiée par ses applications dans la théorie des codes.

_ On obtient la caractérisation de toutes les applications entrée-sortie f, a I'aide de certains
invariants q, T et «s.

On donne une relation directe entre la forme de lapplication entrée-sortie, sa fonction
de transfert et une réalisation. Dans le cas ou Uespace des entrées ou des sorties est unidi-
mensionnel, une réalisation minimale est obtenue directement a I'aide des invariants de f.

Quand les espaces des entrées et des sorties sont multidimensionnels, la réalisation obtenue
avec les invariants de I’application n’est pas minimale ; on donne un algorithme pour la déter-
mination d’une réalisation minimale. Avec une modification non importante, cet algorithme
peut étre utilisé méme dans le cas des corps commutatifs quelconques.

1. Introduction

Nous allons utiliser certaines notions introduites par R. Kalman dans

B3], 141, [5)-
a) Description externe des systémes linéaires.

Soient K un corps commutatif, U = K™ I’espace des entrées, ¥ = K”
I’espace des sorties, Q = K™[z] ’ensemble des séquences d’entrée.

On appelle application entrée-sortie un K-homomorphisme f : Q — Y.
Dong, la sortie au moment ¢ = 1, y(1) = f(u) correspond par f & la séquence
des entrées terminée au moment ¢ = 0, (u( —v), u(—v + 1), ..., u(0)), écrite
comme un polyndme u = Z u(— s)z°.

s=0
b) Description interne

Un systéme linéaire est un triplet X = (F, G, H) de matrices sur K de type
n X n, nX m,p X n respectivement.

(1) Institutul Politehmic Bucaresti, Facultatea Transporturi.
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4 V. PREPELITA

Les équations du systéme sont :
x(t + 1) = Fx(1) + Gu(?),
¥(t) = Hx(1)

ol x(¢) € X = K" (’espace des états),
u(t)eU, yt)eY.

Si la séquence des entrées est u(—v), u(—v + 1), ..., #(0), la sortie au

moment ¢ =1 sera y(1) = Z HF*GU(— s); donc, I’application f5, définie
s=0

v
par f; ( Z u(— s)zs) = Z HF*Gu(— s) correspond naturellement au systéme
s=0 s=0
3, associant la sortie 2 une entrée donnée.
Le systéme X est une réalisation de I’application f si f = f}.
¢) Fonction de transfert

Q est un Kfz] — module libre pour la loi de composition externe

ul(Z) 7‘7(2)“1(2)
n(2) .

e ] ln(z)u @) ]

un systéme de générateurs est

[0)
I’ = KP[[z~']] est un K(z) — module, avec la loi de composition externe

v 1 1 v
(SZO asz‘)(i;()bi ;£+—1> = .-;oci e ouc; = Z abyy;

ji=0

(donc le produit d’un polyndme avec une série formelle, suivi par 1’écart des
puissances non-négatives de z).

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR UN CORPS FINI 5

L’application f détermine un K[z] — homomorphisme

fiQ—T
oo 1
u ——>s§0f(z u)zm,

Considérons le diagramme commutatif

a7 p
N Q/Kerf. Y/
Le module quotient X, = Q/y.,; est I’ensemble des états de I’application f.
Donc f a une réalisation de dimension finie <> dimg X est finie'<> Kerf = (0).
Dans ce cas, X, est un module de torsion; soit (n(z)) son annulateur.

Alors _ _
7(z) « f(e;) = f(n(z) - ;) = Y[n(z)p(e;)] =0 €.
donc
n(2)f(e;) = 0,(z) € K"[z], degré 0, < degré m.

La fonction de transfert du systéme est la matrice
Z = [9,(2)/(2) ... 8,(2)/m(2)),
1

ol f(e;) = 0,(z)/=(z), développée en série formelle en z~ !,
On vérifie aisément que Z = H(zI — F)™'G, si £ = (F, G, H) est une réa-
lisation de 1’application f.
Dans ce qui suit, nous considérons K un corps fini et les applications f
avec la propriété : Kerf # (0), Kerf # Q.
2. Applications entrée-sortie f : K [z] —> K
Théoréme 1
Soit f : K[z]— K une application entrée-sortie linéaire.
a) Alors3q >0, T2 0;a,€K,5s=0,1, .., T+ q—1 telles que

q—=1 T-1

f (Z aszs) = Z a;o, + Z Z alT+s+qas+q’v quZSGK[Z]. (l)

s>0 s=0 120 s=0 s>0

b) La fonction de transfert correspondante est la fraction irréductible
définie par

T-1 n—1
q=1 1 Z Ar4g-s-12"  g=1 1 Z Ys2®

2= 6L 4 P S @

Zq(ZT—— 1) - $s=0 Zs+

g

n° décembre 1972, R-3.



6 V. PREPELITA

c) Une réalisation minimale de I’application f est
= (F, G, H), avec

1
0
Fll 01
B F= G=|(r+q x1], H = [0y .. tpyq-1}
Fy Fy :
0
ou
00 ... 00 00 ... 0— B,
10 ... 00 10 ... 0— B,
Fll = 01 ces 00 q X q, F22 == 01 .o O—Bz nXxn
00 ... 10 00 1I—8,-
00 ... 011
00 ... 00
Fy = nXgq, 0, matrice nulle g X n,
00 00

B; € K étant définis dans (2).
Observation. Dans le cas ¢ = 0(T = 0), nous prenons Z =0 Z = 0\'

S=
et nous considérons absentes (vides) les matrices ayant une d1mens1on q (T)

Démonstration
Pour u = Z a,z°€K[z], nous allons écrire u = z az’ oua,=0Vs>v.
s=0 s=0
(1) Kerf est un idéal de K[z], donc est engendré par un polyndme unitaire
7(2).
Soit n(z) = z%(2), (o(2), z) = 1.
Si o(z) = 1, alors Kerf = (z%) donc f(z?**) =0V s> 0
g—1
donc f ( Z aszs) = Z ax, et T=0.
s>0 s=0
K est un corps fini, donc il existe T > 1, tel que o(z) | z¥ — 1 (T est I’expo-
sant du o(z), [1], [6]).
Si
a(z) # 1, 2%(z) | 2%z" — 1),
donc )
2T 2% € Kerf

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR UN CORPS FINI 7

donc _ -
f(zT+q) = f(zq),
donc
fE@T) = f@), 5 =0,1,.., T—1;1> 0
Alors
y (Z aszs) =X af@z)=
5>0 5=0
-1 =
QZ af(z®) + ; Z 1T+q+sf(zq+s) =
- T-1
Z Z Z alT+q+suq+s’
s=0 1>0s=0
ol

a4y =fZ) 5 =0,1,., T+ g—1.
Sig=0,/"")=fz),s=01.,T—11>0

donc

A (Z aszs) Z 2 A5

s>0 s>=>0
(2) La fonction de transfert est
Z = f(1) = 6(2)/n(2) fraction irréductible, degré 6 < degré =.
Sin(z) = z% alors f(z2" 1) £ 0 et f(z***) =0,Y s > 0 donc
Z = f (1) = Mo + + aq 1°
Sio(z) #£1

=Y ML =
s>20 zZ

S | 1 1
Mais ;+ZT,~+1+...+ZT+1

+ ... est le développement en série formelle

T—-1

de la fraction i
zi—1

n° décembre 1972, R-3.



8 V. PREPELITA

Donc, la fonction de transfert est la fraction irréductible obtenue dans (2)
par la simplification de

—l_ + “qzr-l + voe + a1'+q_l
24 2%z"T —1)

1
Z=0C0E+... +Oﬂq_1

(3) Les applications f et f; étant des K-homomorphismes, on a f = f,si
et seulement si f{(z°) = fx(z°) = HF° G,V¥ s > 0.

I) Dans le cas n(z) = z? (T = 0, donc n = 0), la réalisation est

(00 ... 001 (1
10 ... 00 0
01 ... 00 0
F= G=1. H = [oxooy ... ap_4].
.00 ... 10] (0]

Eneffetsi s < g,

00...0...0
00...0...0

F'= 110..0..0] <51, et F1=0
01..0..0
00...1...0

donc
o)
HFG = [aoxy ... 4] 1] =, =f(2°), s<g¢q

0]
HFG=0=f(z, s> q.

II) Supposons maintenant ¢ = 0; soit

m(z) = 2" + Ba-12" ' 4 o + B1z + Bo, Bo # 0.

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR UN CORPS FINI 9

Alors

00 ... 0— B, 1

10 ... 0—B, 0

F= 01 . 0— Bz G = . H= [“0 eee an_I].
0

7 (2) est le polyndme caractéristique de la matrice F, donc (théoréme de
Hamilton-Cayley)

F'+ By (F"" 14 . 4+ B F+ B =0.

Nous devons considérer deux cas :
i) n =T, donc =(z) = zT —1,

00...01
10...00
F=101...00{, F'=1

Alors

fET) = HF'"*G = HFG =[x ... ap_4] | 1] <5+ 1 = a, = f(2°)

i)n<T.
La relation (2) devient (¢ = 0) :

""ozr-1 + e d a5z + ar_,y — Yn—lzn—l + ot Yviz+ Yo
zZT—1 2" B2 4 Bz 4 B

Z =

De I’égalité
@o2" M e ap )@ Ban a2 H o+ Bo) =

= "= D{n-12"""+ . + 70)
n° décembre 1972, R-3.



10 V. PREPELITA

nous obtenons :

%Pk + A Bropsr F o F oy Byoy F o =Yooy’ 0<k<n—1
axBo + ks 1Br oo Opys—1Paoy F oy =0, 0<k<T—n—1
©)
ar-n+xfo + o For2Baor-2 + ar-1Bacikot = — Yaoi-s
= otoBnk — Xy Byprr — o — X1 By — O0O<k<gsn—1
De (4) et (5) il en résulte que :
fx(1) = HG = o,
[ =HFC=« 0<k<n—1
fo(z") = HF'G = — B, HF""'G —... — B HFG — B, HG
= — B 1%y — . — Pray — Poxo = «,
"% = HF"**G = — B, \HF"**"'G —... — B, HF** 'G — B HF*G
= — Bt %pik—1 e — Bi%s 1 — Body = pype

0Kk T—n—1

fz(ZTﬂ) = HF'FT™""*G = — Ba-10g—1 — . — ByOr_pire
—_— BO“T""‘?"G == 0(‘, 0 S k < n
fz(ZT+"+k = B 1 %akm g oo — B0 1 — Polty = Ay

0Kk T—n—1.

Nous avons donc montré que
f2@E") =fo() =a,s=0,1,.., T—1.

Supposons que f5(z ¢~ I)T+s) =fp(#®) =a,5=0,1,.., T—1,
Alors f5(z'T) = HF''G = HF¢~DT+T-n, png

—_ B"~ IHFU_ nr+7- lG___ s — BlHF(l— DT+T—n+ lG
. @oHF(l—l)T+T_"G
= — By 1%r—1 — oo — Byor_ps 1 — Bollr—, = .

On obtient successivement
/L‘(zlr'fk) — HF(!— 1)T+T-n +anG

== B 1% g — oo — Bi®y ki1 — Bo%r_ptx = %,
0K<k<T—n—1

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR UN CORPS FINI 11

et
fz'(le““‘) = — Ba 1%tk—1— - — B1%s 1 — Lol = %y

0Kk<T—n—1.
Nous avons démontré par induction que

fZ(z‘T*,S) :fz‘(zs) = as =f(zs)’ § = 0’ 1’ erey T‘“l ; I > 0‘

III) Soit maintenant ¢ > 0, n > 0.

T-—

1
Considérons I’application fz( Z asz‘) = Z QT 45%g+s
s=>0 0o

1>0 s=
Nous avons démontré qu’elle admet la fonction de transfert
T-1

n—1
s s
aT+q-—s— 12 Z YsZ
Z:s=0 —
2T —1

s=0
n—1
Py Z Bszs
s=0
et la réa]isation 22 = (Fzz, Gz, Hz),
F,, étant la matrice donnée dans 1’énoncé,

1
0

G,=|"|nx1, H, = [& ... #,44-4], donc
0

L@ = Hzele“Gz = 04485 =0,1,..,T—1;1> 0.

Si F, G, H sont les matrices de (3),

-
(=]

Hl = [MOMI ven aq_l], 02 = 19X l, ona
0

FG =

O -

LN

..I._

P

I
r—
QA o
N N
\—

I

.
L)

n° décembre 1972, R-3.



12 V. PREPELITA
Alors :
Sfz(1) = HG = «a,
[ =HFG=«, O0<k<g—1

0
f=(z9) = HF'G = [Hle][Gz} =[H; G;] =,
2

fz(zl'l‘+q+3) — HF!T+q+sG — HF!T+quG —
Fire oo, 02] IT+s
= [H, H,] T+ = Hj; Fy, Gy = a4
v EI|e
s=01..,.T—1;1>0

X, = Q/(r(2)) et degré n(z) = q + n, donc dimg X, = ¢ + n, donc une réali-
sation minimale aura la dimension g-+» (Kalman [4]).

Mais dim X == ordre F = g + n, donc ¥ est une réalisation minimale de
I’application f, g.e.d.

Conséquence. Détermination de ’application entrée-sortie f5 d’un systéme
X = (F, G, H), ou G et H' sont des matricesn X 1 :

1. On détermine le polyndme minimal
7(z) = z%(z) de la matrice F.

2. Sic =1, oupose T=0;
Si degré o > 0, on détermine ’exposant T de n(z)

T=min{k:n(z)|2*—1}
3. On détermine o, = HFG,s=0,1,...., T+ q—1

q-1
4. On écritfz( z asz‘) = =ZO an, + Z Z AThgeFgtse

s=>0 120

3. Applications entrée-sortie f : K"[z] - K

Théoréme 2

Soit f: K™[z] — K une application entrée-sortie linéaire.

a) Alors 3¢, 20, T; > 0, €K, s =0, 1, ..,q; + T; —1; i=1, .., m
telles que

f(u) i (qi Asi%si + Z z alT¢+q«+s,i°‘q;+s,i) (6)

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR UN CORPS FINI 13

ou

b) La fonction de transfert de application f est Z = [Z,Z, ... Z,), ou Z;

est la fraction irréductible définie par

Ti—1
s 1 Z gi—1
1 s=0 %Ti+qi—s—1,i2
+ = “sn
S

ch( zT(

Zi = %sior 1
s=0 V4

)
ni—1
ZO Ysizs
+ = ni—1
z“(z + 2, Bz )

s=0

¢) Une réalisation est £ = (F, G, H),
F0..0 G0 ..0
Fe |0F . 0 G — |%Gz - 0 H=[H.H,..H,, )
00 F, 0 G,
ou (F;, G;, H)) est la réalisation donnée dans (3) pour I’application

Ji + K[z] — K définie par

gi— 1 Ti—
fl( Z asizs) = ag o + z NUTi+ gi+s,i%gi+s,i )
s=>0 s2>0 1I>0 s=0
Démonstration

Nous considérons les K[z] — homomorphismes

g : K[z) = [] M} ou M} = {0}sik+# iet M} = K][z],
k=1

définie par : g4(t(2)) = (2). ¢; VY 1(2) € K[z].
Alors I’application f; = fo g; : K[z] — K est K-linéaire. En vertu du Th 1,
g, T;, o, s =0, 1, ..., T; + q; — 1, telles que fi(z°) = «; et f a la forme (9).

La relation (6) est une conséquence de
f(u)=f(=i (Z o= 3,7 (Z 0.,

n° décembre 1972, R-3.



14 V. PREPELITA

La fonction de transfert sera Z = (Z,Z, ... Z,} ou Z;, la fonction de transfert
de I’application f; = fo g;, donnée par (2), est celle de (7).
Soit (F;, G;, H;), la réalisation donnée dans (3) pour I’application f;, donc:

f(Z°e;) = f- 8i(2°) = ay; = H,F{G,.

Mais
[Fs0...0][o0
\ .
fz(zsei) = HFsGei = [HIHZ een Hm] OFZ 0 G.i = H‘-FiG,',
00 ... F, J{O]
donc f,=f q.ed.
asl
Soit A4;,= | . |,doncu= Z Az*, avec A, =0V s > max v;.
. s>0
a

sm
Corollaire

Soit f: K"[z] — K une application K-linéaire.

Alors 3¢ > 0, T > 0, M, des matrices 1 x m, s =0, 1,..., T+qg—1»
telles que

q-—-1 T—1
fw) = _Zo MA, 4 D, Y My gAirs g (10)

120 s=0
Le corollaire résulte de (6), en prenant

g = max ¢;, T =p.pcm (Ty,..., T,),
1iKim

Ms = [“s1°‘s2 oo ocsm]'

La réalisation du théoréme 2 n’est pas généralement minimale (compléte-
ment contrdlable et complétement observable).

Nous pouvons obtenir :
Théoréme 3

Si Papplication f est donnée par (6) une réalisation minimale est
Z = (F, G, H),

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR UN CORPS FINI 15

0 1 0 .. O 1002 - Oom
0 0 1 .. O Oy1®yg ooo Ly
F=1]............ G=1}]......
0 0 0o .. 1 ®ye1,1%n—1,2 « Op—ism
—Bo—B1—B2 . — By Xpy  Up2 oo Oy

H=[10..01Xxn,

ol m(2) =z"+ Bu=12" ' + ... + Byz + B, est le plus petit commun multiple
des polynomes

m(2) = zzi(z'“ + "‘ZI Bs.-zs)
s=0
Démonstration
Soit 7(z) = ny(2)7,(2).
0,(2) _ Bi(z)ri(z).
™i(2) (z)
De la démonstration du théoréme 1 il résulte que

F', H', (Gep)' = [ag;¢y; ... o,;] est une réalisation de I’application fo g;, c’est-a-
dire

Alors Z; =

fz%e;) = f o g4z°) = (Ge,)'’F'H’ = HFGe,;

(la derniére égalité est une conséquence du fait que f(z%,;) est un scalaire).

Le polyndme caractéristique de F est =(z), qui est le plus petit dénominateur
commun de Z;, donc X = (F, G, H) est une réalisation minimale de f, q.e.d.

4. Application entrée-sortie f : K[z] - K*

Considérons les projections

h]=prJ:Kp—K

Y1
THN I B a7
Yp
[ /1
Alorsf= | . |, ouf; = hjof :— K, donc
| />
qi—1 Ti—1
Ji s;oasz’) - sZo 5% +z;o Zo UTitartsPig b

n° décembre 1972, R-3.



16 V. PREPELITA

On peut formuler aisément un théoréme analogue au théoréme 2. Nous
nous bornons 4 donner une réalisation minimale pour I’application f :

00 ... 0— Bo 1 %oy +oe %oy

10 ... 0 — (31 0 Rgg oes gy
ot 0o—g, ol &H_

00 ..1—B,_, 0 Opy oo Cpy

ouKer f; = (my(2)) et n(z) = 2" + B,~ 12"~ ' + ... + Byz + B, est le plus petit
commun multiple de 7t,(2), ..., ©,(2).
5. Le cas général

Théoréme

Soit f: K"[z] - K? une application entrée-sortie linéaire.
1) Alors 3¢;; > 0, T;; > 0, a; €K, s =0, 1,...,q;; + Ty —1;

i=1.,m;j=1,.,p

telles que
hy o f(u) m (a1
fw) = [ =, hofw) =), ( Y, @ty
hp of(u) i=1 \ s=0
(1D
T~ 1
+ alTu+ qij+ s,i“qu+ s,i,j)
120 s5s=0

ol u = i ( Z asz’)ei € K"[z].

i=1 \s>0
ii) La fonction de transfert de I'application f est

le ase Zlm
zZ= [ e e ot Z;; est la fonction de transfert donnée par (2) pour

V4 V4

pl e pm
Papplication h;o fo g;.
¢) Une réalisation est ¥ = (F, G, H),

F,0 .. 0 G, H,0 .. 0
|0 B ol |G| L |0 H . O
00 ..F G, 0 0 .. H,

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



APPLICATIONS ENTREE-SORTIE SUR UN CORPS FINI 17

ou X; = (F; G, H)) est une réalisation de I'application h,of: K"[z] - K
(donnée par théoréme 2 ou théoréme 3).
Démonstration. On peut appliquer le théoréme 2 a I’application

hof:K"[z] - K

pour obtenir (11).
La fonction de 'transfert est Z = [(fe,) ... f(e.)]-

Mais
1
Y hiofog @) — z,,
1 s=>0 z .
f(e)*—‘Zf(ze,) s+1_ ................ 1.. _
h,o fio g(z°) —
;o pofo ()~
donc Z =[]
1<is<m
1<j<p

Enfin, f = f; parce que

H\FiG,e, hy o f(z%,)
flz'e;)) = HFGe, =} ....... =} ........ = f(z%;)
H,F,Ge, h,3 o f(z%,)

Vs>0 qed
Corollaire

Soit f: K™[z] — K? une application entrée-sortie.

Alors 3¢ > 0, T >'0, M, des matrices p X m, s=0, 1,..,T+qg—1
telles que

faw) = Z M4, + Z Z Moy Airsges (12)
pour u = Z Az® € K™[z].
520

Démonstration
Cf. cor. théoréme 2

qi—1 Ti—1
h, o f(u) = 2 Ms; E Z ‘1i+S-JAlT§+ﬂ+-"
s=0 l> 0 s=0
Soit ¢ = max ¢, T =p.pcm. (Ty,.., Tp).

n® décembre’ 1972, R-3.



18 V. PREPELITA

Notons
s11 ++0 Xsmy
] [ " ] ol ay; = h;o fo gi(z°.
slp . smp

On obtient immédiatement (12).

REMARQUE. L’algorithme pour la détermination de I’application f,, d’un
systétme £ = (F, G, H) indiqué aprés le théoréme 1 est valable et dans le cas
général.

6. Algorithme pour la construction d’une réalisation minimale

Une réalisation minimale est donnée par P’algorithme suivant'(ou nous
utilisons une méthode duale a celle de [2]).

1. On détermine =;;(z) = 2%s;; telles que
Ker h;o fo g; = (m;(2)) et ensuite ’exposant
T;; de =, 9 = maxqu, T = p.p.c.m (T};)

1<
1<i<p!
2. On calcule M, = [A; 0 fo g,(z)] = [ag;],5=0,1,..., T4+ g— 1.
1<ji<p
1<i<m
3. On considére la réalisation de I’application f
{o,10,..0, Qp] (M, 1
o |00 0 0, M,

0,0,0, .0, ... I, matrice bloc d’ordre ¢ + T, G =

P pTp " p
p MT+q—l

H = [I,0, ... O,] matrice bloc 1 X (g + T).

Le systétme X = (F, G, H) est complétement observable.

4. On écrit la matrice

=[G FG ... FT*1* 1G]

Soit n = rang M.

5. Avec n colonnes linéairement indépendantes de la matrice M on écrit
la matrice T.

6. Avec n lignes linéairement indépendantes i, ..., i, de la matrice T on
forme la matrice R.

7. On calcule la matrice R~ 1.
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8. On écrit la matrice S ayant les colonnes i; égale & la colonnes ;- de la
matrice R™* et les autres colonnes nulles.

La matrice S sera l’inverse 4 gauche de la matrice T : ST = I,,.
9. On détermine la réalisation minimale
F=SFT, G=SG, H=HT.

Démonstration

Evidemment, HF* = [0, ... 0, {FIOP 0] s=0,1,...T+qg—1
et F©*T = F9,

Alors HF'G = M s=0,1,..,9—1

HF'T" %G = HF'* G = M ,,,1> 0,5 =0,1, ..., T— .
11 en résulte :
fs(z°¢;)) = HFGe; = M e; = f(z°¢;))s =0,1,...q—1;i=1,2, ..., m.
f;(z'T+’+se,-) — HF!T+q+sGei — Mq+sei :f(le+q+sei)
[1>20;5s=0,1,..,.T—1i=12,..m.

Donc f = f, et £ = (F, G, H) est une réalisation de f.

Soit x € KT* arbitraire et vecteur ¥ défini par X’ = x’( — T'S). I matrice
unité d’ordre q + 7.

Alors X'T = x'(T— TST) = x'(T— T) =0, donc x’M = 0 parce que
les colonnes de la matrice M sont linéairement dépendantes de celles de la
matrice T.

En particulier G =0, x’F'G=0 5s=0,1,... T+ g—1 et avec
F™49— Fiilenrtésulte X’ F°'G=0 Vs>0.

Le vecteur x étant arbitraire, de x’G = 0 il s’ensuit que x’ (I — TS)G =0
donc G = TSG (13).

D’une maniére analogue

X'F°G = 0 implique F°'G = TSF°G,Y s > 0 (14)
Par (13) on a HG = HTSG = HG et par (14)

HFG = HTSFG = HTSFTSG = HFG
Démontrons par induction la relation
FG = SF°G 15)
Pour s =1 FG = SFTSG = SFG [par (13)].
n° décembre 1972, R-3.
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Soit (15) vraie pour s — 1.
Alors par (14)
FG = FF*~G = FSF*™'G = SF(TSF*™'G) = SF+ F*"'G = SF'G
11 en résulte que
HF*G = (HT)SF°G = H(TSF°'G) = HF'G VY5> 0
Donc 3 est une réalisation de Papplication f, parce que
fi=rs=1
Considérons les matrices
v =[G, FG ... FT*171G)
O=I[H,FH ..FFT* ')

Evidemment, rang = < n et rang O < n.

Mais
HG HFG .. HF™*"1 G
, HFG HF*G .. HFf** G
O'r =

HF™1™'G HF™°G ... HF*T*hG

My My.Mp,
M, M,..M,

lMT-i-q—lMO . MT+q-—2

Alors n = rang M = rang O’t < min (rang 1, rang O) et rang =t
=rang O = n ; le systéme ¥ est complétement contrdlable et complétement
observable, donc minimal.

Observation

L’algorithme peut étre utilisé pour la détermination d’une réalisation
minimale méme si K est un corps commutatif quelconque. Dans ce cas, les
instructions 1, 2, 3 sont remplacées par 1’, 2'.

1’ On détermine r tel que

r—-1
Mr+s = iZO B;Ms+i §= 0: la oo
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2. On considére la réalisation : (voir [5])

0, 1, 0, .. 0, | M,
0, 0, 1, ... O, M,
= = . = 1 .en
F=1o, 0, 0,.. 1, |G=|: [H=10-0l
) r
_Bolpﬂllpszlp o Br—llp_ _Mr—l_
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