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SUR LE FILTRE DE KALMAN-BUCY
EN TEMPS CONTINU

par Michel VALADIER (1)

Résumé. — Dans la littérature le filtre de Kalman-Bucy est présenté sous forme d’équation
différentielle stochastique. Le but de cet article est de montrer, sous I'hypothése que certains
coefficients sont fonctions absolument continues du temps, que I'équation peut étre résolue
pour chaque trajectoire du processus observation comme une équation différentielle déter-
ministe. Le résultat est démontré en utilisant les mesures cylindriques et des calculs de
Bensoussan.

INTRODUCTION

Le filtre de Kalman a de multiples applications car il permet de tirer le
meilleur parti de I’information bruitée dont on dispose (cf. le livre de Faurre).
Le filtre de Kalman en temps discret est suffisant pour beaucoup d’applications.
Le temps continu est intéressant, pour le mathématicien, parce qu’il faut
introduire le bruit blanc, et que la démonstration se complique, pour tout le
monde, dans la mesure ol on est curieux de savoir ce qui se passe dans ce cas
limite, et aussi pour certaines applications ou le temps continu est essentiel :
systémes régis par des équations aux dérivées partielles (cf. Bensoussan) et jeux
différentiels stochastiques (théorie encore peu développée).

Dans cet article on démontre la propriété du filtre en temps continu et en
dimension finie. On s’est attaché, en faisant des hypothéses de régularité sur les
coefficients, & montrer que 1’équation du filtre (4) n’est pas seulement une équa-
tion différentielle stochastique, mais s’applique aux trajectoires du processus
observation.

On aurait pu se ramener aux résultats de Wonham ou Bensoussan [2], mais
il nous a paru intéressant de rédiger complétement la démonstration. Le résultat
est proche de Bensoussan [2] chap. 6, et les calculs sont inspirés de Bensoussan[1]
chap. 3, p. 178 (méthode du découplage). L’avantage est qu’on ne parle pas
d’équations différentielles stochastiques, et que le lecteur a seulement besoin de

(1) Université des Sciences et Techniques du Languedoc, Montpellier.
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10 M. VALADIER

quelques connaissances classiques en probabilités, de savoir ce qu’est le mouve-
ment brownien ou d’en admettre I’existence, et, s’il va jusqu’a lire la démonstra-
tion, de connaitre les promesures (ou mesures cylindriques, cf. I’exposé de
Bourbaki).

Présentation formelle du filtre de Kalman-Bucy

Considérons le systéme
6)) { % = Ax + Bb, x(0) = x,
93] y=Hx+w,y0)=0

. dx
On note x pour Frh
— A, B, H sont des matrices respectivement (n, n), (1, k), (m, n), dépendant
du temps,

— v est une fonction continue, trajectoire du mouvement brownien a
valeurs dans R¥,

— w est une fonction continue, trajectoire du mouvement brownien a
valeurs dans R",

— x, est un point aléatoire de R”, gaussien, de moyenne x,, de covariance P,

— Xy, U €t w sont indépendants,

— x(t) est I’état du systéme, y est 1’observation.

Le probléme est : donner une loi conditionnelle de x(7') connaissant y
sur [o, T]. Comme tout est gaussien, on peut s’attendre a ce que cette loi
conditionnelle soit de covariance indépendante de y, et de moyenne fonction

affine de y (cf. en dimension finie le théoréme 3, p. 92 de Barra, qui est d’ailleurs
le fondement du filtre de Kalman en temps discret).

La covariance sera P(T), ou P est solution de 1’équation, dite de Ricatti :
3) P = AP + PA’ + BB’ — PH'HP, P(0) = P,

(on note A’ la transposée de A).

La moyenne J'Ey(T) sera donnée par 1’équation différentielle.
@) X, = A%, + KG—HZ), 4(0) =%, ou K= PH"

Fait remarquable, cette équation est valable pour 7" quelconque. On dit
qu’on a la propriété de récursivité, et c’est pour cela qu’on utilise le mot filtre :
si on peut réaliser par un circuit électrique 1’équation (4), on fait entrer y(¢)
au fur et 2 mesure que I’on observe, et on obtient & chaque instant la moyenne

x,(0).

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FILTRE DE KALMAN-BUCY 11

Hypothéses techniques

L’équation (1) n’a pas de sens, & moins de supposer B indéfiniment dérivable
(probléme du produit de la distribution o et de la fonction B). On va supposer B

absolument continue et 4 intégrable, et on remplace By par (—;1; (Bv) — Bv (%

est prise au sens distribution) :
. . d s
(1 bis) x = Ax T (Bv) — By, x(0) = x,.

Cette équation a, dans C([0, T}, R"), au plus une solution, car 1’équation
homogeéne n’a que la solution nulle. Soit ® la résolvante associée & 4. Alors
(1 bis) admet la solution suivante :

a ter) { x(t) = ®(¢, 0)x, + B)v(t) + f(:@(t, $)[A(s)B(s) — B(s)]o(s) ds
— B(0)v(0).
On prend comme espace de probabilité de base
Q, = R" x C([0, T], R") x C([0, T], R™)

muni de la probabilité produit de : la loi gaussienne de moyenne X, de cova-
riance P, sur R", et des mesures de Wiener (loi du mouvement brownien) sur
les deux derniers facteurs (cf. par exemple Bourbaki, § 6, n° 7). On notera x,(t)
la variable aléatoire sur ), dont la valeur en (x,, v, w) est donnée par (1 ter).
Soit également

(2 bis) (D) = foH(s)xl(s) ds + w(t) — w(0)

On suppose H absolument continue.
De la méme fagon que pour I’équation (1), on remplace dans (4), Ky par

(%(Ky) — Ky (K = PH’ est absolument continue) :

. x A d . A A
(4 bis) x, = (4 — KH)x, + I (Ky) — Ky, x,(0) = Xo.
Si ¥ est la résolvante associée 3 4 — KH, on a explicitement

(4 ter) x(6) = F(t, 0% + KOW(E) +

+ f W(t, I(AG) — KSHEKE) — KODE) ds.

n° juil. 1972, R-2.



12 M. VALADIER

Formulation du résultat

L’équation (4 bis) a une solution unique pour toute y € C([0, T], R™),
c’est-a-dire pour toute valeur possible de I’observation y;. Le résultat & montrer
est que la loi gausienne L(y), de moyenne 3cy(T) et de covariance P(T), est une
loi conditionnelle de x,(T) sachant y; = y. De fagon plus précise, notons L la
Joi sur R* x C([0, T, R™) de (x,(T), y;) et L;la loi de y, (e = état, s = sortie).
On doit avoir, pour tout U borélien de R” et tout ¥ borélien de C([0, 7], R™)

LU x V) = [ LoXOL@)
(cf. Neveu, III-2 pour ’intégration de probabilités de transition) ou encore
L= f(L@) ® 3,)L,(dy)
(3, désigne la masse de Dirac en y).

Introduction des promesures
Soit Q, = R" x LA([0, T}, RY) x L([0, T}, R™)

muni de la promesure (ou mesure cylindrique, le terme promesure est dit a
Bourbaki) produit de : la loi gaussienne de moyenne x, de covariance Py sur R,
et des promesures gaussiennes centrées de covariance le carré de la norme
(on considére R”, ... comme espaces euclidiens) : la covariance du produit est
la forme quadratique

@ @, 9) > Pox | ) + [lof* + [[4]%.
Notons J.l’opération de primitive : fcp est la fonction fcp (s) ds. Alors
]

Papplication (x, ¢, ¢) I—| x, fcp, fq; » de Q, dans Q,, transforme la pro-

mesure sur £, en la probabilité déja mise sur Q, (cf. Bourbaki). On a le
droit de considérer des variables aléatoires affines continues sur Q,.

Lorsque (x,, v, w) = (xo, fcp, Jf¢) » (1 bis) (2 bis) et (4 bis) deviennent
X = Ax + Be, x(0) = x,
y =Hx+¢,50)=0
%, = Ax, + K(j — H5,)

On notera éventuellement x,, y, pour insister sur le fait que I’on considérera
ces variables aléatoires sur Q,.

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FILTRE DE KALMAN-BUCY 13

Théoréme. — L’équation différentielle
3) P = AP + PA’ + BB'— PH'HP, P(0)= P,

a une solution sur [0, T). Pour tout t, P(t) est symétrique semi-définie positive.
Soit K = PH', et pour y € C([0, T], R™), )?y solution de

. A A d ° A A
(4 bis) X, = (4 — KH)x, + T (Ky) — Ky, x,(0) = x,.

Alors la probabilité gaussienne sur R", L(y), de moyenne fy(T) et de cova-
riance P(T) est une loi conditionnelle de x,(T) sachant y, = y.
REMARQUES.

1) On dit une loi conditionnelle car il n’y a unicité que modulo I’égalité L
presque sirement.

2) Si B et H sont seulement absolument continues par morceaux, le résultat
reste valable.
Démonstration (I’idée principale est exposée au début du 2)).

1) Supposons T assez petit pour que (3) ait une solution sur [0, 7). 1l est
clair que P(z) est symétrique. Nous allons montrer que (P(t)hlh) = 0 pour
tout A. Pour ce faire nous allons définir quelques fonctions qui seront utiles a
plusieurs reprises.

Soit donc & € R" et z € L*([0, T), R™). Soit x solution de :
©) % — A — PH'HY + PH'z, #0)=a.

[pour Pinstant x n’a rien 2 voir avec la solution de (4 bis)].
Soit & solution de :

6) 6 =—A'sc + HHPs — H'Hx + H'z, o(T)=b,
et soit :
™ 0(2) = x(£) — P(t)o(2).
On a:
6 = —A’s + H'HPc — H'HO — H'HPc + H'z
8 =—Ac—H'HO+ H'z et:

§ = AX — PH'HX + PH'z — Poc — P5
= (4 — PH'H)® + Ps) + PH'z — P — P(— A'c — H'HO + H'’z)
= A0 + APc — PH'HPc — Pc + PA's
(9) = 49— BB’s.

no juil, 1972, R-2.
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Deux cas seront intéressants : b =0, a=2x, et b=h, a=0, z=0,

Pour b = 0, a = x,, on notera £ au lieu de 0, p aulieude 6. On a :

(10) £ = At — BB'p

(11) p=—A'p—HHE+ H'z
(12) pT)=0

13) £(0) = X, — P(0)p(0)

(14) E(T) = X(T).

Lorsque w = J etz =y= Hx + ¢, on a, d’aprés (5) §(7) = J?,(T).

Pour b =h,a =0,z =0, on notera B aulicude 9, y aulicu de 6. On a :

1s) g = AR — BB'y

(6) ¥=—4y—H'HY

an YT)=nh

18) B0) = — PoY(0)

19) B(@® = — P(OY().
Calculons :

v [xO) + [y | Bvyae + [qap | 1) s

= (Pox(0) | ¥(O)) + [ BBy | y) d + f (H'HB | B) dr

@aen ™

~ (Poy(0) | 1O) + f BB’y | y)dt + f (—7—d'y| B)dr

= @) vO) + [BBY | 11t + 4O | 80D — 4D BT
+ [a1Ba—[us|pa

(1) On indi%ue ainsi les formules utilisées pour passer a la ligne suivante. On écrit

au lieu de lorsqu’il n’y a pas ambiguité.
L]

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FILTRE DE KALMAN-BUCY 15

@8), (7, (19) et (15)
= [@avina+ 6l 2w + [ | 48— BB

~[p1var
= (P(D)R | ).

Finalement :

@0) (PO | h) = (Pov(0) | v(0)) + f B’y | By dr + f (HB | HB) ds,.

ce qui prouve que P(T) est semi-définive positive.

2) 11 suffit de montrer que pour tout 4 € R" et . mesure de Radon sur
[0, T] a valeurs dans R™, les images des deux probabilités L, et

[ror® 3,09,

par Papplication (x, y) 1—>(x | k) + j(y(t) | u(dr)) sont égales (en effet d’aprés

Bourbaki, § 6, n° 3, prop. 3, p. 73 et n° 1, prop. 1, p. 71, les deux probabilités
en question sont égales si elles ont méme transformée de Fourier. Et il suffit
pour cela que leurs images par toute forme linéaire continue soient les mémes).
Les deux probabilités obtenues sur R sont gaussiennes, on va le voir ci-dessous.
1l suffit donc de vérifier 1’égalité des moments du premier et du deuxiéme ordre.

La probabilité L, est gaussienne (Bourbaki ne parle que de probabilités
gaussiennes centrées, mais cela n’est pas grave. Pour le cas général
cf. Bensoussan [1], chap. 1); donc son image par une forme linéaire continue est

gaussienne. Soit v I’'image de fL(y)@ 3,L(dy) par la forme linéaire (1))
+<,.>.0Ona
v

Jermuian = [[emamr<erarpyanr,an

P st (hl
—e (t°12)(P(T)h|h) felt[(hlxv(T)H <“"’>]Ls(dy).

Or y I—>x,(T) est affine continue, donc (& | x,(T)) + ¢ u,»1 > a une loi
gaussienne, et la derniére intégrale est de la forme e™* e~*"*"/2, Finalement
cela montre que v est gaussienne.

n° juil. 1972, R-2.



16 M. VALADIER

Rappelons que x, est définie pour (x,, ¢, §) € Q, comme la solution de

I’équation (1) ol v est remplacé par J'cp :

3} x = Ax + By,  x(0) = x,.

De méme la variable y, est définie par :

22) ) = fo'm(s)x(s) - §()] ds.
On posera :
@3) 2(t) = HO() + H0).

Alors (5) (pour a@ = x,) définit x, [cf. (14)].

3) Moment du premier ordre
a) Image de L,
E((h]xy(T) + {1, y10) = E((h|x(D) + E( sy D).

b) Image de fL(y)@ 5,Ly(dy).

[[115 + <wr> roxanL@) = [ L) + B ».
1l sagit de montrer que :

o) [ 5 m@) = 5@ | 5,

ou encore E((k | (7)) = E((h | x((T)).

On va exprimer (% | %,(T)) sur Q, (on écrit %, au lieu de )Acyz).
On a (16):

T
0= €|~y —ay—mHp U
]
= EO) | O — ED 1) + [E ] e

+[ € |-t —map e

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FILTRE DE KALMAN-BUCY 17
Do [(14), (17)] :
O] 2.0 = GO |xO) + [E] D+ [€ |~y —HHpar
((13),10)
= 6O | 30— POPO) + [(45— BB | 1) a

+[@l—ay—mmg a

= 6O | 20— PORO)— BB | 1at— [(@ | HHD a1

an
~ () | %0 — POBO)— [@Bp | v) a1
—f(ﬁ | —p—A'p+ HZ)de
— (1(0) | %o — PO)P(0))— f (BB'p | v)dt + (B(T) | (1Y)
— @O | — [G s+ [s|pa— [@ | Haa
(8), (12))
= 6O | 30— [@Bp | a— G par+ Jsipa
— J(s | H'z) de
@)
=6 | 20— [ H2ar
(@3)
— 6O |30 — [ mEm ar— [(6] B9 ar
16)

=(Y(0)lffo)+f\?+A’le)dt—f(BIH’¢)dt
— (0 | o) + (D) | 22(T)) — (4(0) | x0)— f (¢ | %) dr
+ f(y | Ax)dr — I(B | HY) dr

2° juil. 1972, R-2.



18 M. VALADIER

a7, @)
= 6O | £ —x0) + | 50 — [ ] Bo) — f(a | B'g)

e =GO f—m) + k] @)~ [@r|o— [@B |
Ainsi :
@9 G| uD—5HT)=60 |~ + [@r|o+ [@s] v,
L’image de la promesure sur Q, par I'application
(o2 9) 1> GO | 50— 30) + By | 9+ [ | )

est identique (grice a la propriété de transitivité des images, cf. Bourbaki,
§6,n° 2, p. 72) alaloi de (& | x,(T) — x,(T)). Cette derniére est donc centrée, ce
qui établit (24).
4) Moment du deuxiéme ordre
a) Image de L.
27 E(| (] x(T) + o yi > )
= E(| b | x(T)— %,(D) + (B | 2(T) + o 31 > D
= E(| (h | x,(T)— x,(T) |
+ 2E((h | x(T) — % (DNICh | x:(T)) + {15 1 DD
+ E(| (B X(D) + <31 > 1)

b) Image de JL(y) ® 3,Ly(dy).
@9 [[16:19+ > PLoXILGY
=(P(T)hlh>+f[l(hw‘c,m)l’+2(h|9c,m><u,y>
+ [< 1 ¥ D IL(dy)
= (P(Dh | h) + E(| (h| 2,(T)) + {w, 3, > |2
Montrons d’abord que :

29 E(| (b | x,(T)— x(D) |*) = (P(Dh | b).

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FILTRE DE KALMAN-BUCY 19

Soit v Ia loi de
((h | %,(T)— %(T)), (k| x,(T)— %(T)))  dans R

Alors, grice a (26), v est I’image de la promesure sur Q, par I’application u :

(509, ) > (O | %o —30) + [@y | 9+ (8] ), idem.
On a
B(| (| 5D — ) ) = [iax, &) = 240, 0,0, ),

ou Q est la forme bilinéaire sur R2, covariance de v.

Désignons par Q la forme bilinéaire covariance de la promesure sur Q,.
On a (cf. Bensoussan [1] formule (2.5), p. 14, et également Bourbaki, § 6, n° 5,
prop. S5, p. 78) :

0((1, 0), (0, 1)) = Q('u(1, 0), ‘u(0, 1))
= Quy, uy)

= Po(0) | Y(O) + f By | B'y) + f (HB | HP)
= (P(D)h I h), d’aprés (20), d’on 29).

Reste a montrer que :

(30) E((h | x(T)— %,(D)Ik | :(T)) + < g, 31 D) = 0.
Pour cela montrons que
(31) — @(t, 0)Pyy(0) — fo D(¢, $)B(s)B'(s)y(s) ds + P(t)y(z) = 0.

En effet, en désignant par k(¢) le premier membre de (31), on a k(0) = 0 et
k = — 4®(., 0)Pyy(0) + A(-—f. . ) — BB'v—f (19)

= Ak + AB — BB’y —
= Ak (15).
Calculons { u, ¥y, >. On a :

T/ ¢
Cwps > = f (@(dD) | »20) = fo (u(dt) | foﬁz(s) ds)
T
- fo (s, T | 5(5)) ds.

ne° juil. 1972, R-2.



20 M. VALADIER

Ona y, =z, = Hx, + . Posons u([s, T]) = f(s). On a

G2 (wyd= f (£ | HOxy(0) dt + f (O | ) de
- f (7 | HOB(, 0)xo) df +
T t
[[vo 180 [ 26,9800 65 a1 + J | 9 de
0 0
- f (@) | HOD(, O)xo) di +

T T
fo ( [owomwrma B(s)qo(s)) as+ [0

En utilisant (26), (25) et (32), on obtient pour (30)
E( [(Y(O) |%o—40+ [y 9+ [ ¢)]

T
[—— (Y(0), | xo — Xo) + (h | ©(T, 0)x, + f D(T, 5)B(s)els) dS)
(33 °

—[@r 10— [@sio+ [l HoC,0m)
AT [ T \

+ Jo ( L @'z, YH'() f(2) dt | B(s)q»(s)) ds + f(f | 4»)]) :

{comme ci-dessus on a une application linéaire Q, — R2. Le E signifie que ’on
intégre dans R? par rapport 4 la probabilité image).

L’intégration de (33) donne :

i) des termes dus a x, :

T
— (Po(0) | ¥(0)) + (Poy(0) | (T, 0)h) + (POY(O) | L (., 0Hf dt\,

ii) des termes dus a ¢ :

f (B’Y | B'®"(T, .)h— B’y + B(s) f (1, YH'() £ (F) dt)

iii) des termes dus a ¢ :

Je)—mp+ .

Pour montrer que le total est nul on regroupe séparément les termes « en
h2 » et les termes «en Af ».

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FILTRE DE KALMAN-BUCY 21

Pour les termes en 42 on a :

(— Por® | YO) + (Box©) | (T, 0 + By | BOT, Ih)
+ [@y| -8+ [@e | —mp
6))
= ( Por® | 1) + O(T, 0Pex® | )+ [@(T; )88 |

~[@Br1v+ [+ av|p

(or f(‘f + A’y | B) = (Y(T) | B(T)— (v(0) | B(0))— j(Y | B + J(A'Y )
et avec (18), (17), (19) et (15))

= @@ 0P | 1)+ [@(z; 288 | — [@BY [
—@@h | D~ [t 48— 2B + [Cav | B

= @T0) PoxO)[i) + [ @(T,) BB |1 — @}

= 0 d’aprés (31) appliqué avec t = T.
Pour les termes en Af on a :

T
(Poy(O) || e e om0 dr) +
T
+ J-(Br.{ | B'(s) f @'(t, YH'(2) f(D) dt) ds + f (Hp | N
= I(H(t)q)(t, 0)Pyy(0) + J: H(@®D(¢, s)B(s)B'(s)y(s) ds

+ H®B() | f(t)) dr.

Avec (19), (31) donne la nullité,

5) Maintenant P(¢) s’interpréte comme la covariance conditionnelle de
x4(f) qui est majorée par le moment du deuxiéme ordre de x,(¢). Ce dernier est
borné sur [0, T]. Donc P(¢) ne diverge pas et ’équation (3) a une solution sur

[0, T}
n° juil. 1972, R-2.
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