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UNE NOUVELLE METHODE DE CALCUL
DE LA TRANSFORMEE INVERSE
D’UNE FONCTION AU SENS DE LAPLACE
ET DE LA DECONVOLUTION
DE DEUX FONCTIONS.

par Frangoise VEILLON (1)

Résumé. — Présentation d’une amélioration de la méthode de Dubner et Abate publiée
dans le journal de I’ ACM (janvier 1968, vol. 15, n° 1) et d’une application au probléme de
déconvolution numérique de deux fonctions.

Méthode [DA]

Soit une fonction a valeurs réelles f(z), définie sur ]— oo, + oof, nulle sur
]— o0, Of, que I’on veut calculer connaissant sa transformée de Laplace F(p).
On suppose que F(p) n’a pas de podles a droite de ’origine (un changement de
variable sur p peut toujours nous ramener a ce cas).

On définit la suite de fonctions g,(z) telle que g,(¢) soit définie sur ]— oo, + ool
périodique, de période 27, coincide avec e f(¢) sur le segment [nT,(n + 1)T]et

soit symétrique par rapport a la droite des ordonnées passant par le point
d’abscisse nT.

La définition de la suite g, (¢) permet d’écrire :
Z e‘"g,,(t) — z &%t e—a(ZnT+t)f(2nT+ 0+ z eate—a(ZnT—t)f(znT_t)
n=0 n=0 n=1

En isolant le terme correspondant a n = 0, il vient :

Zo g, (1) = f(1) + 21 e 2T f(2nT + 1) + ** f(2nT — 1))

(1) Mathématiques Appliquées, Informatique, Université de Grenoble.
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92 F. VEILLON

En identifiant cette expression avec son développement en série de Fourier :

S ar _2e” 1 2 ik krt
n;) e“g, (1) = 7 [2 ReF(a) + k; ReF(a + T) cos T]

il vient :

2¢e*

1) == [% ReF(a) + k; ReF(a + Ian) cos {c_nft] + Err

Err = i g 2aTn [f(ZnT + 1) + e f2nT — t)]

Si ¢ tend vers T, Err est de I'ordre de f(T"), ce qui n’est pas acceptable.
Dubner et Abate ont montré que si 7,,, est la valeur maximum pour laquelle

on veut calculer f(¢), et si ¢, = —2{ » Err peut étre rendu aussi petit que possible

en jouant sur a. En effet, puisque F(p) n’a pas de singularités a droite de I’origine

alors f(¢) est bornée a I’infini par une fonction de la forme C¢™ (C constante et
m entier). Dans ce cas Err est de I’ordre de :

C1,5T)"e™ TouCe *sim=0
expressions qui sont décroissantes en fonction de a.
Sim=0etal =10, Err~ C x 1073,

Dubner et Abate préconisent d’utiliser leur méthode avec aT' constant

valant de 8 a 15, et de prendre 500 & 1 000 termes pour calculer la somme selon
les cas.

Raffinements de calcul

1° Calcul de la somme infinie

Pour mieux calculer la somme infinie, nous avons utilisé 1’s-algorithme qui
est une méthode d’accélération de la convergence de la série associée a la
somme [BR].

2° Rapport entre T et ¢

Il n’est pas justifi€ de lier 7 a ¢,,,. Cela signifie que pour calculer f(t) pour
t = 1 par exemple, T sera différent selon que 1’on tabule f(z) jusqu’a t = 10
ou ¢z = 20. Il nous a paru préférable de lier T a ¢ de la fagon suivante :

T

_;-:)\1 et )\122
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CALCUL DE LA TRANSFORMEE INVERSE DE LAPLACE 93

Cette convention a été confirmée par 1’étude de la fonction f(¢) = 1. En effet
il vient en isolant les termes négligés dans la sommation

2e‘"[1 N 1 kn
=0~ g 8 e ()
T2a2

Ze“ & kr
+ T k(‘r)

T+ T%a®

En prenant N assez grand, la deuxiéme somme peut étre rendue petite et le
terme négligé dans son ensemble peut rester petit en jouant sur a et A,. De plus,
le terme négligé est constant.

3° Optimisation de i,

Avec une méme valeur de aT et un méme N, des essais sur diverses valeurs
de A, et diverses fonctions ont montré que A; = 8 était la meilleure solution.

4° Influence du nombre N auquel on arréte la sommation
Posons U, = ReF(a + i;) cos (%) .

Si U, et U, sont égaux modulo 16, alors ils font intervenir le méme cosinus.

Des essais ou seul N variait ont montré que N = 36 modulo (16) (qui cor-
respond a un cosinus nul) donnait de meilleurs résultats que N = 30 modulo (16)

ke V2
ke ).

N = 32 modulo (16) est encore plus défavorable (cosinus égal a 1).

5° Blocage des termes de la somme

Nous avons préféré bloquer 8 par 8 (m X A; avec m > 1 en général) les
termes de la somme.

Soit ¥, = Z ReF( "”)

Au lieu d’apphquer I’c-algorithme sur N termes V; ... Vy, nous 1’avons
appliqué sur M termes :

8 8M
= Z Vm .o WM = z Vm
m=1 m=8(M-1)+1

Si M = N, nous avons une plus grande précision pour un méme volume de
calculs car nous avons utilisé 8 fois plus de termes de la suite d’origine.

n° juil. 1972, R-2,



94 F. VEILLON

Si M = N/8, nous avons un méme résultat pour environ 32 fois moins de

NN + 1)
2

calculs (il y a termes a calculer dans 1’c-algorithme activé sur N

termes). Le fait que W, fasse intervenir chacun des 8 cosinus différents concernés
a pour effet de faire de la suite W} une suite plus « stable » que la suite V.
6° Optimisation du parameétre a

La valeur approchée de f(¢) est théoriquement indépendante de a. Elle en est
en fait dépendante 4 cause de :

a) Perreur de principe que 1’on néglige,
b) le calcul numérique, donc approché, de f{¢).

Nous pouvons donc I’écrire f(7, a) et le probléme est de chercher a tel que
f(t, a) dépende le moins de a.

Pour ¢ fixé, nous calculons f{¢, @;) pour un ensemble de valeurs g; de a.
La valeur a,,, retenue est soit la plus petite (car elle minimise Err) des valeurs
de a pour laquelle la dérivée de la spline fonction d’ordre deux passant par les
points (f(¢, a;), a;) s’annule ou & défaut la valeur de a ol cette dérivée est la
plus petite en valeur absolue.

Résultats

1° Tous les exemples ont été calculés avec M = 8.

20 De nombreux essais ont permis de mettre au point
suivant :

a; =115 a,=120 a;=125 a,=130 a;=135

et tous les résultats sont calculés avec cet ensemble mais le nombre et la valeur
des a; sont des paramétres de la procédure de calcul.

30 Le temps de calcul est de I’ordre de 1 seconde par valeur de ¢.

Application a la déconvolution

Etant donné 1’équation de convolution :

s(t) = J:“G(t —1)e(®)dr

qui s’écrit aprés transformation de Laplace
S(p) = T(p) X E(p).

ou S, T, E sont les transformées respectives de s, G et e, on veut calculer G
connaissant s et e.
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Erreur relative

Erreur relative
méthode de

Erreur relative
méthode de

méthode de Dubner
Abate améliorée

Fonction Intervalle
Papoulis [PA] Gaver Stehfest [GA]
min max min max min max
- 1.906 10-2
Ze‘“'sin t <t < 6 10-5 1,7 0,25 10-4 1,4 <16 10-5| 510-2
1.220 10-!
Erreur relative Erreur relative Erreur relative
Fonction Intervalle méthode de méthode de méthode de Dubner
régularisation [RI] Gaver Stehfest Abate améliorée
!
min max min max min max
1 + sin(xt)
f)=§si0<1<2 0<1<2 7,5 10-3 1,8 1,2 10-3 5,8 1,2 10-7 | 5,2 10-!
Osit>2
Erreur relative Erreur relative Erreur relative
Fonction Intervalle méthode de méthode de méthode de Dubner
Bellmann [BKL] Gaver Stehfest Abate améliorée
min max min ‘ max min , max .
4,14 < ¢t < 0,016 0,7 10-4 [ 4,5 10-2 < 3 10-6 2,5 10-3 < 10~6 7 10-°

f@) =e "2




Erreur relative

Erreur relative

Erreur relative pour

Fonction Intervalle pour la méthode de pour la méthode de la méthode de Dubner
Gaver Stehfest Dubner Abate améliorée Abate non améliorée
min max min max min max
1 0<1<100 1,24 10-¢ | 1,24 10-% | 1,12 10-6 | 1,29 10-6 2,7 10-6 3,3
At
— C — La() -6 _s -8 _6 _6 -1
C = 0,5772157 0< <100 4 10 410 1,5 10 210 438 10 2,7 10
3
t_ 0<r< 100 6 10-3 6 10-3 2,3 10-3 2,3 10-3 8,4 10-3 2,8 10-!
6
e-? 0<t<10 2,5 10-4 > 1 5 10-6 10-2 4,5 10-3 15
L;y(®
6 0<r< 100 1,2 10-3 2,1 10-! 1,1 10-¢ 7,5 10-4 10-4 1,4 10-1
Ly=—134+92—18:+6
e"'\/; + (1 —e™hH 0<7<100 1,2 10-5 5 10-4 7 10-9 1,7 10-6 1,1 10-5 1,5 10-2
1 0< <100 510-7 510-7 1,5 10~-11 48 10-14 5 10-2 148
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Sachant calculer B(¢) & partir de Re[T(p)], il suffit donc de calculer Re[T(p)].
Or, cette fonction est égale a

S,(p) + iSi(p)
R"[ ) +‘iEi(p>]
avec S(p) = S,(p) + iS{p)
E(p) = E(p) + iE(p)

Or S,, S;, E,, E; sont des transformées de Fourier de s et e que 1’on calcule
par le procédé de Cooley et Tukey [CT].

Résultats
Fonction Intervalle Erreur relative
Min Max
¢ = J.tdt 025<t<3 10-3 10-8
0

1
te—at - f ea(r-—r) e‘ru dr

N « 1.4 10-3 1.3 10-7
o =0,5
3 2

r +’_=ft1(1 tr—ndr « 107 10-5 | 1.7 10-4

6 "2 ),

- t
i’i’,_s_c‘i:;_t = J. sin (7) cos 3(t — 1) dt « 1.96 10-# 7.35 10-2

0

N.B. Une procédure d’inversion et une procédure de déconvolution en
algol se trouvent a la référence [VE).
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