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CIRCUITS ET ARBRES DE CIRCULATION
DUN GRAPHE FORTEMENT CONNEXE

par Frangois STERBOUL (%)

Résumé. — L’étude par G. Chaty des graphes fortement connexes possédant un nombre
minimum de circuits (graphes f.c.c.m.) a permis de les identifier aux graphes fortement
connexes possédant un arbre de circulation. Le présent article apporte une réponse au pro-
bléme de la caractérisation et de la construction des arbres de circulation d’un graphe f.c.c.m.,
et une réponse négative a deux conjectures proposées par G. Chaty dans sa thése.

§ 1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Les principales notions utilisées sont dues a Chaty [2].

On appelle graphe fortement connexe c-minimal (f.c.c.m.) un graphe forte-
ment connexe dont le nombre de circuits élémentaires est égal au nombre

cyclomatique du graphe : k =m—n + 1 (m nombre d’arcs, # nombre de
sommets).

On appelle arbre de circulation d’un graphe, un arbre maximal du graphe,
tel que I’adjonction de tout arc du coarbre associé détermine avec certains arcs
de I’arbre un circuit. Ce circuit est alors élémentaire et unique.

Propriétés
1) Un graphe fortement connexe est f.c.c.m. si et seulement s’il posséde un
arbre de circulation.

2) On peut ranger les arcs d’un graphe f.c.c.m. en trois classes 4, B, C:

— Classe A4 : arcs supprimables, i.e. arcs dont la suppression ne détruit pas
la propriété de forte connexité du graphe.

— Classe B : arcs non supprimables, appartenant au moins a deux circuits
élémentaires du graphe.

(1) Université, Paris-VI.
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4 F. STERBOUL

— Classe C : arcs non supprimables, appartenant 4 un circuit élémentaire
unique du graphe.

Chaty a démontré les résultats suivants :

1) Si un arc d’un graphe f.c.c.m. appartient a plusieurs circuits élémentaires,
il est alors de type B et appartient a tout arbre de circulation du graphe.

2) Tout arc de type C appartient au moins & un arbre de circulation du
graphe.

3) Les arcs de type 4 n’appartiennent & aucun arbre de circulation, donc
appartiennent au coarbre de tout arbre de circulation.

§ 2. PROPRIETES ET CONSTRUCTION DES ARBRES
DE CIRCULATION D’UN GRAPHE f.c.c.m.

Théoréme, — Pour qu’un arbre maximal d’un graphe f.c.c.m. soit de circula-
tion, il faut et il suffit qu’il contienne tous les arcs de type B.

La condition est nécessaire d’aprés la propriété 1) ci-dessus. La démonstra-
tion du fait que la condition est suffisante se fera par I’absurde en supposant
qu’il existe un arbre contenant les arcs B, tel que I’adjonction d’un arc du
coarbre détermine un cycle élémentaire non circuit. On montrera alors qu’il
existe un chemin, non inclus dans le cycle, joignant deux sommets du cycle et
formé uniquement d’arcs B, ce qui entrainerait que ’arbre considéré contient
un cycle.

Lemme. — Soit vy un chemin appartenant & un circuit élémentaire I |, et a un
circuit 'y, alors si T'; € T, tout arc de v appartient a deux circuits élémentaires.

Démonstration

Tout arc de y appartient 2 I';, et & un sous-circuit élémentaire de I',
différent de I';, puisque I'; ¢ T',.

Démonstration du théoréme

Orientons le cycle C non circuit considéré dans le sens de I’arc a du coarbre.
En progressant dans ce sens sur le cycle soit 4, le premier sommet du cycle
ou l’orientation des arcs du cycle s’inverse, B, le sommet ou les arcs du cycle
reprennent le sens de a, 4, le sommet suivant ou les arcs du cycle changent a
nouveau de sens, etc... On notera C[B;, 4;] le chemin, inclus dans le cycle C,
de B; & A; qui est donc constitué d’arcs de sens opposé a a, et C[B;, 4;14]
chemin inclus dans C, ayant ses arcs de méme sens que a. Comme le graphe est
fortement connexe, pour tout 7 il existe un chemin élémentaire de 4; 2 B,
noté w.;[4;, B;] (fig. 3). Considérons le circuit .,[4,, B,}. C[B,, 4,].

Il peut ne pas étre élémentaire, on considére alors le sous-circuit élémentaire
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6 F. STERBOUL

w,[Dy, B,). C[By, D,] de ce circuit, contenant I’arc B,E, de C (fig. 4). On a
alors deux cas:

1) L’arc B,E, n’appartient pas au circuit I', = p[4,, B,]+ C[B;, 4,]...
wld;, Bj}- CIB;, A;+,]... C[B,, A,]. Alors, le chemin p,[D,, B,] est inclus dans
le circuit I', et dans le circuit élémentaire I'; = p,[D,, B,]- C[B;, D,] et
I'y ¢ T',. En appliquant le lemme, le chemin w,[D;, B,] est formé d’arcs de
type B, le circuit I'; serait alors inclus dans I’arbre.

2) B,E, appartient & I',, donc 2 un des chemins y;[4;, B;]. Soit k P’indice
du premier chemin ; qui contienne B, E, (fig. 5).

2.1. Sile circuit y,[4;, By] « C[By, 4] est élémentaire, le chemin p[4;, B,]
est inclus dans ce circuit et dans le circuit

L= weldy, Bl C[By, A,]- p,[4,, B, ... k= 1[4~ 15 Bi=1l* C[Bi—1, Al

I'; ne contient pas B;E, donc ne contient pas ,[4,, Byl+ CIB,, 4] et
d’aprés le lemme le chemin p,[4;, B,] est formé d’arcs de type B, et le cycle
wil4s, Bl C[By, 4], (C[B,, A4;] étant la chaine de B, & A, contenue dans le
cycle C et ne passant pas par 1’arc a du coarbre) serait alors inclus dans I’arbre.

2.2. Sile circuit p[A4,, B C[B;, 4;] n’est pas élémentaire (fig. 5), soitT’
un sous-circuit élémentaire, contenant I’arc B E,, de ce circuit. I' contient au
moins un sommet appartenant au chemin C[B,, 4,] sinon I serait inclus dans
wil4y, Bi] qui ne serait pas élémentaire. En parcourant alors I' 4 partir de B,

dans le sens opposé & celui de T soit Dy le premier sommet appartenant &
Cul By, A]. Le chemin yw,[D,, B,] est alors inclus dans le circuit élémentaire I"
et dans le circuit I'; défini ci-dessus et I" ¢ I'; puisque I' contient B, E,. D’aprés

le lemme le chemin ., [D,, B,] est formé d’arés de type B, et le cycle
“k[Dk’ Bl] * C[Bis Dk]

serait alors inclus dans I’arbre. (C[B,, D,] désigne la chaine de B, & D; incluse
dans C et ne contenant pas 1’arc a du coarbre.)

Algorithme de construction d’un arbre de circulation : I’algorithme se
déduit de I’algorithme classique de construction d’un arbre maximal d’un
graphe (Berge [1]) :

1) On choisit tous les arcs de type B.

2) On ajoute un par un a ’ensemble des arcs obtenus, des arcs quelconques
du graphe & condition qu’a chaque pas I’arc choisi ne forme pas de cycle avec
les arcs déja choisis. Quand on ne peut plus ajouter d’arcs sans former un cycle,
I’algorithme est terminé.

Il est clair que I’on obtient ainsi un arbre maximal qui est de circulation
d’apres le théoréme précédent.
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Corollaire. — Dans un graphe f.c.c.m. tout arc de type A appartient a un
cycle dont tous les autres arcs sont de type B.

S’il n’en était pas ainsi, I’algorithme précédent permettrait en effet de
construire un arbre de circulation contenant un arc de type 4, ce qui est impos-
sible.

§ 3. SUR DES CONJECTURES DE CHATY [1]

1. La conjecture suivante a été proposée ; tout graphe f.c.c.m. p-minimal
(c’est-a-dire ne contenant pas d’arcs de type 4) posséde une arborescence de
circulation (c’est-a-dire un arbre de circulation possédant une racine unique).

On construit un contre-exemple de cette conjecture en exhibant un graphe
f.c.c.m.” p-minimal, contenant deux arcs de type B incidents intérieurement
a un méme sommet. Tout arbre de circulation contient alors ces deux arcs, et ne
peut étre une arborescence ou I’on sait que le demi-degré intérieur de chaque
sommet est inférieur ou égal a 1. Sur la figure 1, ces deux arcs sont B4 et CA.

On remarque que le graphe, de la figure 1, ne posséde pas non plus d’arbo-
rescence de circulation inversée [arbre qui, aprés inversion du sens de tous ses
arcs, est une arborescence].

2. Sur une autre conjecture : considérons un graphe fortement connexe,
on appelle A tout ensemble d’arcs dont la suppression entraine la disparition
des circuits du graphe : si X est ’ensemble des sommets et U ’ensemble des
arcs, le graphe (X, U — A) est sans circuit. On note A, tout ensemble A de
cardinal minimal.

On appelle coupe du graphe et on note w*(4) I'’ensemble des arcs dont
Porigine appartient au sous-ensemble A de X, et 'extrémité au complémen-
taire 4. Une coupe minimale est une coupe contenant le minimum d’arcs du
graphe.

Un algorithme de construction d’ensembles A, repose (Chaty [1]) sur la
conjecture suivante :

Dans tout graphe fortement connexe, il existe un ensemble A, et il existe un
arc U appartenant a A, tel que U appartienne a une coupe minimale.

Le graphe de la figure 2 apporte un contre-exemple :

Le cardinal d’un ensemble A, est au moins 4, car les circuits CDIC, BEDB,
ACEA, ABHA n’ont deux a deux aucun arc commun. On vérifie que I’ensemble
{ DB, CE, AB, CD }est un A,,. Donc le cardinal de tout A, est 4.

Seuls les arcs DI, IC, BM, MA appartiennent 4 une coupe minimale (ici
de cardinal 1). Pour montrer que les autres arcs n’appartiennent pas a une
coupe minimale, on utilise la méthode suivante : si BA par exemple appartenait
3 une coupe w*(F) de cardinal 1, on aurait B€ ¥, 4 € F (complémentaire
de F). Or, B€F = E€J (sinon BE € w*(F) et cardinal (o*(F)) est supé-

n° juil. 1972, R-2.



8 F. STERBOUL

rieur a 1), de méme E € § entraine 4 € F, ce qui est impossible. On opére de
méme pour les autres arcs.

Les arcs DI, IC, BH, HA ne peuvent appartenir a un A, : aprés suppression
de DI ou IC ou BH ou HA, il reste en effet quatre circuits n’ayant deux a deux
aucun arc commun : CDC, DBED, ACEA, ABA.

Donc aucun arc d’aucun ensemble A,, n’appartient & une coupe minimale.

Figure 2
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