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CONSTRUCTION DE FILTRES DIGITAUX
PAR LA RESOLUTION
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

par Jacques WoLF (1)

Sommaire — On se propose de construire des filtres digitaux (équations recurrentes)

Zont les caractéristiques sont « voisines » de filtres analogiques ( equations differentielles)
onnés

I. INTRODUCTION

La construction de filtres digitaux — ou numériques — peut se faire de
différentes manicres [1] dont 1’une est de partir d’un filtre analogique On se
propose 1c1 de représenter un filtre analogique par une équation différentielle
que ’on intégre numériquement Ce qui donnera un ensemble de filtres digt-
taux dont on peut espérer qu’ll posséde des caractéristiques voisines du filtre
analogique origial.

On considére donc le probléme différentiel

k=0

3 akt () = Z o 3 u(t) (eltnd] (@

Pl) | k
(1) [E—k z(t)] données k=0,1, ,n—1
dr t=tg

~a,,;vl=0

qu admet pour solution z(¢), u(t) étant donnée

(1) Maitre Assistant, Institut de Recherche en Mathématiques Avancées, Grenoble
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CONSTRUCTION DE FILTRES DIGITAUX 93

II. OPERATEUR AVANCEMENT

2.1. Définition
2.1.1. — Soit { f; }j =0, 1, ... une suite donnée f; € R. On pose
Ef, = f,4,1 Vi> 0
On peut alors défimir les puissances successives de E
Ef,=E..Ef,=f, VYi=0 Vpz> 0 (entier)
p fois

2.1.2. — Soit {¥(j) }j = 0, 1, ... une suite de vecteurs de R". On pose

) =xG+1
On remarque alors que

E O 0 y1 () v v G+1)

0™ [ | |

\\ | = l = l = £y(1)

\\ l = l

0 [ l [
0 0 E Yn () Eyn()) Yn(J+1)

2.2. Propriétés
Soient {f; }, {g; }j =0, 1, ... deux suites d’éléments de R. On a
E(«f, + Bg,) = «Ef, + BEg,
E(fg,) = Ef,Eg,

2.3. Polyndome de E

Soient deux polyndmes ¢ et ¢ a coefficients réels
k

k
PN =D a N o F# 0 o) = Zo BA” o] 4 |Bo| # ©
E=

p=0

On peut définir p(E) et o(E) par

k

k
o(E), = Z %, E¥f, = Zo % f y+p

p=0

k k
oBY, = 2, BE, = 2, Bofses
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94 J. WOLF

Si p et g sont deux entiers (= 0), on a immédiatement

c"(E)PN(E)f; = ¢*(E)s"(E)f,.

III. CONVERGENCE
On considére le probléme (D) aux différences

'Z" P(E)c" B, S CEBTE)

14 J
p=0 hp

j=0,1,..., (@

(D) { Z lk) ZP(t0) i=0,1,

p=0 T ~——données

| u; connues i =0, 1,.

qui admet pour solution unique z.

Soit ¢ = t, + ph (€ [t,, b)), fixé. On se propose de montrer que

lim z, = z(¢)
k=0

lorsque les polyndmes o et p sont convenablement choisis.

IV. PROPOSITION 1

z a,z"(t) = Z cu®@) (e
k=0
Le systéme différentiel

y' = Ay 4 u(t)b (s)

admet pour solutions :
»1(®)
y(@) = avec y4(t) = z(¢) satisfaisant a (e)
0
lorsque A4 et b sont des matrices convenablement choisies.
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Cette propriété se montre en considérant

an. 0 ol [cnot]
n-1 |
et b solution de l b= :
| |
i 0 I
|21 an-1 an | o |
V. PROPOSITION 2
Si on intégre numériquement le systéme différentiel
V= Ay + u()b )

par une (p, o) méthode, alors I’équation différentielle (e) est intégrée numéri-
quement au moyen de 1’équation aux différences

U;

L NENTTME). N PME)TTHE)
kZ 0 % H* 4= kZO C K-

Intégrer y’' = Ay + ub, par une (p, ) méthode revient 4 remplacer le sys-
téme (s), par le systéme :

e(e(j) = ha()A4y(j) + bu)) (s1)

En posant p(e) = hv(e), et prenant des notations simplifiées évidentes le
systéme (s,) peut s’écrire :

NY; = oY+, + biou i=1..,n—1
> Qg1
W =— 2, %Ly, + bou
k=1 Qy

Si on élimine y,, ..., y, de ces n relations on obtient
n

n P

k. n—k n—p+i_p—i
Zamc yl—Zapric nou
k=0 p i=1

=1

n° R-1, 1972.
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Le second membre peut s’écrire :

f-_-[a1,...,an] O'g O‘n"10 O'Cl)n'1 l|)1 :aT/\Tb
!
| |
4 |
c-n-—1 o) I
|
0 0lon bn

On a donc aussi f = fT = bTAq et on peut écrire
n k n n . )
Y amts Ty =Y b, D, a" PPy
k=0 j=1  k=j

et d’aprés le systéme linéaire qui donne les b,(i = 1, ..., n) ceci s’€crit encore

n n—1

k_n—k k_n—k
zak"’lo' J’1=ZCMG u
k=0 k=0

Puisque y,(¢) = z(¢), on a donc finalement

P (E)c" "(E) N "(E)c”"‘(E)
Z Z G h*

ce qui démontre la proposition 2.

VI. EQUATION AUX DIFFERENCES
Soit le probléme différentiel
"= A4 ub
(¢ ) données i =0,1,...,n—1 (z donnée, donc u™)

Ce probléme (P,) se raméne immédiatement & un probléme de conditions
initiales, car

k—1
&) =3¢ 0O — Y bu* D k=1,..,n Vi
i=1

donc en particulier pour ¢ = ¢,

Donc, si pour intégrer numériquement le probléme (P,), on emploie une
(p, o) méthode consistante et stable [2], on a alors convergence de la solution
approchée de (P,) vers la solution exacte de (P,).
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On considére maintenant les problémes
y' = Ay + ub

~ ) ()P .
o 190+ = 5 O30 =01 n—1

u(ty + ih) = Z (’h) uP(ty)  i=0,1,.,n—]1

p=0

x' = Ax + ub

n—1 .
(P}l') xl(to + ih) = Z (Ih (p)(to) + y(")(“i)hn i=0,1,..,n—1

u(ty + ih) = Z(’;‘) <P>(t)+ ‘"’({S)h" i=0,1,..,n—1

Lemme

Si F(t) est une fonction » fois dérivable, & dérivée ni®™e continue, on peut
alors écrire :

F®(t,) = Z o F(to +ih+ 0% k=0,1,...,n—1

On peut écrire

F(tl) - Z (lh) F(J)(t ) + (‘)pzhp+1|: l’i (p _’; 1)' F(P+1)(6 )]

j=o0
n—-1 n—1

D wuky = Z g Z (lh)JFO)(t )+ A7TQ,

=0 i=0

-~

<e qui permet de calculer FY(¢,) en choississant a; tel que

n—1
.Zoij“ik: 81‘1 j=0, 1,...,p
systéme linéaire de Vandermonde, ce qui entraine que ’on doit avoir

n=p-+1
On a alors

1 n—1
FO10) — ’hi Y s — kRO,
i=0

ce qui démontre le lemme.

n° R-1, 1972.



98 J. WOLF

Pour le probléme (P}) on a :

k=1
xilto) = X% V(t) — D b 1 (10) = yi(to)
i=1

appliquant le lemme aux termes du second membre

n—1
PP N ) o1
i= ! bk—1—i)!
O e M= 3, ooty + 00

puisque x,(t,) = y,(t,) + &4".

n—1 . fard t -1
nito) =k —1)'%, w2 S 1y =0
| |
Yu(to) + O(h)
Le probleme (P,) peut donc s’€crire
Z' = Ay + ub
(Py) 3 ¥(to) = ¥(to) + O(R)
u(ty + th) donnés.

De plus si pour intégrer, ce systéme on emploie une (p, 6) méthode stable
et consistante, alors la solution approchée du probléme (P,) converge vers la
solution du probléme différentiel (P,), lorsque 2 — 0, en un point fixé [3].

Ceci montre donc, puisque 1’application d’une (p, ) a (P,) conduit a
I’équation aux différences (d), et en vertu de la proposition 1, le résultat indiqué
dans le paragraphe 3.

VII. CONCLUSION

Toute (p, ) méthode conduit a une équation aux différences — c’est-a-dire
a un filtre digital —. Si de plus cette (p, 6) méthode est stable et consistante,
pour un pas % « suffisamment petit » les propriétés des filtres digitaux obtenus
seront alors voisines du filtre analogique initial.
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