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CONSTRUCTION DE FILTRES DIGITAUX
PAR LA RESOLUTION

D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES

par Jacques WOLF (*)

Sommaire —- On se propose de construire des filtres digitaux (équations récurrentes)1

dont les caractéristiques sont «voisines» de filtres analogiques ( équations différentielles)
donnés

L INTRODUCTION

La construction de filtres digitaux — ou numériques — peut se faire de
différentes manières [1] dont l'une est de partir d'un filtre analogique On se
propose ici de représenter un filtre analogique par une équation différentielle
que l'on intègre numériquement Ce qui donnera un ensemble de filtres digi-
taux dont on peut espérer qu'il possède des caractéristiques voisines du filtre
analogique original.

On considère donc le problème différentiel

2 J ak — z(0 = 2^ cfc 7 1 w(

données k = 0, 1, , « — 1

<(0 r€Uo,*l (^
ft = 0

(PI).

qui admet pour solution z(t), u(t) étant donnée

(1) Maître Assistant, Institut de Recherche en Mathématiques Avancées, Grenoble
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CONSTRUCTION DE FILTRES DIGITAUX

EL OPERATEUR AVANCEMENT

2.1. Définition

2.1.1. — Soit {fj }j = 0, 1, ... une suite donnée/) € R. On pose

On peut alors définir les puissances successives de E

E*fv = £ — # ; = A+P V *> 0 V/> > 0 (entier)

p fois

2*1.2. — Soit {y(j) }j = 0, 1,... une suite de vecteurs de R". On pose

On remarque alors que

E O 0

\

\o
0 0 E

2.2* Propriétés

Soient {ƒ, },

"yi ( J ) "

I
I

I
i

{gj}J — 0, ]

( j + D(j)

Eyn(J)

= 0, 1, ... deux suites d'éléments de R. On a

= Ef3Egj

2.3. Polynôme de E

Soient deux polynômes p et a à coefficients réels

0É
p=Q

p=O
|ao| + |po| # 0

On peut définir p(E) et c(,E) par

„ JTP-f \ »

k

?J+P
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9 4 J. WOLF

Si p et q sont deux entiers O 0), on a immédiatement

m . CONVERGENCE

On considère le problème (D) aux différences

(D)\

Uj 7 = 0 , 1 , . . . , (d)

L2
données

Ui connues i = 0, 1,...

qui admet pour solution unique zk.
Soit t — t0 + ph(€ [tOi b]), fixé. On se propose de montrer que

lim zp = z(t)

lorsque les polynômes a et p sont convenablement choisis.

IV. PROPOSITION 1

« - i

fc = 0

Le système différentiel

admet pour solutions :

/ = Ay + u(t)b (s)

avec yx{t) — z{i) satisfaisant à (e)

lorsque A et b sont des matrices convenablement choisies.
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Cette propriété se montre en considérant

et b solution de

95

0 "

b
a n

c n -1

V. PROPOSITION 2

Si on intègre numériquement le système différentiel

y' = Ay + u(t)b (s)

par une (p, a) méthode, alors l'équation différentielle (e) est intégrée numéri-
quement au moyen de l'équation aux différences

ikoak hk Zj k=oCk hk Uj

Intégrer y' = Ay + ub, par une (p, a) méthode revient à remplacer le sys-
tème (s), par le système :

j) = ha(e)[Ay(j) +

En posant p(s) = hyi(z), et prenant des notations simplifiées évidentes le
système (st) peut s'écrire :

1 = l , . . . s « — 1

+

Si on élimine y29 ..., yn de ces n relations on obtient

fc=O p = l 1=1

n° R-l, Î972.



96 J. WOLF

Le second membre peut s'écrire :

f=[ai,...,an]
r-Jcrn an~1p ... [Œpn"1

crn-1 p

On a donc aussi ƒ = fT = bTAa et on peut écrire

et d'après le système linéaire qui donne les bt(i = 1, ..., n) ceci s'écrit encore

k=O k=O

Puisque yt(t) = z(f), on a donc finalement

at Lk J

ce qui démontre la proposition 2.

VL EQUATION AUX DIFFERENCES

Soit le problème différentiel

y' = Ay + ub
(Pi)

) données i = 0,1, . . . , n — l (u donnée, donc uw)

Ce problème (i>2) se ramène immédiatement à un problème de conditions
initiales, car

donc en particulier pour t = ?0.

Donc, si pour intégrer numériquement le problème (P2), on emploie une
(p, <y) méthode consistante et stable [2], on a alors convergence de la solution
approchée de (P2) vers la solution exacte de (P2).
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On considère maintenant les problèmes

y' = Ay + ub

yi(t0 + ih) = "£ (-^f[\

97

(P')\

x' =

r0 p\
i = 0 , 1 , . . . . « - 1

u(t0 + ih) =
" o ƒ>!

«w('o) i = 0, 1, .... « - 1

ub

n-l

*i('o + * ) =

«ft, + ih) = "XX

) + -y i = 0 , 1 , . . . . « - 1

f = 0, 1,.... « - 1

Le m me

Si ƒ*(*) est une fonction n fois dérivable, à dérivée n ième continue, on peut
alors écrire :

Fik\t0) - E ay fk F(t0 + ih) + Q{hn~k) k = 03 1,..., n - 1
£=0 /Z

On peut écrire

+ - H -m -1 (-f

ce qui permet de calculer Fu\t0) en choississant a£& tel que

i = o

système linéaire de Vandermonde, ce qui entraîne que l'on doit avoir

On a alors

h i=o

ce qui démontre le lemme.
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98 J. WOLF

Pour le problème (P'h) on a :

**('o) = ^-"Oo) - "ï, bfiP-l-\t0) = yk(t0)
i i

appliquant le lemme aux termes du second membre

'=2
i=i h j=i

puisque jqfo) = j^fo) + S,A".

to) = (k - D "Z e ^ S ^ ) - g * A - 1 - 0 ! "f -^F,1

hO(A)

problème (Ph) peut donc s'écrire

y' = Ay + ub

t(t0 + ih) donnés.

De plus si pour intégrer, ce système on emploie une (p, a) méthode stable
et consistante, alors la solution approchée du problème (Ph) converge vers la
solution du problème différentiel (P2), lorsque h —>• 0, en un point fixé [3].

Ceci montre donc, puisque l'application d'une (p, a) à (Ph) conduit à
l'équation aux différences (d), et en vertu de la proposition 1, le résultat indiqué
dans le paragraphe 3.

vn. CONCLUSION

Toute (p, a) méthode conduit à une équation aux différences — c'est-à-dire
à un filtre digital —. Si de plus cette (p, a) méthode est stable et consistante,
pour un pas h « suffisamment petit » les propriétés des filtres digitaux obtenus
seront alors voisines du filtre analogique initiai.
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