REVUE FRANCAISE D’ AUTOMATIQUE INFORMATIQUE
RECHERCHE OPERATIONNELLE. MATHEMATIQUE

J.C.MIELLOU

Breve communication. Méthode de I’état
adjoint par « relaxation »

Revue frangaise d’automatique informatique recherche opération-
nelle. Mathématique, tome 6, n°R1 (1972), p. 81-87

<http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1972_ 6 _1_81_0>

© AFCET, 1972, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Revue francaise d’automatique infor-
matique recherche opérationnelle. Mathématique » implique ’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1972__6_1_81_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

R.A.L.R.O.
(6¢ année, R-1, 1972, p. 81-87)

METHODE DE L’ETAT ADJOINT
PAR « RELAXATION »

par J. C. MieLLou (1)

Résumé. — Nous explicitons dans le cas de problémes de contréle optimal, et de jeux
différentiels de systémes gouvernés par des équations variationnelles elliptiques, une méthode
de décomposition du type Gauss-Seidel, dont la mise en ®uvre présente des analogies avec
celle de la méthode de I’état adjoint classique.

Cette méthode entre dans le cadre général de la classe d’algorithmes proposée dans

[e), 7).

I. NOTATIONS. RAPPELS

Nous reprenons les notations de Lions [5], chap. II.

Soient ¥ et H deux espaces de Hilbert sur R. On désigne par | | la norme
dans 7, et | | la norme dans H.

On suppose que :

(1) V C H, I'injection de V dans H est continue, et V est dense dans H.
On identifie H a son dual, et si V' est le dual de ¥, on a :

(1.2) ¥ C HC V', chaque espace étant dense dans le suivant avec injection
continue

Soit :
(1.3) a(u, v) forme bilinéaire continue sur V,
V elliptique, c’est-a-dire : a(v, v) > « |0|2Vv eV, « > 0
Soit L une forme linéaire continue sur ¥, grace 4 (1.2) on a :
(1.4) Lv)=(f,vyoufeV’.
Grice aux hypothéses (1.3), on sait que :
(1.5) a(u, v) = (Au, v) ol A est un isomorphisme de ¥ sur V’.
(1) Laboratoire d’Informatique, Faculté des Sciences et des Techniques, La Bouloie

Besangon.-
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82 J. C. MIELLOU

On se donne 1’espace de Hilbert U, des contrdles et un opérateur
(1.6) BefL(W; V).

On considére un systéme (physique, mécanique, etc...) gouverné par 1’opé-
rateur A donné par (1.5). Pour chaque contrdle u € U, I’état du systéme est
donné par y solution de :

Ay =f+ Bu, y€V.

du fait que y dépend de la variable u, on note 1’état y(u), donc 1’équation
d’état s’écrit :
(1.7) Ay(w) =f+ Bu, yweV.
On considére ensuite 1’observation :
(1.8) 2z(u) = Cy(u), ot C € £(V; ), JC étant un espace de Hilbert.
On donne enfin :
(1.9) N eL(W; U"), N hermitien défini positif : (Nu, u) > v{ju| ;v > 0;
YueW
A tout contrdle u € U, on associe le cofit :
(1.10) J(w) = | Cy(w) — Zd| } + (Nu, u); ot Zd € JC est donné.
Soit :
(1.11) “U,,; un ensemble convexe fermé de U. (U, est ’ensemble des con-
troles admissibles.)
Le probléme de controle est alors :
Trouver u € U,y tel que J(u) = inf J(v).

v€ Wong

On introduit JE~! le dual de JCet Agp = A l’isomorphisme canonique de
J€ sur M.

Soit Aqy I'isomorphisme canonique de U sur WU’ dual de U.

Soit A* ’adjoint de A4, on définit 1’état adjoint comme étant la solution
p(v) de : A*p(v) = C* A(Cy(v) — zd),
ou C* est I’adjoint de C : C* ¢ £(J€"; V).

Dr’apres [S], Th. 1.4, chap. II, le contrdle optimal est caractérisé par le
systéme :

Ay(u) = f + Bu,
(S § A*p(u) = C* A(Cy(w) — Zd),
U ecl-l)aad (B*p(u) + Nu, v— u) ? 0, VU ECU),,‘.
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II. METHODE DE L’ETAT ADJOINT PAR RELAXATION
On considére ’application # = Tw ou T est une application de U dans
U,,, définie par :
21) Ay(w)—Bw=f
(2.2) C*ACy(w) + A*p(w) = C*AZ,.
23) B*r(W) + Nu,v—u) 2 0VveU,,;ouueU,
Proposition 1. — Sous les hypothéses (1.1), ..., (1.11), I’application T est

définie de maniére univoque, son domaine étant U,; elle prend ses valeurs
dans Uy

Démonstration. — On est dans les conditions d’application du lemme de
Lax-Milgram pour résoudre (2.1) d’ou y(w), puis y(w) étant connu, pour
résoudre (2.2) d’ou p(w). (2.3) se résoud par le théoréme de Stampacchia sur
les inéquations variationnelles d’ou : T(w).

Définition. — u, € U, étant donné, nous rappelons méthode de I’état adjoint
par relaxation ’algorithme défini par :

wr'=Tw p=0,1,..

Appelons p = | B|¢ian;yy €t A = ||Cller.ae, 1, M existent d’aprés (1.6),
).

Proposition 2. — Une condition suffisante pour la méthode de 1’état
adjoint par relaxation converge est que :

(2.4) va2 > A2
Démonstration. — On considére w,, w,, p(w,), p(w,), 3 = Twy; u; = Tw,.
Soit du = u; —u,; dw = w, — wy,; 3p = p(w;) — p(w,).

De (2.3) on déduit : (N3u, du) < (B*3p, du), or d’aprés (2.1), (2.2) :
B*3p = B*A~1*C* AC A~! Bdw; d’ou d’apreés (1.9) :

@.5) I3 < 2E jw].

o

n° R-1, 1972.
6*



84 J. C. MIELLOU

IoI. COMPARAISON AVEC LA METHODE
DE L’ETAT ADJOINT CLASSIQUE SUR LE PLAN
DE LA VITESSE DE CONVERGENCE

Rappelons cf. [1], [4] 1a méthode de I’état adjoint classique, appliquée au
probléme précédemment considéré (nous conservons les notations du § I).

En tout point w de W, le gradient de la fonctionnelle & minimiser est

AQi(B*p(w) + Nw). On considére alors ’application u = T,w définie par :
u = Proj (w — pAJU(B*p(w) + Nw))

(ot Proj est le projecteur orthogonal dans U sur Us,,, et p est un paramétre
réel).

Uy €W étant donné, la méthode de I’état adjomt cIasanue consiste en
lalgorithme itératif : 4?*! = T,u? p =0, 1, ’

Soit wy, wy € Wos uy = Tyw;; u, = prz, 8w = Wy — wy; U = u; — u,.

Pour un choix optimal du paramétre p : p = Y

e
)
olt y = || Nligaw,uy.

On a alors 1’estimation :

ey uwﬁsf-jjfgvﬂww E—

\ VT e
Les estimations (2.5), (3.1) permettent une comparaison des vitesses « théo-

riques » de convergence des deux méthodes, comparaison que nous détaillons
dans le cas particulier ot N = vAqy, c’est-a-dire danslecas y = v :

222 { 2 \1/2 _ (1 1 )1/2

Soit X =— Alors l l—/ —El——_i——x)z

242\2
vo | y ‘l- WA )
LU
et le probléme de la comparaison des vitesses de convergence des deux méthodes
1

a + x)?*

. s 14 I . 1/2
revient a I’étude de l'inéquation : x < (l — ) qui est équivalente

a:
(B2 x34+2x2—2<0.
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Le polynome au 1¢f membre de (3.2) a une racine x, ~ 0,839 entre O et 1.
On a doncla :

Proposition 3. — Pour x < x, la méthode de I’état adjoint par « relaxa-
tion » est plus rapide (au sens des vitesses de convergence associées aux esti-
mations (2.5), (3.1)) que la méthode classique. Pour x > x, la méthode clas-
sique est plus rapide (et reste convergente lorsque x croit, alors que 1’on ne
sait plus démontrer la convergence de la méthode « par relaxation » pour x > 1).

IV. METHODE DE L’ETAT ADJOINT DU TYPE « RELAXATION »
APPLIQUEE A DES PROBLEMES DE POINT DE SELLE
EN THEORIE DES JEUX DE SYSTEMES DECRITS
PAR DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Nous reprenons les notations précédentes en considérant toutefois deux
espaces de Hilbert de contrdle, U.; et W, au lieu d’un seul précédemment.
%, est un convexe de Ws;, i = 1, 2. Je renvoie a [3] pour la formulation des
problémes de jeux pour les équations aux dérivées partielles. Rappelons sim-
plement que leurs solutions se caractérisent dans le cas d’équations d’état
elliptique par des syst¢mes de la forme :

Ay := L + Byu; — Bu,,

A*p = C*A(Cy — Zd),

(Bip+ Ny, v, —u) 20, Vo, eUy
Bip + Ny, v, —1u,) >0, VYo, eW

“.1)

En des notations analogues a celles du § II, on désigne par
W = "Binﬁ(‘un;v') i=1,2

et par v, les constantes d’ellipticité de N;, i = 1, 2.

Comme au § II, soit w = {wy, w, } w; €W; i = 1, 2, supposé connu,?on
considére ’application u = Tyw ot u = {uy, u, } avec u; €W, i = 1,2 de
la maniére suivante :

Ay(w) = L + Byw; — Byw,,
(42) 1 a%p(w) = C*A(Cy(w) — Z.),
(Bfp(W) + Naj, 0, —u;) > 0 Yo, eWl, avec weWl, i=1,2.
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86 J C MIELLOU

Proposition 4. — Sous des hypothéses analogues a (1 1), , (1.11), ’apph-
cation T, est défime de maniére univoque, de domaine Uy X Us,, et & valeurs
dans Uy X W2, S1 de plus :

A2 [y2 2
43 — Y1 4 B2, alors lalgonthme #P*! = Tu” p=0,1,... ou
a? \"1 V2
u% € UW! X W2 est donné, converge fortement dans U, x W, vers la solu-
tion du probléme (4.1)

V. REMARQUES ET CONCLUSIONS

Tant dans le cas du contrble optimal, que des jeux différentiels, nous avons
particularisé notre exposé a une méthode de I’état adjoint par relaxation du
type Gauss-Seidel

En fait la condition (2.5) (ou (4.3), dans-le cas des jeux différentiels), est
également une condition suffisante de convergence pour des méthodes du type
Jacobi, sur(sous)-relaxation, résultats qui s’obtiennent en apphquant la théorie
générale exposée dans [6], [7].

Nous renvoyons a Diguglielmo [2], pour la mise en ceuvre de méthodes
de sur(sous)-relaxation pour des problémes de contrdle optimal de systémes
gouvernés par des équations paraboliques, avec choix optimal du paramétre
de relaxation.

On trouvera également dans [2] des résultats de discrétisation, en parti-

culier, par la méthode des pas fractionnaires

Pour conclure, remarquons qu’il est important de choisir pour ies pro-
blémes de contrble optimal ou de jeux différentiels la méthode del’étatadjoint
classique, ou par relaxation, en tenant compte de leurs vitesses de convergence
respectives, dans la mesure ou chaque itération nécessite la résolution numé-
rique de deux problémes aux dérivées partielles.

Indiquons en outre, que la méthode de I’état adjoint par « relaxation »
peut également étre appliquée dans le cas de systémes gouvernés par des
équations matricielles, ou des systémes différentiels ordinaires, et que méme
dans ce cadre techmque plus élémentaire elle est, a2 notre connaissance, originale.
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