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RESOLUTION,
PAR VARIATION RECURRENTE DU PARAMETRE,
D’EQUATIONS LINEAIRES
DANS UN ESPACE DE BANACH

par C. Broubiscou (1)

Résumé. — On démontre que la résolution de I’équation linéaire ¢ = f + AKe (K opéra-
teur compact d’un espace de Banach X dans lui-méme, f ¢ X donné, ¢ € X inconnue, A valeur
réguliére pour K) est équivalente a celle d’un probléme récurrent basé sur la détermination
de I’opérateur résolvant le long d’une « route réguliére ». Un théoréme de convergence est

établi, des équations de propagation d’erreur mises en évidence et des résultats numériques
donnés.

.

Soient X un espace de Banach sur C (norme notée ||-||) et K un opérateur
linéaire borné de X dans lui-méme (nous notons |||+||| la norme dans L(X))

Considérons ’équation

(1) o=f+2AKp  Ar€C,fdonnée dans X, ¢ € X inconnue.

Nous savons [1] que si A est une valeur réguliére pour K, I’'unique solution
de (1) est donnée par la relation :

) ¢ =({I—2K)"'f= I+ AR)f
I’opérateur R, défini par
3) (I—AK)"' =T+ AR,

étant appelé le résolvant de K [2].

(1) Maitre-assistant, INSA, Toulouse, avenue de Rangueil.
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74 G. BROUDISCOU

I. RELATION FONCTIONNELLE FONDAMENTALE
VERIFIEE PAR LE RESOLVANT ET LA SOLUTION

Définition 1 : Nous appelons route réguliére associée a la valeur réguliére A,
toute route du plan complexe de longueur finie quijoint ’origine a A et
ne contient aucune valeur singuliére.

Théoréme 1 : Si A, et A sont deux valeurs réguliéres pour I’opérateur X, il y a
équivalence entre les équations :

n o = f -+ A\Kop
et
4) Ty = Ty + (A —A)RyTr

ou T, est la solution de (1) pour A =2,, R, ['opérateur résolvant
associé.

Le résolvant R, est I’unique solution bornée de I’équation :
5) D= Ry + A — AR,

Théoréme 2 : Pour toute valeur réguliére Ay, telle qu’il existe au moins une
route réguliére C,,, associée, la résolution de 1’équation

O] ¢ =f+ Ko
est équivalente a celle du systéme récurrent :
(©) { P = Pr—1 T e — Xem D% 191 9o =f
0 e =Tir + Qe — 2 I To=K

les A, étant M — 1 points de C,,,.
I"y; est le résolvant associé a Ay, ¢, la solution de (1).

e = 1()M

Les deux relations de récurrence (6) et (7) permettent de calculer la valeur
du résolvant et de la solution en A -+ / connaissant leur valeur en A. En partant
des valeurs K du résolvant et f de la solution en A = 0, on peut espérer atteindre
la solution en une valeur réguliére quelconque, en suivant une route réguliére.

Nous mettons ainsi en évidence un probléme de condition initiale équiva-
lent au probléme posé; sa résolution demande I’existence d’une route régu-
licre C,,, associée a la valeur A, pour laquelle nous voulons traiter le pro-
bléme (1); nous sommes en particulier assurés de ’existence de telles routes
si K est compact. En pratique nous n’utilisons que des routes en créneaux,
formées de segments paralléles aux axes du plan complexe.
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EQUATIONS LINEAIRES DANS UN ESPACE DE BANACH 75

II. FORMULES D’APPROXIMATION

Pour le probléme initial (&, G, v), u étant une valeur réguliére pour G € L(X),
v € X, soit (p, o) la solution du systéme :

®) rx) = G + (A — w)Gr(D)
9) sQ) = v+ A —w)Gs(D)

AeC tel que |[A—u|-|||G|||< 1 ce qui assure existence et unicité de la
solution de (8) (9). Définissons les suites :

Pi+1(h) = G + hGp(h)
oo(h) =v
(11) .
Gi+1(h) =V + hGG,(h) 1= 0(1)1— 1
avecA=u -+ h,l€N.
Posons
O(u, G; h) = Go,_,(h), ®(u, G,v;h) = Go,_,(h)
alors

G + h®(u, G ; h) et v + h®(u, G, v; k) approchent respectivement p(u -+ 4)
et o(u + k) avec une erreur en (|4 |]|G]|]'*".

Pour calculer la solution en A, on choisit sur une route réguliére C,, une
suite de valeurs 2, avec

Mer=M+h k=0DM—1

puis on construit les suites

{ o = K
12 o
(12 er1 = W+ @y, e Ay)
(13) { vo =/
Vi1 = Ve + Oy, e, i s By) k=01)M—1

p €t vy, sont respectivement les approximations de R, ,, et T, .
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II. CONVERGENCE DE LA METHODE

Notons
E, = EQh) = py— Ry,

Ey = EN h) = v —

les erreurs globales,

S(u, G3 ) = — G+ = b o, — Pi+1)s

3w, G,v; h) = — Gy = h—(1+1)(0_1 — Oy+1)

les fonctions principales d’erreur.

Pour étudier la convergence nous considérons des valeurs fixes A; € G, ,

en nombre fini M, extrémités des différents segments de droite formant C,, ou
éventuellement points de division d’un segment en sous-segments.

Définition 2.2.1 : Soient une route réguliére en créneaux C,,, delongueur L,

N points fixes A; de C,,, L; longueur du segment [A;_;, A}, A; le pas
utilisé sur ce segment, n; le nombre de pas.

Une méthode définie par les fonctions incrément { ®, ® } est con-
vergente si, V K€ L(X), Y fe X,V €C,,,

(@213 tim |[v,,— ][ =0 et lim |||, — R[] = 0

J

avecn; || =L; j=1Ulp, h=Max|hj
4

Vs thm, €tant les approximations obtenues pour 7, et Rx respectivement.

Si la convergence est obtenue sous la condition
L<C

C constante positive dépendant de K, ® et @, la méthode est dite loca-
lement convergente.
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Les deux propositions :

Proposition 1 : Soient C,,,, une route réguliére de longueur L,
{ ux } la suite construite & partir de ® dans les conditions de la défini-
tion 2 pour approcher R, .

Si
(14) L-|||K|]] <1
alors

Hwdll <N Vkelo, M]

N constante positive ne dépendant que de L et ||| K]|]].

Proposition 2 : Dans les conditions de la définition 2, si || [w.||| < N sur C,,
alors pour |h| < Ay :

(15) i) 1B, Ry s ) — OO, ways M| < My |||
avec
-1
M, =) |ho[[R + NF**» R = Max |||R)]]]
ji=0 AECAM
it)
(16) [|®O Ry, Tag 3 1) — B, s vans || < My ||Enil| + 2o |1 Bl

avec

1-1 -1
My =Y, |hN* Py =T Y, |hJ{(R 4 N)» T = Max || 5|
=0 o =0 o AECAM
permettent alors d’établir le théoréme de convergence locale.
Théoréme 3. Soient X un espace de Banach, K € L(X), C,,, une route régu-

liere pour K. Alors, au sens de la définition 2, la méthode définie par
{(f), @} est localement convergente sur C,, avec la condition

HiEsh

puis le théoréme de convergence,

Théoréme 4 : Si C,,, est une route réguliére pour X, alors la méthode définie
par {®, ®} est, au sens de la définition 2, convergente quel que soit
AEC,,.
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78 G. BROUDISCOU

IV. ETUDE DE L’ERREUR

Telles qu’elles ont été définies en (8) et (9) les formules d’approximation
sont d’ordre /. L’étude du comportement asymptotique de ’erreur montre
que les erreurs globales sont en lh]’. Le théoréme 4 précise la propagation de
Perreur :

Théoréme 5 : Sous les hypothéses du théoréme 3, les erreurs EM et E,; résul-
tant de I’utilisation de la méthode déterminée par & et ® pour approcher
R, et v, a partir des conditions initiales (0, K, f) satisfont, au sens de la
convergence définie précédemment, aux propriétés :

(19) Ey = |h|'E + 0(|h|'"")
(20) Ey = |h|'E + O([h['*")

ol E et E sont les solutions pour le probléme de conditions initiales
(0, 0, 0) des équations :

(21) ‘?n+1 = .NYn + ()‘n+1 - )‘n)(§7\n + 2R7m ?)\u-(- 1)
(22) Eusr = &n + M1 — n)(sz,. + Ry, &prr + TA,,'~Yn+1)

3 », €t 8, fonctions principales d’erreur associées a D et D.
Les relations de récurrence définies pour k = 0 (1) M — 1 par

(23) Ek+1 = E + thHkEk + hl£+1§k > Eo =0
(24) Eir = E + hlmE, + viE] + '8, By =0

sont appelées équations discrétes de propagation de ’erreur.

V. APPLICATIONS

1. Résolution de systémes linéaires et inversions de matrices
Soit & résoudre le systéme linéaire

25) Ax =a
Posons
(26) Ay=I1—MNH avec H=1—4

La solution de (25) est obtenue en traitant par la méthode exposée ci-dessus
(A variant de 0 a 1), le systéme

X = a -+ AHx.
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Les équations de propagation d’erreur fournissent une évaluation de I’erreur
commise sur chaque élément de la matrice inverse.

2. Equations intégrales linéaires de Fredholm de 2¢ espéce

Soient Q ouvert borné de R, k(x, y) € D,(Q)(l < p < + <o) (resp. T(Q)).
L’opérateur linéaire K défini sur L,(€Q) (resp. C(Q)) par

K-=Lk(x,y)-dy

est un opérateur intégral compact dont le résolvant associé est lui aussi un
opérateur intégral.

Les résultats précédents sont utilisables.

Leur mise en ceuvre sera tributaire d’une formule d’intégration numérique,
choisie de fagon a ce que ’erreur qu’elle engendre soit négligeable devant
I’erreur de méthode liée a 1’utilisation des fonctions incrément @ et ©.

3. Résuitats numériques

ExempLE 1 : inversion de la matrice A provenant de la discrétisation
sur [0, 1] X [0, 1] avec le pas 1/3 du probléme de Dirichlet

[—1 0 .25 .25]

0 —1 .25 .25
.25 .25 —1 0|
| 25 .25 0o —1]

_A=|

L’erreur commise (avec £ =1, / = 5) sur les termes de D'inverse varie
entre —3.1077 et —4.1077 et P’erreur évaluée est remarquablement fidéle
(—3.81077).

EXEMPLE 2 :

X =S
Q=1[0,1] k(x, ) = Z5-f(x) = €, Ay =2-4.

)

- - -

v
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Ona

e—l

o p2x
D= e

[2a — («® + B%) + 2iBle*, A= & + if.

La seule valeur caractéristique est p = 2.

On prend 4 = 0.05, [, = 5, et le chemin C, représenté ci-contre. On utilise
une formule de quadrature de Gauss & 5 points [4]; les valeurs de la solution
sont calculées aux points de base de la formule d’intégration (en cours de
calcul le nombre d’itération est modifié de maniére a avoir

(|| - Max ||| Resolvant|||) *

du méme ordre que (|| Max ||[K]||)o)-

Sur la partie réelle ’erreur évaluée donne une bonne approximation de

I’erreur réelle; les évaluations sur la partie imaginaire sont faussées par le
fait qu’elle est nulle.

EXEMPLE 3 :
Q=001 k(x,8) =x(1 —e*), 0y =1Lf(x) =€ —x

La solution exacte <(x, 1) = 1 est calculée avec un pas 4 = 0,1, le long de

I’axe réel, avec / = 35, et une formule de Gauss 4 5 points. (Exemple donné par
Kagiwada, Kalaba {6].)

Par des méthodes semblables a celles développées dans [3], Kagiwada et

Kalaba obtiennent avec un pas A = 0.005 des erreurs variant sur [0,1] de
12.10-624 13.1074.

Ici les évaluations d’erreur sont remarquablement précises.

} EXEMPLE 2 | EXemMPLE 3
x | Partie réelle Partie imaginaire | Partie réelle
‘Exloﬁ E x 105 Exloeléxwe Ex 108 | Ex 108
| | z |
0,047 $ 1 1,8 l —-028 | —18 ! 0004 | 0,003
0231 | 1,3 2,2 —0,33 ; -2 0,064 | 0,069
05 17 28 | —o04 | —-295 033 | 03
0,769 | 2,2 37 | —058 —38 | 088 0,89
0,953 ] 26 | 45 | — 069 { —45 | 147 1,50
| | '- 1

E : erreur effective, E : erreur évaluée.
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D’autres essais numériques ont été effectués en utilisant une formule de
quadrature de Romberg [5] ou des formules de Gauss 4 7 ou 12 points. Ces
formules d’ordre élevé ont été utilisées pour évaluer la solution au voisinage
d’une valeur propre; associées a un pas suffisamment fin (usqu’a 6.10~3 au
voisinage de la valeur propre) elles donnent des résultats acceptables.
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