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Brèves communications

MATRICES TRIDIAGONALES SYMETRIQUES
ET MATRICES FACTORISABLES

par J. BARANGER (*) et M. DUC-JACQUET (*)

Sommaire. — Les matrices factorisables, c'est-à-dire telles que

{ mu — aibj i < j

ntîf = mit a = (ÖI5 ..., a*) b = {bl3..., bn) € R»

ont une inverse tridiagonale calculable explicitement.
Réciproquement, les matrices tridiagonales symétriques ont une inverse factorisable,

les vecteurs a et b pouvant être obtenus par un algorithme utilisant 6 X n multiplications-
divisions environ.

Les matrices factorisables et les matrices tridiagonales symétriques peuvent constituer
deux classes intéressantes de matrices test.

1° Soient au ..., an9 bu ..,, bn 2n nombres réels (ou complexes) tels que

(1.1) üi^O ï = l , , . . , «

(1.2) btt J± 0

et si Ton pose vt ~ —

(1.3) vi+1^vt i=l,...,n— 1.

(1) Laboratoire de Mathématiques Appliquées, Grenoble.

Revue Française d'Informatique et de Recherche opérationnelle n° R-3, 1971.
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Définition

On appelle matrice factorisable toute matrice de la forme :

alb1 alb2 ... axbn

(1.4)

c'est-à-dire telle que

et

axbn a2bn ... anbn

miS = atbj pour y ^ /

Les conditions (1.1) (1.2) et (1.3) sont des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que M soit régulière. En effet :

(1.5)

ou

M = DÜKLD

« 1

\

L =

\

A

j
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Théorème 1
Soit M une matrice factorisable inversible (i.e. vérifiant (1.1) à (1.4)).
Son inverse est la matrice tridiagonale

/ «i Pi O \

/ Pi a2 *
(1.6) N =

\ «„

avec

(1.7)

a» =

avec

Démonstration immédiate en utilisant (1.5).
2° On ne peut pas donner des formules aussi simples que (1.7) pour l'in-

version de (1.6) mais on a

Théorème 2

Soit N une matrice tridiagonale symétrique, régulière, de la forme (1.6)
telle que

(2.1) & # 0 i = l « - 1

Son inverse est une matrice factorisable définie par (1.4) où

n°R-3,1971.
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avec

DP = dét

j .

r>

BARANGER

Pi

ET M. DUC-JACQUET

° \\

O

= dét

\

P,-'p-i

(3.1)

(3.2)

Démonstration au paragraphe suivant.
3° Donnons un algorithme de calcul de iV"1.
On cherche cet inverse sous la forme M de (1.4).
La relation NM = I donne les équations

I oc1a1bl + Pi^i^ = 1

+- B a +ib — 0

+* $qaqbq+1 = 1

B_i + &<pvbq + $qapbq+t = 0

(pour ces trois relations /? et q sont compris entre 2 et n -

(3.3) j

Lemme : Le système (3.1) à (3.3) est équivalent à

q > p

1)

(3.4)

(3.5)

ta2 = 0

- 0
= 2,...,»— 1
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(3.6)

Démonstration : Évidemment (3.1) équivaut à (3.4), (3.3) à (3.6) et (3.2)
implique (3.5).

Reste à vérifier que les solutions de (3.4), (3.5), (3.6) vérifient la deuxième
relation de (3.2). On pose

ax = 1, bx arbitraire

et on montre par récurrence que

(3.7)
P.-1 - Pi

Pp-1 ••• Pi

Utilisant enfin la première relation (3.6) on obtient

La deuxième relation (3.2) se ramène à

^q-x{aq^1bq~ aqbq.x)^= 1

que l'on transforme par (3.7) en

P , - ^ . ^ - ! -Dq_xD'q-2) = (p,.2 ...

qui se vérifie facilement par récurrence grâce aux relations

JZ>, = 0^.1-^-1^-2 <^3

ce qui achève la démonstration du lemme et du théorème 2.

Description de Valgorithme d'inversion de N

II est tiré de (3.4) à (3.6)

P«
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1

Pn-1

= n—
Pq-l

Coût du calcul de a9 b
6n — 5 multiplications-divisions
2n — 1 additions.
On obtient les deux vecteurs a et b de Rn qui «factorisent» N~l. Pour

avoir explicitement N~l il reste à effectuer ~—~~~t multiplications.

Ainsi N"1 peut être mémorisée à l'aide de 2n mémoires, ce qui est très
important dans la pratique.

REMARQUE

Une éventuelle singularité de N est détectée, lors du calcul de bn.

Si pH-i^rt-i + &nan = 0 N est singulière, le calcul de bn est impossible.
Le professeur Householder nous a signalé que la propriété établie dans les

théorèmes 1 et 2 a été démontrée dans [5] et [4] puis dans [3]. Ces trois publi-
cations n'étant pas aisées à trouver il nous a semblé bon de publier ce résultat
(la démonstration en est d'ailleurs différente) que nous utilisons en optimisation
(c£ [1] et [2]) et qui est utilisé également en statistique (cf. [6]).

Pour le cas tridiagonal non symétrique voir une méthode voisine dans [7],
Enfin la partie algorithmique est nouvelle.
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