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MINIMISATION D’UNE FONCTIONNELLE
DANS UN ESPACE PRODUIT
PAR UNE METHODE DE RELAXATION

par B. MARTINET (1)

Résumé. — On étudie, dans cette note, la méthede de relaxation pour minimiser une
fonctionnelle convexe sur un ensemble convexe d’un espace produit. Dans les articles qui
traitent ce sujet on suppose habituellement que la fonctionnelle f a minimiser est uniformément
convexe. On montre ici qu’il suffit de supposer que f est globalement convexe, uniformément
quasi convexe séparément par rapport a chaque variable et inf-bornée sur I’ensemble admissible.
On applique ce résultat a la résolution d’un probléme de moindres carrés singulier.

On donne aussi une variante régularisée de la méthode de relaxation, qui permet d’aban-
donner 'hypothése d’uniforme quasi convexité de f pour chaque variable.

I. INTRODUCTION

Les méthodes de relaxation sont bien connues en programmation quadra-
tique (J. Cea [2], Hildreth [4], N. Gastinel [3]), ou en programmation convexe
(B. Martinet [5] et [6], A. Auslender [1]).

On suppose habituellement dans ces articles que la fonction & minimiser est
uniformément convexe, donc que le probléme d’optimisation posé a une solu-
tion unique. Nous abandonnons cette hypothése (voir résumé).

I1 n’y a plus, en général, unicité du probléme posé, on montre que les
valeurs d’adhérence faible de la suite sont solution du probléme initial.
. DEFINITIONS. HYPOTHESES

Soit m espaces de Hilbert : X; i = 1, ... m. Le produit scalaire dans X est
noté : (u;, v;); et la norme || ;.

(D D.L, C.E.N.G., Cedex 85, 38-Grenoble-Gare,
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Soit X = [] X, I’espace produit. On pose :

i=1
m m
o= 2 Ceorde et xlE= X fxf?
i= i=1
qui confére & X une structure d’espace hilbertien.
Soit C; une partie convexe et fermée de X;. On note

3

C= -Ci‘?'ég
1

1l

On considére une fonctionnelle f définie sur C. On veut résoudre le pro-
bléme :

(1) min (f(x;, ..., x)|x, €C;  i=1,2,..,m)-

Nous ferons les hypothéses suivantes :

H1 : fest convexe et posséde des dérivées partielles f/ (i = 1, ... m) au sens
de Frechet continues sur C.

H2 : {x € C|f(x) < a } est borné pour tout a € R.

H3 : f est uniformément quasi convexe pour chacune de ses variables
séparément, c’est-a-dire que :

(posant  A,(x;) = f(21, Zas «v» Zie1> Xis Z 415 > Zm) OU Zz; € X; et x,€X))
il existe une fonction 3 : Rt — R* : 3(0) =0
3(t) > 0sit > 0 non décroissante telle que
Vi=1,2,...,m, V;xE[O,l]a VZEC: in,yiECi,
on a:

2 A4.0x; + (1 —Ny) < max (4.(x), 4,(3)) — M1 — 7\)8(""} - Yi” NE

Propriétés. Les hypothéses ci-dessus assurent que le min en (1) est atteint,
appelons m ce minimum.
On a:

M={xeClf®)=m}#*

Une condition nécessaire et suffisante pour que x € M est :

&) xeC et
Ai(i‘) =f(.i) S Aj(x,) V x,» € Ci l - 1, 2, vy M.
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III. METHODE DE RELAXATION

3.1. Description

Etant donné la valeur initiale x° € C, on construit la suite { x" } en passant
de x" & x"*! par les opérations suivantes :

(on pose B; () = fx" Lo, %570 Uy X i1y ey X0))

(5) xi*'eC, : By ,n(x'{+l) < B (x)Vx€C

X 1 €Cp i By (Xt < By (X)) Y X, € Cp.

3.2. Théoréme 1

La suite {x"} générée par l'algorithme est minimisante et toutes ses
valeurs d’adhérence faible sont des solutions de (1).

Démonstration. 11 est facile de voir que :

lim (B; () — B, (")) =0 Vi

Par construction on a : B, ,(x1*!) < B, (x)V x; €C,.
Donc, griace & H3 :

n+1
x; 4 x

5 < B D < ot )

D’ou (propriétés de 3) :

(6) lim |x]*' — x|, =0 et lim|x"*" —x"|,=0

Soit X € adhérence faible de {x” }. Le point X € C car C est faiblement
compact.

Grice 4 (6) et la continuité de /' on voit que :

@) lim inf (f'(x"), x —x") > 0 VxeC
donc (monotonie de f”) :
liminf (f'(x),x —x") > 0 xeC

n° R-3,1971.



124 B. MARTINET

et par passage a la limite pour la sous-suite qui converge faiblement vers X »

on a (monotonie et continuité de f7) : (f'(X), x — X) > 0V x € C, donc
X € M. De (7) et du fait que fest convexe, il vient :

®) (%) = m > lim sup f(x")

no

Comme f est faiblement semi-continue inférieurement et que toute valeur
d’adhérence faible de { x" } est solution de (1), on déduit que :

m < lim inf f(x"),

n—*o

ce qui compte tenu de (8) montre que la suite { x” } est minimisante
C.Q.F.D.

REMARQUE. Dans le cas m = 2, on peut utiliser la relaxation avec les hypo-
theses :

fest continue et inf compacte sur C, une condition suffisante pour que x € M
est que X soit minimum séparément sur chaque variable.

On peut montrer que la suite construite par relaxation est minimisante et
que toute valeur d’adhérence de cette suite est solution.

3.3. Application a la résolution d’un probléme de moindres carrés singulier

Considérons le probléme fréquent dans les applications :
) min (| Ax — b||*|x € C)

x € R™ et b € R?, A est une matrice : R” — R?;

ot | || est la norme euclidienne dans R”;

m
C = [1 ¢, ot C; est un convexe compact de R.
i=1
Nous supposons que tous les termes (47 4),; sont > 0i = 1, ..., m (la matrice
AT 4 peut étre singuliére). Ces hypothéses permettent de voir que le probléme (9)
est un cas particulier des problémes définis en II et peut donc étre résolu par
relaxation. (On obtient dans ce cas une suite minimisante.)

IV. METHODE DE RELAXATION REGULARISEE

Nous reprenons les hypothéses du 2) en abandonnant H 3 et en remplagant H2
par :
H?2 bis : C est borné.
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On définit le procédé suivant :
e Bl,n(’x‘li+l) + "xq“ _x'l’lﬁ < By q(xy) + ”xl — xi’”f
Vx eC
X € Cpt B o) + x0T — xnll3 S BraCimd 4 [ Xm — X012
V x,€C,.
On montre un résultat analogue au théoréme 1 :

Théoréme 2. La suite { x" } générée par I’algorithme ci-dessus est minimi-
sante et ses valeurs d’adhérence faible sont des solutions de (1).

Démonstration. On a :
B () + |t — X< B () Vi Va
donc
"x','+ b x»:"lz < Bi,n(x'i') — Bi,n(x?+ 1)
mais
m < f(x"*1) < B (i) < B (xD) < f(x")
par conséquent lim (B, ,(x7"') — B; ,(x})) = 0

n—* o
et

. +1
6) lim |x}** — x|, =0
n-* 0
Sachant que par constructionona : Vi,V x; € C;
+17 +1 +1 +1
(FiGe™ s s X370 XEgg, e Xm) + 207 — x5, x, —x771); 2 0

on termine la démonstration comme celle du théoréme 1 en utilisant (6) et le
fait que I’ensemble C est borné.
C.Q.F.D.

REMARQUE. Au lieu de considérer dans cet algorithme :
706) + [l — x| »
on peut prendre :
fG0) + g(||x: — %)
ou la fonction g a les propriétés suivantes :
g0)=0 , gm>0 si >0,

g non décroissante et
lim g'(t)=0-

10+
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