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MINIMISATION D'UNE FONCTIONNELLE
DANS UN ESPAGE PRODUIT

PAR UNE METHODE DE RELAXATION

par B. MARTINET (l)

Résumé. — On étudie, dans cette note, la méthode de relaxation pour minimiser une
fonctionnelle convexe sur un ensemble convexe a"un espace produit. Dans les articles qui
traitent ce sujet on suppose habituellement que la fonctionnelle f à minimiser est uniformément
convexe. On montre ici qu'il suffit de supposer que f est globalement convexe, uniformément
quasi convexe séparément par rapport à chaque variable et inf~bornée sur V ensemble admissible.
On applique ce résultat à la résolution d*'un problème de moindres carrés singulier.

On donne aussi une variante régularisée de la méthode de relaxation, qui permet d*aban-
donner Vhypothèse d"1 uniforme quasi convexité de f pour chaque variable.

I. INTRODUCTION

Les méthodes de relaxation sont bien connues en programmation quadra-
tique (J. Cea [2], Hildreth [4], N. Gastinel [3]), ou en programmation convexe
(B. Martinet [5] et [6], A. Auslender [1]).

On suppose habituellement dans ces articles que la fonction à minimiser est
uniformément convexe, donc que le problème d'optimisation posé a une solu-
tion unique. Nous abandonnons cette hypothèse (voir résumé).

Il n'y a plus, en général, unicité du problème posé, on montre que les
valeurs d'adhérence faible de la suite sont solution du problème initial.

H. DEFINITIONS. HYPOTHESES

Soit m espaces de Hubert : Xt i = 1, ... m. Le produit scalaire dans Xt est
noté : (ui} vt)i et la norme || | |j.

(1) D.I., C.E.N.G., Cedex 85, 38-Grenoble-Gare.
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m

Soit X — Y[ %i l'espace produit. On pose :

et \\x\\2
x=t\N\i_ .. .. _ l l * ï l l 2

qui confère à Zune structure d'espace hilbertien.
Soit Ct une partie convexe et fermée de X^ On note

On considère une fonctionnelle ƒ définie sur C. On veut résoudre le pro-
blème :

(1) min (f(xu ..., xm)\xt eCt i = 1, 2,..., m) •

Nous ferons les hypothèses suivantes :

Hl : ƒ est convexe et possède des dérivées partielles ƒj (ƒ = l, ... m) au sens
de Frechet continues sur C.

H2 : {x€ C\f(x) ^ a } est borné pour tout a € R.
i/5 ; ƒ est uniformément quasi convexe pour chacune de ses variables

séparément, c'est-à-dire que :

(posant Az(xd =/(zi,z2» •••» ̂ - I > * Î > Z I + I > •••> O où z£ € Â  et x f € ^ )
il existe une fonction S : R+ - • R+ : 8(0) = 0
S(x) > 0 si T > 0 non décroissante telle que

V f = 1,2,..., m. V A€[0, 1], V ztC, V x^y^C^

on a :

(2) A,Quct + (1 - X)j£) < max (^r(jc£), ^( j f)) - X(l _ X)8(||x, - yL§ t) -

Propriétés, Les hypothèses ci-dessus assurent que le min en (1) est atteint,
appelons m ce minimum.

On a :

Une condition nécessaire et suffisante pour que x € M est :

[*€C et
( 3 ) i ,-, „s , x w ^ • , .

I A (v \ -f( v^ <̂  A f Y ^ V v C ^ 7— 1 9 JTÏ
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ffl. METHODE DE RELAXATION

3.1. Description

Étant donné la valeur initiale x° € C, on construit la suite { JC" } en passant
de x" à x"4"1 par les opérations suivantes :

(5)

(on pose Bitn{u) =f(Xi
n + l..., xtl

+
x
l, u, xn

i+l,...,

Cm : Bmjfâ
+1) < ^ , n ( x J V xm e Cm.

3.2. Théorème 1

La suite {xn } générée par l'algorithme est minimisante et toutes ses
valeurs d'adhérence faible sont des solutions de (1).

Démonstration. Il est facile de voir que :

^i.(jcî+1)) = 0 V/

Par construction on a : i?.jn(x?+1) ^ BitH(xt) V x; € Q.

Donc, grâce à i/3 :

D'où (propriétés de 8) :

(6) lim||xj+1—*î||i = O et lim |jx"+1 — xf\\x = 0
H-+00 rt-^OO

Soit JC € adhérence faible de { xn }. Le point x ç C car C est faiblement
compact.

Grâce à (6) et la continuité de ƒ ' on voit que :

(7) lim inf (ƒ'(**), x — xn)^0 V x € C
« - • 0 0

donc (monotonie de ƒ') :

lim inf (ƒ'(*), x — x") ^ 0 x € C

n o R - 3 , 1 9 7 1 .
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et par passage à la limite pour la sous-suite qui converge faiblement vers x >

on a (monotonie et continuité de ƒ ') : ( ƒ '(x), x — x) ^ 0 V x € C, donc
x € M. De (7) et du fait que ƒ est convexe, il vient :

(8) f(x) = m ^ lim sup f(xn)
n~*co

Comme ƒ est faiblement semi-continue inférieurement et que toute valeur
d'adhérence faible de { xn } est solution de (1), on déduit que :

m ^ lim infƒ(*"),
w->oo

ce qui compte tenu de (8) montre que la suite { xn } est minimisante

C.Q.F.D.

REMARQUE. Dans le cas m = 2, on peut utiliser la relaxation avec les hypo-
thèses ;

ƒ est continue et inf compacte sur C, une condition suffisante pour que x € M
est que 3c soit minimum séparément sur chaque variable.

On peut montrer que la suite construite par relaxation est minimisante et
que toute valeur d'adhérence de cette suite est solution.

3.3* Application à la résolution d'un problème de moindres carrés singulier

Considérons le problème fréquent dans les applications :

(9) mm{\Ax — b\\2\x£C)

f x € Rm et b € Rp, A est une matrice : Rm - ^ IT ;

ou
|| |j est la norme euclidienne dans W ;

m

C = f i Ct où Ct est un convexe compact de R.
£=1

Nous supposons que tous les termes (ATÀ)U sont > 01 = 1,..., m (la matrice
ATA peut être singulière). Ces hypothèses permettent de voir que le problème (9)
est un cas particulier des problèmes définis en II et peut donc être résolu par
relaxation. (On obtient dans ce cas une suite minimisante.)

IV. METHODE DE RELAXATION REGULARISEE

Nous reprenons les hypothèses du 2) en abandonnant H 3 et en remplaçant H 2
par :

H2 bis : C est borné.
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On définit le procédé suivant :

T1 € C, : BUn(A
+1) + I K 1 - * î | î «? B^OcJ + \\Xl ~x1\\\

V x , € d

"m
+1 6 Cm : 5 m > B « + 1 ) + \\xn

m
+l - xn

mfn < B„JxJ + | | ^ - x»m||̂
V xm € Cm.

On montre un résultat analogue au théorème 1 :

Théorème 2. La suite { JC" } générée par l'algorithme ci-dessus est minimi-
sante et ses valeurs d'adhérence faible sont des solutions de (1).

Démonstration. On a :

iU*T+1) + ll*ï+1-*i1? <*.„,(*?) v/ v»
donc

mais

m

par conséquent lim (^£,n(^+1) — ^.„(xî)) = 0

et
(6) lim ||*7+1—J«c7||f = 0

n-+oo

Sachant que p a r construct ion o n a : V / , V ^ € Q

(/i'W + ir«., *ï+1 ,*î+i. . . . ,^ + 2 W + 1 - ^ x l - x î + 1 ) l ^ 0

on termine la démonstration comme celle du théorème 1 en utilisant (6) et le
fait que l'ensemble C est borné.

C.Q.F.D.

REMARQUE. AU lieu de considérer dans cet algorithme :

/•(*) + i k - * ? l i ? >
on peut prendre :

où la fonction g a les propriétés suivantes :

g(0) = 0 , g(y) > 0 si T > 0 ,

g non décroissante et

n°R-3 1971.
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