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R.I.R.O.
(5* année, R-2, 1971, p. 141-149)

DÉTERMINATION D'UN VECTEUR OPTIMAL
POUR LE CALCUL D'INTÉGRALES

(simples ou multiples)

par Michel SAINT-ANDRÉ

Sommaire. — Pour calculer l'intégrale définie d'une fonction continue, je propose de
1 Nx$

déterminer un vecteur optimal âe € Rn minimisant le coût de calcul de ; Sx = j ^ ^ f(k*o)

approchant : 3 = I fÇc) djc à e près.
J to,i]n

S l f i ƒ f
to,i]

Si on suppose la fonction ƒ transformée au préalable en une fonction prolongeabîe par
périodicité en une fonction continue sur Rn (comme je Vai déjà exposé dans [4] pages 53-54
et rappelé dans [5]), on effectue ainsi un «balayage» de V hyper cube fondamental de Rn

suivant des segments de droites parallèles.

A. CALCUL APPROCHE D'UNE INTEGRALE DEFINIE

Considérons une fonction ƒ continue, périodique sur R" de période :
tj = 1 par rapport à chaque variable xj9 pour : j = 1,2,... «.

Rappelons le résultat suivant (établi dans [4], page 14).

Théorème

(i) Si ƒ est une fonction continue, périodique sur R", représentable par sa
série de Fourier Sf(x) en tout point x € [0, l]n :

p€S

où :

(1) Département de mathématiques, Fac. des Sciences, Université de Sherbrooke,
Canada (équipe de recherche associée au C.N.R.S., n° 3, Clermont-Ferrand).
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142 M. SAINT-ANDRE

(ii) Si Sf(x) est une série normalement convergente,

(iii) Si : ns(â) > 0 avec : ns(ô) = Min |l _ e
2 l T C < ?^> |

o ù : S = {^€S; | |£ | | - Max \pj\ < R}.

Alors l'erreur IN d'ordre N commise en remplaçant 3 par SN est telle que

o ù :

avec :

REMARQUES

1. Pour satisfaire les hypothèses (i) et (ii) il suffit par exemple que la
fonction ƒ soit continue, périodique sur R" et admette une dérivée partielle

r)n f

ne mixte : -=—•= —^— continue sur [0, l]n.
n

2. Si ƒ est un polynôme trigonométrique, il suffit que < j?, 5 > = J ] Pf-j

ne soit jamais entier relatif pour tout p ç S pour assurer que : Y)S(ÔC) > 0 et
dans ce cas particulier on a :

K
N p€S

Nous verrons au paragraphe suivant que l'erreur de méthode est nulle
pour tout polynôme trigonométrique.

3. Tous les résultats énoncés ci-dessus sont applicables au calcul de la
moyenne d'une fonction presque-périodique au sens de Bohr (l'hypothèse (i)
est alors toujours satisfaite) et dans ce cas il suffit de remplacer : 7)§(â) par :

où les Aj, = (Àw, X̂ g, „., \n) sont les vecteurs pseudo-périodes de la fonction
considérée.

Conséquence :

Pour calculer l'intégrale définie 3 à e près d'une fonction représentable
par une série de Fourier normalement convergente, il suffit de déterminer le
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VECTEUR OPTIMAL POUR LE CALCUL D'INTEGRALES 143

rang R tel que :

P(*) = S N < s" < e
HÏ||>K+1

puis de choisir un â appartenant à Rw tel que 7]§(â) soit strictement positif.

Le nombre N de termes de la somme partielle SN sera au moins égal à

(ö)) x I + 1 avec : s' = s — s", et par suite :

\IN\ ^ | + 9(R) ^ s' + s" = e.

N.B. Dans [4], pages 33-39 et pages 56-63 à l'aide des inégalités de Cauchy-
Schwarz et de Bessel-Parseval je donne des majorations de : S = X lcp| e t

de p(i£) évitant le calcul des c? (calcul a priori plus difficile que celui de 3 = qj)
et ne faisant intervenir que les dérivées partielles de la fonction considérée.

B. REDUCTION DU COUT DE CALCUL

j N-l j M-l

Le calcul de 5^ = — £ f(kv.) se réduit au calcul de SM — — £ ƒ(fcâ)

p .

si a est à composantes rationnelles (a,. = — irréductible pour j = 1, 2,..., w)

avec : M = p.p.c.m. (Qt, Q2,..., gm).
En effet sous cette hypothèse (â € g"), la droite selon laquelle la sommation

est faite passe par des points à coordonnées entières et le premier de ces points
est rencontré pour : k = M. Il suffit alors de choisir N multiple de M supérieur

ou égal à No pour rendre —négligeable. Pour un polynôme trigonométrique,

il est alors clair que l'erreur de méthode est nulle. Dans le cas général, le
K

terme ™ est négligeable par rapport à p(R) et, e étant donné, le problème

se ramène donc à déterminer R tel que : p(R) ^ e.

Les â optimaux seront alors ceux qui minimisent le coût de calcul C (pro-
portionnel à M) de SM (pour une même borne supérieure d'erreur s fixée à

l'avance). Si nous remarquons maintenant que : â = (7^-,.. ̂ T T ! donne,
\ôl Qnj

en vertu de la périodicité sur Rn de la fonction ƒ, exactement le même coût
(P P \de calcul que tout a = I —-,..., -~ J où Pj est premier avec g, pour tout

n° R-2, 1971.



144 M. SAINT-ANDRE

j — 1, 2,...,«, nous sommes alors ramenés à la détermination du â optimal

du type

Dans le cas monodimensionel (« = 1), le vecteur optimal du type :

a = — (tel que : vjs(ôT) > 0) est : a0 ==y ™ * ^ t * ^ . * j ö v ^ y ^ v / w v • ^ o — P l i *

En effet nous avons : S ^ { — /?,..., — 1, 1, ...,!£} et il en résulte que
pour tout p € S :

d'où :

7js(a0) = Mm |1 _ e 2 i ^ » | > sin - ^ > 0 et a0 =

est le plus grand pas appartenant à ]0,l[ assurant la condition : 7)§(ô) > 0

car pour :a = — avec : Q < J?ona ;|/?| a = 1 et 7)§(â) = 0 pour : p = ± Q.

Dans le cas : ?; = 2, si Ton imagine le calcul de l'intégrale double en fixant
tout d'abord la valeur d'une variable et compte tenu des résultats précédents

il est clair que le vecteur optimal 5 du type —-, — I vaut :

1 1
a° ~ ' *

En effet nous avons : 0 < < j (p, â0 > j < î < 1

et :

car :

Max I <p, a0 > I = R . + -y = 1

et :

I < Â ôc0 > I = — - i (R 4- l)Pi + Pz\ > "~ Ï P o u r

puisque : (i£ + 1)/?! + j?2 est un entier relatif non nul, car sinoa :

• Sip2 = 0 il en résulte que : px =£ 0 car Ö = (0, 0) $ S
et | pt(R + ï)\^R + l> l (contradiction)
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VECTEUR OPTIMAL POUR LE CALCUL D'INTEGRALES 145

• Sip2 ^ 0 on aurait : f±\ =

+

\p2\ R + 1

ce qui est impossible car est une fraction irréductible et : \pz\ ^ R
K + 1

pour tout p € S.
Pour généraliser les résultats établis ci-dessus au cas multidimensionnel

quelconque il suffit de raisonner par récurrence.

Supposons qu'en dimension (n — 1), en prenant :

1 1 1

on ait : 0 < —• < I <Â â0 > I < 1 < 1.

Montrons alors qu'en dimension n, en prenant :

- _ /_!_ _J _i
K° \R + V->(R+iy>-'iR+l

o n a : ° < l < | < Â « o > | ^ 1 - -
En effet nous avons

- - M 1

puisque : (i{ + l)"~lPi + ... + (R + l)pn-i +P* e s t un entier relatif non
nul car :

• Si px = 0, il existe au moins un indice r € { 2, 3,... , « } tel que :

et on se trouve ramené au cas (n — 1) et d'après l'hypothèse de récurrence :

\{R + iy-2p2 + ... + (R + Y ) P n ^ +Pn\>l

• Sipj^Oona : [Pl(R + l)""1] ^ (R + ï)"'1

et

|(* + l)"-2/>2 + ... + (R+ 1)/»..! +^n|

< ^((iî + l)"-2 + ... + (R + 1) + 1) = (R + l)""1 — 1

n» R-2, 1971.



146 M. SAINT-ANDRE

II en résulte que :

0 « («Tir* <Ï7171"""1-""1"!
— \(R + lf-2p2 + ... + (R + l)pm-x +pn

et pour tout p € S on a ;

,D 1V, K + ) ^ + + (+ >P-

((R + l)""1 + ... + (R + 1) + 1) = 1

D'où :

0 < _ ^ j < p s > I ^ i < 1 pour tout p € S

et

/is(â0) == Min 11 _e2i7C<'53ro>j > sin — ^ — > 0
îeS ' ' (i? + l)w

et par suite : (ƒ#[ ^

et le calcul de SN se réduit au calcul de :

1

+ 1 (R + l)2 (i? + 1)7

REMARQUE : D'après les remarques faites au début de ce paragraphe, il
( P P P \est clair que pour tout a du type ( • - •- »..., i—. ->..., — j avec ;

)
Pj premier avec (R + 1)J pour j = 1? 2,..., n le calcul de S(R+ t)n est inchangé
puisque le nombre de points de discrétisation reste le même et seules les direc-
tions optimales changent. Il est évident aussi que toute permutation des compo-
santes de tels vecteurs optimaux donne un nouveau vecteur optimal [les points
de discrétisation changent mais leur nombre (et par conséquent le coût de cal-
cul) reste inchangé]. Il en résulte que pour un e donné, c'est-à-dire pour une
valeur fixée de R, le nombre de vecteurs optimaux appartenant à ]0, If est
égal à :

""'-^j-l'-r
où : rl5..., rs sont les facteurs premiers de R + 1, car d'après la formule
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d'Euler nous savons que le nombre N { (R + l)j} d'entiers positifs stricte-
ment inférieurs à (R + l)s et premiers avec (R + l)s vaut :

pour :j = 1,2,...,«.

C. EXEMPLE NUMERIQUE
Soit :

f(xu.... *„) = k-co*2*(x1 + ... + xJ >
k2+l—2k cos 27r(Xi + ... + xn)

Cette fonction est continue sur R", périodique de période T = 1 par rapport
à chaque variable et indéfiniment différentiable. Sa série de Fourier converge
donc très rapidement et nous avons :

*"> = Ç J^Ti C0S

Remarquons que : 3 = /(x) d3c = Cj = - et qu'il s'agit ici de
J[o,i]n k

l l é h d fii i P illcontrôler la méthode définie ci-dessus. Par ailleurs :

r. et

La détermination de R en fonction de e est ici particulièrement simple
puisqu'il suffit de prendre :

i a- i\l

D. CONCLUSION

Cette méthode de calcul d'intégrales fournit des résultats d'une très grande
précision pour des fonctions à série de Fourier rapidement convergente,
c'est-à-dire pour des fonctions suffisamment régulières. En outre, pour tout
vecteur optimal le coût de calcul est le même que celui de la méthode qui con-
siste à effectuer un quadrillage de l'hypercule fondamental (de pas optimal

égal à par rapport à chaque variable) et à calculer des sommes partielles
R + 1

1 R R ( Je Je \

delaforme : S^+l = £ - E / nXT ""' 7?TT ' L a

(R + 1) *i = 0 fcn=O \-K + 1 R + 1/
n° R-2, 1971.



148 M. SAINT-ANDRE

mation des calculs à effectuer et la détermination d'un vecteur optimal sont
particulièrement simples. Par contre une majoration satisfaisante de p(R)
n'est pas toujours facile à obtenir, mais l'étude de la convergence des résultats
(lorsque R augmente) permet de remédier à cet inconvénient.

PROGRAMME :

1
2

3
4
5
6
7
0
9

1 0
t l
1 2
1 3
14
1 5
1 6
1 7
1 8
1 9
2 0
2 1
2 2

COMPILE

*JCO

1

2

1 0
1 6

2 0
2 5

N

1

3

2
Z
2

3
3
4
A
5
6
7
8
9

10
1 1
12
1 5
2 0
3 0
5 0

1 0 0
2 0 0
5 0 0
3 0 0

1000

T I ME=

2l6SAINT-AN!0RE-M*ACCT^20343
WRITEÏô. 1 )
FORMATtT14, «N

[•VALEUR EXACTE
READCS,20) N,K

K
• )

• i5X,«EPS»»5X*'R COUT*

,EPS» \TU.ST
I F ( K . E O . l ) GOTO 25
I R =
Ï N -
I C =

. 7 X I ' S O M » I 9X»

C ALO0( 1 ./EPS)-ALOG(f*LOAT(K-l ) ) ) /ALOG (FLOAT ( K) )
1

REP=0
I F f
1N=

Ï C =

oo

IR.EQ.O) GOTO
t IR+1 >**N
[N—1 )/2
J+1+MOD(IR»
10 Ï=1«J

2 >

16

A=COS( 6 . 2 8 3 1 0 5 * T / I N )
REP
REP

=REP+tK-A)/ tK**2+l-2*K*A)
=(2*REP+1./

EXAC=1«/K
' ( K - 1 )+MÜDC I R . 2 > / F L 0 A T ( K + U ) / I N

WRITE(6»20) N.KtEPS.IH» IC.REPtEXAC
FORMAT{10X,2I4 ,E10.2 , I4 ,16»2E16»7)
IF( ITEST.EO.O
STOP

E « 0

RÉSULTATS: .

K

2
3
4
5
6
7
8
9

10
1 1
12
1 3
14
15
16
17
1 8
1 9
2 2
2 5
3 0
5 1

7 2
3 3
15
2 3
4 6
2 8
5 9
3 6

EPS

o,ioe-o5
0.10E-05
0.10E-06
0.10E-06
0.16E-03
0.10H-04
0.30E-03
0«20E-03
0.12E-04
0»10E-02
0.60E-04
0.50E-03
0.30E-04
0.32E-03
0.17E-04
0.22E-03
0*20E-03
0. Ï6E-03
0.10E-03
0.00E-04
0.40E-04
0.40E-03
0.20F--0 3
0,10E-02
0.50E-02
0.2OETO2

0.50E-03
0.14E-02
0.30E-03
0,80r.-03

GOTO 2

R
1 9
1 1
1 0

9
3
4
2
2
3
1

2
1
2
1
2
]

]

O
0
0
0
0
0
0
0
0

COÖT
11

7
6
6
3
3

. 5
5
9
5

1 4
9

4 1
1 7

3 6 5
6 5

1 2 9
2 5 7
5 1 3

1025
2049

SOM
0.50000C0E 00
0.3333336E 00
C*2499999E 00
0.1999999E 00
0.I667954E 00
0.1428656E 00
0* 1249999F. 00
0 , 1 1 1 1 1 * O E oo

0*9999990E-01
0.9090900E-01.
0.8333319E-01.
0-7692295E-01
0.7142824E-01
0.6666660E-01
Ó.6249725E-01
0.5B82320G-OJ
0.5555517E-0I
0-5263108E-01
0.4545169E-01
0.3999504Ë-01
0.3332750E-01
0.2000000E-01
0«140a45lE-Ol
0. 31 2500012-01
0.7Î 420S4E-01
0.4545454^-01
0» ??22???E-0\
0.3703703E-OI
0.1724138E-01
0.2357143E-01

1.36 SEC,EXECUTION TIME= 30,65 SEC

VALEUR EXACTE
,0.5000000c 00
0.3333333E 00
0.2500000E 00
0.2000000E 00
0.1666666E 00
0.142S571E 00
0.12SOOOOE 00
O » I I I I I : : E GO
0.O999996H-01
0«9090906E-01
0.8333331E-01
0*7692307E-01
0.7142854E-01
0.6666666E-Ol
0.6250000E-01
0.5882353E-01
0.555S555E-01
0.5263153E-01
0.454G454E-01
0.4000000E-OI

.0.3333333E-01
0.1960784E-01

O.13O88S9E-01
0.3030303E-01
0.6656666F.-01
0.4347B26E-ÓI
0 • ? 1 7'3t*l .ÎF—0 t
0.357142an-0l
0. 169491 5f.r-01
0.2777778E-01

•O8JECT CODE* 1568 BYTÊS

SUR CALCULATEUR I.B.M 360-40
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