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UNE PROPRIETE
DES FONCTIONS SPLINES D’AJUSTEMENT

par Marc Pemit (1)

Résumé. — On cherche des fonctions splines ao(x) qui minimisent la quantité
b n
JUemr ax oY G —yt . feHiab
a i=1

(olt o est un coefficient positif).

On montre que pour certains jeux d’abscisses xs,i = 1, ..., n, appartenant a [a, b, les
JSonctions o.(x) ont, en certaines abscisses, des valeurs constantes, indépendantes de ¢.

I. Certaines méthodes classiques d’analyse numérique telles que Pinter-
polation, ’ajustement, la résolution d’équations différentielles, trouvent une
application originale dans des programmes utilisant un terminal graphique [1].
Ce terminal sert a visualiser les résultats et permet a I’utilisateur, au moyen
de certains dispositifs, de converser avec son programme. Par ce dialogue,
Iutilisateur peut modifier la valeur de certains paramétres et voir, sur 1’écran
du terminal, I’effet de cette modification. Travaillant actuellement sur un pro-
gramme permettant d’obtenir des fonctions splines dépendant d’un paramétre,
ajustant un certain nombre de points, on a pu constater que pour certains
jeux d’abscisses, les diverses courbes obtenues avaient tendance 3 passer par
un ou plusieurs points fixes et ceci pour de grandes variation du paramétre..

On a cherché a formaliser cette propriété et on est arrivé aux résultats
suivants :

II. Etant donné n abscisses fixes et distinctes de I’intervalle [a, b]

A< X <Xy <..<X,<b

(1) Institut de Mathématiques Appliquées, Grenoble.
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138 M. PETIT

et » nombres réels y;, i = 1, ...,n, et si I’on considére la fonction «spline
d’ajustement » d’ordre g (n > q) déﬁnie par :

o(x) = Zoc-x’—4- ;d (2q——1)' .

(r—x)3?

x € [a, b] ¢))

o.(x;) —!—( I d;, = | = 2

[-1Nad ! P <4y yi E] 1 1’ s ( )
2 dio(x) =0 , k=01,..,@G—0 (©)]
i=1

on montre [2] que c,(x) minimise la quantité

b n
[roer e+ Y Ge—w . SeHTH)

(avec p > 0).
On se propose de prouver le théoréme suivant :

Théoréme. — Ilexiste des jeux d’abscisses x;, i = 1, ..., n, pour lesquels les fonc-
tions o,(x) ont, en certaines abscisses, des valeurs constantes, indépendantes de p.

Démonstration

L’expression (1) dépend de n + g paramétres «;, j=0,1,...(g—1) et
d;, i =1, ..., n, d’autre part les expressions (2) et (3) conduisent a un systéme
linéaire de n + g relations linéaires entre ces » 4 g paramétres. Tout calcul
fait et en introduisant les notations suivantes :

I x; xf x{” ! d, Y1 %o
1 x; x; x§7! d; Y2 231
> D = ’ Y = 5 oL =
1 x, x'2. xg—l dn Yn c’“q-l
0 0 0 (x — x,)3e7!
(xZ — X )Zq ! 0 0 (2q— l)!
— 1
(24 —1 (x—x)3! :
g —1)! x
¥(x) = ' , w0 =2
(n — x)* 7 (x,— x,)* 7! 0 (x—x)¥ ! x171
(2¢g—1)! (2¢— D! g — 1!
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UNE PROPRIETE DES FONCTIONS SPLINES D’AJUSTEMENT 139

Les vecteurs D et o sont déterminés par le systéme

[(—_-pl—)qH- K]D—}—Bo: =Y

@
B™D =0
multiplions & gauche la premiére relation de (4) par BT
(—D? ¢ T Tp., _ nT
_—P B°D+ B'KD + B'Ba =B'Y
en tenant compte de la deuxiéme relation de (4), on obtient le systéme
&)

BTKD + BTBa = BTY
B™D =0

Soient U et V deux vecteurs quelconques de R :

Uy V1

Uy vV
U= , V=

u v,

On forme alors les combinaisons linéaires entre les vecteurs D et «, indé-
pendantes de p, en écrivant :
UTB'KD + U"B™Bx + V'B™D = U'B"Y
ou
UTB™Bx + (U'B'K + V'B™)D = cte (indépendante de p) (6)

Or, avec les notations introduites précédemment (1), peut s’écrire :
o, (x) = uf(x)+ a2 +¥7(x)- D )
sil’'ona
6,(x) = cte Vo> 0
on aura
pf) s a +PT(x) D=cte Vp >0

Ceci est une expression linéaire entre les vecteurs D et «; or toutes les expres-
sions linéaires en D et « sont données par (4), en particulier, il existera deux
vecteurs U et V tels que '

wI@x) o + ¥T(x) D = U"B"B« + (U'B'K + V'BT)D

n® R-2, 1971,



140 M. PETIT
en identifiant terme 2 terme on obtient :

wT(x) = UTB"B

¥7(x) = UTB'B + V'BT
ou encore

w(x) = B"BU ®

Y¥(x) = BV + K"BU
ce qui peut étre considéré comme un systéme de n 4 g équations entre
(U, V,x, X; X3, ..., Xp), C’est-a-dire 2g - n +1 inconnues.

REMARQUE. — Si les graphes o, ont un ou plusieurs points fixes corres-
pondant 3 un jeu d’abscisses x;, i = 1, ..., n, alors pour tout choix des (y,),
I’abscisse de ce ou ces points reste constante.

11 suffit de remarquer que les relations données par (8) ne font pas inter-
venir Y pour la détermination de x, Uet V.

Pour déterminer ces points, on dispose de n -}- g relations données par (8)
et de n 4 29 + 1 inconnues qui sont : x, x;, U et V. On peut s’en fixer ¢
a priori et déterminer les n + ¢ restantes, dépendantes d’un paramétre arbi-
traire. En général, on se fixera a priori q abscisses.

On peut expliciter les calculs sur un cas simple (n = 3, ¢ = 2), en prenant
les données suivantes :

Xy = 0 s X = 1 ’ X3 = 2
on obtient deux points fixes pour les graphes de a,, dont les abscisses sont

E, = 0,2260739 et £, = 1,773926
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