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UN COROLLAIRE DU THEOREME
DE PERRON-FROBENIUS

par Christiane

Sommaire. — On montre que pour toute matrice carrée A à éléments > 0, le rayon
spectral p(A) est la borne inférieure de S<aoo{Z—lAZ) lorsque Z décrit l'ensemble des matrices
diagonales à éléments > 0, Soo» désignant la norme de matrices issue de la norme du max
sur R».

On caractérise de deux manières (dont l'une s'énonce ainsi : il existe
2 > 0 tel que Az ^ ç{A)z) le fait que cette borne inférieure soit atteinte, le
résultat classique ([1], [2]) assurant que cet inf est atteint lorsque A est irréduc-
tible apparaît comme un cas particulier.

Dans tout ce qui suit, A désigne une matrice réelle, de type (n9 ri)9 à
éléments a^ positifs ou nuls et de rayon spectral ${Â).

Un vecteur x = (xl9 xl9... xn) est positif (> 0), si pour tout i, 1 < i < w,
on a xt > 0 dans R.

On notera Z = diag { z u z2... zn }, la matrice diagonale Z, ayant zt

(f = 1, 2,... n) pour éléments diagonaux.

ç«, désigne la norme du max sur RR(<p«,(;*:) == Max |x||) et Smm la norme

de matrice engendrée par <?& ; de sorte que :

S^aoiA) = Max X fly (atJ > 0)
i J

Alors, il est bien connu que, pour tout vecteur z > 0,

(1) 9(A) - p(Z"^Z) < Sm^{Z~lAZ) - Max

(1) Département de Mathématiques, Faculté des Sciences d'Alger et Section d'Analyse
Numérique du Département de Mathématiques, Université de Lyon 1.
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1. PROPOSITION 1

Si A est une matrice («, n), à éléments positifs ou nuls, alors :

où la borne inférieure est prise sur les matrices diagonales Z, positives.

1° Remarquons d'abord qu'il résulte du théorème 3.8 de ([1]) que pour
a > p(A), il existe un vecteur u positif, tel que :

(a/— A)u soit positif.

2° Démontrons la proposition 1 :
Soit s positif, posons a = p(A) + s; d'après 1°, il existe un vecteur

u = (ul9 u2,... Mn), positif, et tel que

[9(A) + z]u > Au.

En prenant la matrice v = diag { uu u2,... un }, nous obtenons la relation :

(2) ^(coco^"1^)< ?(A) + e.

Ceci, joint à la relation (1), achève la preuve.

2. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE
POUR QUE LA BORNE INFERIEURE DE LA PROPOSITION 1

SOIT ATTEINTE

2-1. Si A est irréductible

La borne inférieure est atteinte d'après le théorème de Perron-Frobenius
([2] : théorème 2.1).

En effet, il suffit de prendre la matrice Z = diag { zu ...5 zn }, où le vecteur
z = (zu z2,... zn) est le vecteur propre (> 0) de A correspondant à la valeur
propre p(A).

Nous avons alors :

2.2. Si A est réductible

Soit B la forme normale de A ([1], page 74), nous avons B = PTAP, où P est
une matrice de permutation et p(A) = p(B).

n° R-2, 1971.
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B s'écrit alors :

B =

0

0
Ae+1,

0
A

0
i A
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0

2... o
A.

0...
0...

0...

0
0

0
... 0

-4s

où ^ i , A2, ... 4̂S, sont des matrices carrées irréductibles et où, pour
g + 1 < ƒ ^ s, une au moins des matrices aftU A/a* •• 4f./i> n e s t Pas n u ^ c '

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 2

La borne inférieure de la proposition 1 est atteinte si et seulement si A
vérifie i) et ii) ;

i) il existe j0 € { 1, 2,... g } , tel que p(A) = p(Ajo)9

ii) cela n'est vrai pour aucune matrice Aki (k = g + 1,..., s).
Démontrons d'abord le

Lemme

Soit A matrice réelle, à éléments positifs ou nuls, alors A vérifie i) et ii),
si et seulement si il existe un vecteur z, positif, tel que Az < p(A)z.

Démonstration

1° Remarquons d'abord que la relation : «il existe un vecteur z, positif,
tel que Az < p(A)z» est équivalente à la relation : «il existe un vecteur w,
positif, tel que Bu ^ p(B)u ».

En effet, si il existe un vecteur u positif tel que Bu < p(B)uy cela s'écrit :

PTAPu ^ p(B)u,

ou encore :
APu ^ p(B)Pu,

soit enfin, puisque p(A) = p(B\ et en posant z = Pu, vecteur positif

Az < p(A)z.

Nous allons donc démontrer le lename en prenant la relation sur la matrice B.

— Notons rj la valeur propre maximale de Ap pour 1 < j < s, et vj le
vecteur propre correspondant; vJ est positif pour 1 < j < s, d'après le théorème
de Perron-Frobenius.
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2° La condition est nécessaire :

D'après i), nous avons :

AJov
JO = p(A)vjo avec vs° > 0

«et

| rj < 9(A)

\ Ap* < 9(AW (j = 1, 2,..., g et

D'après ii), nous avons :

(3) >*

A la forme normale de A, il correspond une décomposition de R" en sous-
espaces Ru RZf..., Rs, tels que Rn = R± + R2 + ... + Rs. Pour tout vecteur x
de R", nous noterons xl la projection de x dans JR| pour 1 < ƒ < J.

Considérons le vecteur x défini par :

- AkT* E ' i*Mi;à (fc = g + U ..., s),

où 4 est la matrice unité de même ordre que Ak{k = g + 1?...? 5).

Nous déduisons de la relation (3) et du théorème 3-9 de ([2]) que xk est
positif pour g + 1 ^ fc < 5. Le vecteur x ainsi défini est donc positif, et il
vérifie la relation :

Bx < ç>(A)x

soit aussi :
Bx < p(J)jc.

3° Réciproquement, supposons qu'il existe un vecteur z, positif, tel que
Bz ^ p(J)z.

Nous avons alors les deux inégalités suivantes :

(4) V < PW 0'= 1,2, ...,*)

(5) E ' ^ftz
fc + Akz

k ^ 9(B)zk (k=g+h ..., *).

De (4), nous déduisons :

rj< P(B) ( j = l , 2,..., g)

n° R-2, 1971.
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et de (5), nous déduisons :

?{B)zk

(6)
l Akz

ce qui entraîne, pour g +1 < k ^ s :

rk < p(B) soit rfc < p(̂ 4) d'après la première inégalité de (6), et
rk T£ p(B) soit rk ^ p(A) d'après (6) et la remarque 5 page 65 de ([1])»

D'où la condition ii) :

rk < p(A) (k = g + l9...,s).

Soit u = (u1, u2,..., us), le vecteur propre de B correspondant à la valeur
propre p(B); u vérifie les relations :

(7)

u ^ 0 et M # 0

C / = 1,2, ...,

(* = g + 1,.... 5).

Si pour tout 7, l ^ j < g, nous avons ir' = 0, alors (7) entraîne :

et
p(̂ 4) < ^+is d'après la définition de rg+1.

Ce qui contredit :
rg+i < p(A).

Donc il existe un indice jo9 avec 1 < j0 < g, tel que uJo ̂  0. D'après (7),
nous avons :

Ajju» = p{B)uj\

c'est-à-dire que p{B) est valeur propre de Aj0. Ce qui entraîne la condition
i) : p(£) = rjm ou encore p(A) = rj0.

La démonstration de la proposition 2 est alors immédiate :

1° Si A vérifie i) et ii) : d'après le lemme, il existe un vecteur z,
z = (zu z29... zn\ positif tel que :

Az < p(A)z9
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et donc

où Z = diag { zl9..., zn }.
2° Si la borne inférieure est atteinte : il existe une matrice diagonale

positive Z = diag { z1? ...s zn } telle que :

soit :

d'où:

Si z est le vecteur ayant pour composantes zX9z%9.„9zn9 nous avons :

Az < p(A)z3

ce qui achève la preuve.

REMARQUE : On trouve dans [1] une caractérisation des matrices non néga-
tives A pour lesquelles existe z > 0 avec Az = p(A)Z0. L'idée de la proposi-
tion 2 consiste à chercher, de façon plus générale, un vecteur z > 0 tel que
Az < p(A)z.
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