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INTEGRATION DE CONVEXES FERMES
NOTAMMENT D'EPIGRAPHES
INF-CONVOLUTION CONTINUE

par Michel VALADIER (?)

Résumé. — On caractérise la fermeture de I'intégrale d’une multi-application a valeurs
convexes fermées (éventuellement non bornées) ; ce résultat est inspiré de Ioffe-Tihomirov.
On étudie ensuite Iexactitude de I'inf-convolution (i.e. le fait que la borne inférieure de la
définition est atteinte) d’une famille de fonctions pas forcément convexes. Tout cela est fait
en dimension finie.

INTRODUCTION

Les résultats de cet article sont susceptibles d’interprétations économiques.
L’interprétation de l’intégrale d’une multi-application est classique (cf. la
bibliographie de Debreu-Schmeidler) : I'(¢) représente un ensemble de con-

sommations possibles pour I’agent ¢, et alors f T'w est I’ensemble des consom-
T

mations possibles de I’ensemble d’agents T. Le probléme de I’exactitude de
I'inf-convolution continue est un probléme particulier de contrdle optimal
avec critére intégral, ou, si I’on veut un probléme particulier de calcul des
variations. L’interprétation suivante est due & Pallu de La Barri¢re. Consi-
dérons deux unités de production 1 et 2 dont les productions et les cofits de
production s’additionnent. Soit fi(x) le cofit de production de la quantité x
par i(i = 1, 2. On peut supposer f;(x) = oo si x < 0). Alors I’inf-convolution,
définie par f, V f,(x) = inf {f,(x,) + fo(x;) | Xx; + x5 = x } est le colit mini-
mum pour produire la quantité x lorsque 1 et 2 se partagent la production de
fagon optimale. On a pour les fontions polaires la formule (f; V £,)* = f{*+ £
qui est intuitivement triviale, puisque f*(x’) est le revenu maximum que peut
obtenir 7, en fixant & son choix la quantité produite, lorsque le prix de vente

est x’ (on a f#(x’) = sup [x'x — fi(x)]).

(1) Attaché de Recherches au C.N.R.S., Institut de Recherche d’Informatique et
Automatique.
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Au lieu de considérer deux producteurs, on peut en considérer un nombre
fini quelconque, ou méme une infinité (un champ de producteurs indexés par
un paramétre, qui peut tre par-exemple le temps).

Dans la premiére partie on donne une extension, dans une certaine direc-
tion, du théoréme de Strassen (cf. Valadier § 4), inspirée de Ioffe-Tihomirov [2]
[(7) p. 63. La démonstration donnée par les auteurs ne nous satisfait pas].
Dans la seconde partie on étudie I’exactitude de l’inf-convolution d’une
famille de fonctions par rapport & une mesure positive. L’inf-convolution de
fonctions convexes se raméne a I’intégrale d’épigraphes et constitue une appli-
cation de la premiére partie. En fait il existe d’autres démonstrations possibles,
et nous détaillons celle qui nous parait la plus intéressante (pour les contri-
butions de Olech et Rockafellar & ce probléme voir les remarques dans le
texte). L’inf-convolution de fonctions non convexes par rapport 4 une mesure
sans atomes est essenticllement une application du théoréme de Ljapunov
(la convexité est établie dans Ioffe-Tihomirov [1]).

Rappelons la définition de la fonction d’appui d’une partie I" d’un espace
vectoriel topologique E (cf. Hérmander) : on pose

o(x', T) =sup {(x",x>|xeT}
pour tout x’ € E’. La fonction d’appui de I est ¢(., ).

1. INTEGRATION D’ENSEMBLES CONVEXES FERMES DANS R*

1. Soit (7, G, w) un espace mesuré, avec . > 0, o-finie. Dans cette partie,
I' désignera une multi-application mesurable de 7" dans les convexes fermés
de R” (pour la notion de mesurabilité cf. Rockafellar [2]). Pour simplifier, nous
dirons que f est une section de I' si f(#) € I'(¢), p-presque partout.

La proposition suivante est donnée de fagon un peu plus générale par
Debreu-Schmeidler (lemme 2).

Proposition. — Supposons que 1" admette une section intégrable. La for-
mule suivante a un sems, pour tout x' € (R") : ®(x’) = f(p(x’, I'@)p(de).
Notons fI‘y. = { ffp | f € LR, f section de T } Alors ®(x") = <p(x’, fl"y.).

Démonstration. — Soit f; une section intégrable de I'. On a
o(x', T'()) 2 <x', fo > P-P-
donc @ est bien définie. On a manifestement

cp(x’, fr‘“‘) < J‘(P(x,’ F(t))!‘L(dt) = (I)(x').
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On va montrer que les valeurs de { x’, J‘ Ji. > (pour f section intégrale de I')

sont arbitrairement voisines de ®(x"). Comme p. est o-finie, il existe une fonc-
tion 4 : T— 10, o[ intégrable. Soit I',(¢) I'intersection de I'(#) et de la boule
fermée de rayon || fo(t)|| + ph(t). Alors I', est mesurable, et T';(¢) est presque
partout non vide. On a, de fagon évidente, ¢(x’, I';(-)) — o(x’, I'(-)). On a
aussi @(x’, Tp()) = (x',fo>. D’aprés la théorie des multi-applications
mesurables (cf. Rockafellar [2] ou Valadier), il existe une section mesurable
g, de ', (donc de ') telle que < x', g,(t) > = ¢(x’, [';(¥)) p.p.

Alors, d’aprés Fatou-Lebesgue,
(%, g5 = [, Ty0man — [ o6, TeDu@».

REMARQUE. — Un exemple oil f I'w. n’est pas fermé sera donné aprés le

théoréme 5.

2. Lemme. — Soit C un cone convexe fermé saillant de R". Alors il existe une
base (ey,..., e,) de R” telle que C soit contenu dans le cone convexe engendré
par cette base.

Démonstration. — Le cone polaire C® a un intérieur non vide. Donc il
contient une base (ej, ..., ;) de (R")’. 1l existe une base (ey, ..., ¢,) de R" telle
que < e, e; ) = — J;;. Cette base a la propriété requise, car elle engendre le
cone polaire du cone engendré par (e, ..., e).

3. Dans la suite de cette partie C désigne un c¢dne convexe fermé saillant
de R".

Proposition. — On suppose qu’il existe f €Lk telle que T(t) + f(1) C C
presque partout. Pour que 1" soit mesurable (pour la tribu complétée) il faut et
il suffit que, pour tout x', ¢(x’, I'(:)) soit mesurable. Pour que 1" admette une
section intégrable (lorsqu’elle est déja supposée mesurable) il faut que, pour tout
x', o(x’, T'(:))~ soit intégrable (), et il suffit qu’il existe x' intérieur a C° tel que
o(x’, T'(:))~ soit intégrable.

Démonstration. L’assertion concernant la mesurabilit¢é résulte de
Rockafellar [2] et du fait que les parties de C ne contiennent pas de droites.
Si I' admet une section intégrable, fy, on a: o(x', I'()) = {(x, f D>, d’oir
o(x’, I'())”™ < — {x', fu . Réciproquement supposons ’existence de x’ inté-
rieur 3 CO tel que ¢(x’, I'(-))~ soit intégrable. On a

e(x’, () = o(x", D() + ) — {x, [,

(1) On désigne par ¢— la partie négative de la fonction numérique ¢.
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de sorte que o(x’, ['(-) +f)~ est encore intégrable. Posons I =T + f.

Remarquons que, x’ étant négative sur C, on a ¢(x’, I'(:))” = — ¢(x’, I''(+))
p.p- Remarquons aussi que I'(f) est presque partout non vide, car
@(x’, T'(¢)) = — co sur un négligeable. Comme les ensembles

Co={xeC|<{x",x)>a}

sont compacts lorsque o € R, x atteint son maximum sur I''(¢) p.p. Soit g une
section mesurable de I' telle que o(x’, I''(¢)) = { x', g(t¥) > p.p. Comme il
existe une constante k > 0 telle que C, soit contenu dans la boule de centre 0,
de rayon k |a[, g est intégrable, et g — f est une section intégrable de I'.

4. Soit (Q, #£, P) et (Q, £, P) deux espaces de probabilité dont les algébres
métriques quotients A(P) et A(P)sont isomorphes (cf. Dunford-Schwartz
lemme 1 p. 158, ou Neveu ex. I-3-1 p. 12). L’isomorphisme des fonctions
mesurables étagées se prolonge aux espaces Li» (avec conservation de I’inté-
grale), puis aux espaces de fonctions mesurables non bornées a valeurs dans R”.
Pour les fonctions a valeurs dans un polonais, cf. Castaing-Valadier lemme p. 5.
Comme nous nous intéressons plus aux fonctions qu’a leurs classes d’équiva-
lence, nous dirons que f: Q — R"et g : Q — R”, supposées mesurables, se
correspondent si leurs classes d’équivalence se correspondent dans I’isomor-
phisme.

Lemme. — Soit (Q, £, P) et (Q, #, P) deux espaces de probabilité dont les
algébres métriques quotients sont isomorphes. Soit ' une multi-application
mesurable de Q dans les convexes fermés non vides de R'.. Alors il existe une
multi-application mesurable T' de Q) dans les convexes fermés non vides de R”,,
telle que :

1) f est une section mesurable de T si et seulement s’il existe f correspondant
a f qui soit une section mesurable de T* |

2) pour tout x', ¢(x', T'(-)) correspond & o(x’, T'()).

Démonstration. 1) Désignons par AG(I') I’ensemble des sections mesurables
de T. Pour chaque /'€ A(I") choisissons une fonction 7: Q — R, mesurable
correspondant A f. Soit (x,) une suite dense dans (R")’. Il existe (d’aprés Neveu
démonstration de la prop. 1I-4-1 p. 43) une partie & de M(I"), dénombrable,
telle que, V p,sup { {x;, f> | €L} =supess { (x}, /> |f€MI)}. Po-
sons I'(®) = ¢o { f(&) | f€X}, ol co désigne I’enveloppe convexe fermée.
Si fe M), on a, Vp,{x},f >< olx), ['()) p.p., 0t (compte tenu de
Klee-Olech p. 296 (1) f(&) € T(G) p.p. Réciproquement si

g€ MTD)etsih: Q—R"
n y montre que si K est convexe fermé et ne contient pas de droites, on a

Vp, < x3, x > < o¢(xp, K) } On obtient le méme résultat avec le corollaire du
e Debreu-Schmeidler.
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correspond a g, on a <{ x,, & > < ¢(xp, ['(:)) = sup { ¢ Xp, D) | feX}, dou
(xhhy < sup {< x5, f> | f€X } p.p. < o(xp, ['(-)). Finalement A(w) € T'(w)
p-p.

2) Si(f,) est une suite de sections mesurables denses dans I' (i.e. presque
partout {f,(w) } est dense dans ['(w)) on a, V x’, ¢(x’, T'(-)) = sup { x', £, >.
Et 'on a

o(x’, ') > sup { x, £, > p.p., et sup { X', f;, >

correspond & sup { x’, f, > = ¢(x’, I'(-)). Par symétrie, pour les mémes raisons,
o(x’, T(-)) est > 2 une fonction correspondant ¢(x’, ['(-)). On en conclut que
ces deux fonctions se correspondent.

5. Théoréme. — Soit 1" une multi-application mesurable de T dans les convexes
fermés de R, On suppose qu’il existe f € Shn telle que T'(t) 4 f(t) € C p.p. et

que I' admette une section intégrable. Soit A le cone asymptotique de f I'n. Ona

f Iy = fl‘y. + A. La fonction d’appui de fl‘u est x' 1— f e(x’, I'¢))p.
Démonstration. Compte tenu de la prop. 1 il reste & montrer

fl‘y.—{—A:fI‘y,,Posons I"=Tr+4f1 OnafP’usz‘p+ﬁ On peut

donc faire la démonstration en supposant I'(z) C C p.p. De plus, d’aprés le
lemme 2, on peut supposer C = R’,.
1) Supposons 7 stonien et p. de Radon, normale, de support T" (pour ces

notions cf. Dixmier). Soit (x,) une suite de points de J I'. convergeant vers

x efl";;.. Onax,= f fo, OU f, est une section intégrable de I'. Montrons

que ’ensemble des f, est borné en norme dans £k« En effet soit (ef) la base
duale. On a (e f,> > 0et f(eﬁ,f,,)p.—-»(eQ,x}, donc la suite

(fl {€fp> | 1 |pew est bornée. L’ensemble des mesures vectorielles v, = f,u

est borné en norme dans Ar+(T). Soit A une valeur d’adhérence vague de (v,),
), la partie de A admettant une densité f par rapport & p, et A, la partie de A
étrangére 3 w. On va montrer que f est une section de I, et que A,(T) € A, ce

qui, compte tenu de I’égalité x = A(T) = ]fp. + 2,(T), démontrera notre

assertion. On a, pour un filtre ad hoc, pour tout x’ et toute ¢ € Cr(T) :

im [y v, fy o0 = [4<rrdut [x @ sme.  ©
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Soit N un p-négligeable portant A,. Soit € > 0. Il existe un ouvert U contenant N
tel que p(U) < . Comme U — U est rare, et que p est normale, I/ — U est
u-négligeable, et U est un ouvert fermé (car T est stonien) contenant N, tel
que u(T) < ¢. Soit A4 un ensemble y-mesurable disjoint de U. I existe un
ouvert fermé B égal, & un p-négligeable prés, a A (car L® = C(7)), et B est
disjoint de U (car BN U est négligeable et ouvert fermé, donc vide). On a
alors

[ <xpyu=[ xndu—| rryu=] nrw

d’ou f X, fou sf o(x’, T(-))p. I en résulte que les ensembles
4 4

{teT—U|<{x"f(®> > o(x',T(#))} sont négligeables. D’aprés Klee-
Olech (corollaires p. 296. Déja cité dans la démonstration du lemme 4), cela
entraine f(¢) € I'(¢) p.p. sur T— U. Comme w(U) < ¢, f est une section de I'.
En prenant pour ¢ la fonction caractéristique de U, (1) nous donne :

KD + [ (o f>u=tim [REFSTE f,—, o', T@)ulds).

Avec les notations de la prop. 1, si on prend x’ e dom® = {y' | D(y") < o },
o(x’, I'()) appartient & £!, et ’intégrale de droite tend vers O avec ¢, ainsi

d’ailleurs que f_ {x',f> . Donc x" € dom @ entraine { x’, A,(T) > < 0. Or
U

on a A = (dom®)°. En effet soit x, € fl‘p.. D’aprés la prop. 1 on a

xeAN<Ma>0) xo—l-ocxefl"p.

< (Va2 0)(Vx' €edomD) x', xo + ax > < O(x")
< (Vx' €edom®)((x’, x> < 0).
2) Supposons y abstraite bornée. Soit Q le spectre de 1’algébre L=(T, G, 1)
(cf. Bourbaki [2]) et & la forme linéaire sur C(Q) déduite de I’intégrale sur T

par I'isomorphisme entre L=(7, G, ) et C(Q). Alors Q est stonien et I nor-
male, > 0 de support Q. Grace au lemme 4 et au 1) le théoréme est vrai.

3) Montrons qu’on peut toujours se ramener au cas p. bornée. Comme p.
est o-finie il existe & : T — ]0, oof intégrable. On pose
1

pw' =hp et IV(t) = 0]

I'@).

On a évidemment

Jru = [rw et ot Temm = o, 0w
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ExeMPLE. Voici un exemple oﬁj I'w. n’est pas fermé.

Soit
Q:—-N—'{O},”:z(etc':R?i-)et9vpip'({p})=1

I(p) = {(0, 0), (1,12)] :
p

Il est facile de voir que fl'p. n’est pas fermé car il ne contient pas les points

et

de la forme (A, 0)(A > 0) qui lui sont adhérents, et que A = R, X {0 }.

REMARQUE. Si Q = N et si u est bornée, on peut, dans la démonstration
du th. 5, se contenter d’introduire le compactifié d’Alexandroff de N. Le
négligeable N sera réduit au point 2 I’infini, et on majorera «a ¢ prés» sa
fonction caractéristique par une fonction continue.

2. INF-CONVOLUTION

6. Soit (T, G, u) un espace mesuré avec u = 0. Soit (f;),er une famille de
fonctions s.c.i. sur R a valeurs dans ]— co, c0]. On note f* la fonction polaire
de f (cf. Moreau), et on note épi(f) ’ensemble { (x,\) e R X R | A= f(x)}
(épigraphe de f). On suppose dans toute la suite que la multi-application
t |— €pi f; est mesurable. (Il en résulte, lorsque les f, sont convexes, finies en
au moins un point, que (7, x) I— f;(x) est un « normal convex integrand » au
sens de Rockafellar [1]). En utilisant les résultats de Rockafellar [2] et le fait
que 71— épif, admet une suite de sections denses sur 1’ensemble mesurable
{t|épif, # @&}, onvoit que t |— épi f:l< est aussi mesurable. Enfin pour toute
fonction mesurable X : 7— R} ¢ I— f,(X(#)) est mesurable.

Lemme. — Supposons que, pour tout x', les fonctions t |— f* (x')* sont inté-
grables. Alors il existe un céne convexe fermé saillant de R"**, C, et une fonction
intégrable h tels que épi f, + (0, h(t)) € C p.p. 1l existe T,, o-fini, tel que t ¢ T,
entraine f, = 3, (1). Il est alors équivalent de supposer les fonctions t 1— f¥(x")

intégrables ou que t |— €pi f, admet une section intégrable ; alors {t | f, # 3 }
est c-fini.

Démonstration. 1) Soit e’ € (R")’, ¢’ £ 0. Comme
fiEe) +/() = e, x>,

(1) On note & I’'indicatrice de 0.
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’ensemble épif, + (0, f¥(e’)*) est contenu dans le demi-espace
D, = {(X, o) I Ce',x)< “}'
Il existe n - 1 vecteurs e, ..., €, tels que C = N D,;soit un cone saillant.
11 suffit de poser A(t) = sup f¥(e})*.
2) Soit (e;) une suite dans (R")’ telle que tout point de (R")’ soit barycentre
d’un nombre fini de ej(?). Soit T, o-fini tel que t¢ Ty = (V p)ff(e,) < 0.

Alors t ¢ Ty = (¥ x') f}(x") < 0.Pour t ¢ Ty onadonc, f, > fi* > §,(carla
polaire de 3, est la fonction nulle).

3) Supposons que ? |— épi f; admette une section intégrable (X, A). Alors.
FEE) +L&X@) = (X, X(@ >, dou fi(x) > {x', X(0) ) — A(), ce qui
prouve que ¢ (— f¥(x') est intégrable. Réciproquement si ¢ |— f¥(x') est
intégrable, comme P’on a o((x’, — 1), épi f;) = f¥(x"), et qu’il existe un x’ tel
que (x’, — 1) soit intérieur a C%, il résulte de la prop. 3 que ¢ |— épi f, admet
une section intégrable.

4) Puisque ¢ I— épif, admet une section intégrable, la partie de T — T,
{teT— T, |f(0) > 0} est o-finie. Cela établit que {reT|f, # 8, } est
o-fini.

7. On définit I’inf-convolution de la famille ( f,),¢r par rapport a la mesure
@ par la formule

[ff,y.(dt)](x) = inf{ ff,(X(z))p(dt) | X €Lk, pr. =X } ,

ou l’intégrale vaut + oo dés que J. FX®O) p(de) = oo.

Cette convention est similaire 4 celle de Moreau. En fait, dans la situation

du théoréme suivant, ¢ I— f(X(¢)) est minorée par une fonction intégrable, ce
qui leéve toute ambiguité.

Théoréme. — On suppose les fonctions f, convexes, et que pour tout x’,
t I—>f*(x') est intégrable. L’inf-convolution est exacte (i.e., ¥V x,3 X € Cho tel
que
f Xu=xet f SXO)a(de) = [ff,p-(dt)](x».

C’est une fonction convexe s.c.i., a valeurs dans 1— oo, o0], non partout

égale a + oo, d’épigraphe Jépi fe(de). La fonction polaire de § fer(de) est la

Sfonction x' 1— f [N,

(1) Si on identifie (R®)’ & R, il suffit de prendre pour les e, les points de Z°.
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Premiére démonstration. D’aprés le lemme 6, on peut supposer que p. est
o-finie, car &, est I’élément neutre pour I’inf-convolution. On a,

Y X € Cke, ff,(X(t))p.(dt) > — ff,*(O);z(dt) > — o0, donc l’inf-convolution

est 4 valeurs dans ]— co, co].

Considérons K = J épi fu(d?). 11 est non vide d’aprés le lemme 6. On a

K+ {0} X R, = K trivialement. On va montrer, grace au th. 5, que K est
fermé. Remarquons d’abord que si f est une fonction convexe s.c.i. & valeurs
dans ]— oo, o0] non partout égale 4 4 oo, on a :

+ oosiA>0

oG, ), épif) = § P L, x> [xedomf}sin=10

x'\ .
—lf*(———) siA < 0.
A
En utilisant, comme dans la démonstration du lemme 6, une suite (e},
telle que tout x’ soit barycentre d’un nombre fini de e}, on voit qu’il existe un

négligeable N, tel que si t ¢ N, f*(x') € R, Y x! ce qui fait que f; est 2 valeurs
dans ]— oo, 00], non partout égale & + c0. On a

o0, 0, By = [ 9 20, 601t

Si A<0 on a o((x’,2),K)eRetsir > 0, ¢((x’, 1), K) = 0. Par suite :
R" X ]— 0, 0[ C dom (., K) € R" x] — 00, 0]. Il en résulte (fin de la démons-
tration du 1) du th. 5) que le cone asymptotique de Kest {0} X R,, et par
suite (th. 5) K est fermé.

Montrons que K est 1’épigraphe de f Ser(do). En effet
[ff,u(dt)] (x) = inf { f £ | f Xp=x}

=inf{l[(x,k)€fépif,y.(dt)}.

La borne inférieure de la derniére expression, si elle est finie, est atteinte. Soit A,
le minimum. Soit (X, A) une section intégrable de f|— épif,, telle que

f(X, A) = (x, Ao). Alors f SX@®)ds) < fA(t)y.(dt) =)o, €t On a égalité.

11 ne reste qu’a calculer la fonction polaire de ¥ f,u(d?). D’aprés la formule
sur la fonction d’appui d’un épigraphe, c’est la fonction x’ |[— ¢((x’, — 1), K).

s
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Oron a
oG, — 1, K) = [9(,— D, 6pi (@ = [72utan.

ExemMPLE. Soit, en dimension 1, pour pe N— {0},

oo six ¢ [0, 1]
fp(x): X
—six €0, 1].
P
Alors
osix <0
(V f)x) = :
p>1 0 six=>0

L’inf-convolution n’est pas exacte pour x > 0. On a

et X f%(x") diverge pour tout x” > 0.

8. Nous allons maintenant donner une deuxiéme démonstration du th, 7.

Lemme. — Si les fonctions t |— f*(x") sont intégrables et si y. est c-finie, il
existe une fonction h : T — 10, oo intégrable, un négligeable N et une fonction
convexe finie g*, tels que t ¢ N = f}¥(x') < h(t)g*(x’).

Démonstration. Soit (e,) une suite telle que tout point x’ soit barycentre
d’un nombre fini de ej. Soit une fonction % : T'— ]0, oof intégrable telle que
VY p, 3k > 0 tel que f;*(e;) < kh(f) p.p. (on peut prendre pour / une fonc-
»_Ji(ep)

” f *(ep)" 1 . .
p-p. nulles). Soit N un négligeable en dehors duquel 1’inégalité a lieu pour
k(! 1
tout p. Posons g*(x’) = sup {f ‘hg)) [t¢N J} (si T— N # &, sinon le
lemme est trivial). On a, V p, g*(e;) < oo, d’ol, V x’, g*(x") < co. Comme
‘pour tout x’, g¥(x") > — o0, A, g* et N ont les propriétés demandées.

tion > p.p.a X2~ > out on prend la somme pour les fonctions non

9. Proposition. — Sous les hypothéses du th. 7, en supposant . c-finie, il existe

g()

une fonction convexe s.c.i., g, telle que >~ — oo quand | x| — oo, un négli-

geable N et une fonction h : T— 10, oo[ intégrable tels que les fonctions g,

e}l’(‘tf vérifient g, > g si t N, et ¥ ghu(dt) = ff fu(d).

d’épigraphe
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Démonstration. Prenons h, N et g* comme dans le lemme 8. Soit g la
Si(h(B)x)
Tk

On peut alors facilement vérifier que j{; g (hp)(dr) = j{; fur(de). La polaire

polaire de g*. On a g,(x) =

deg, est}]:' ok de sorte que g; = gsit ¢ N. Il reste & voir que la fonction polaire g

d’une fonction convexe finie g* vérifie g( X) — oo quand [|x|| — . Orsi g

ne vérifiait pas cette hypothése, il exxsteraxt (x,) telle que |x,]| — oo et

I xp”

(x, k) avec x # 0, épig contiendrait une demi-droite non verticale :
{(x0, ko) + Mx, k) | A = 0}. Si x” est tel que {x’, x> >k, ona
g*(x") = o((x’, — 1), épi g)
> sup { {(x', — 1), (%0, ko) + A%, k) > [ A > 0

= o0, ce qui est absurde.

g(x,) < k|| x,], ot k < 0. La suite

» k | ayant une valeur d’adhérence

10. Supposons p. finie. Le lemme suivant étend trés légérement le th. I1-22
de Meyer (p. 38).

Lemme. — Soit g une fonction sur R", s.c.i. @ valeurs dans 1— oo, 0] telle

g(x)

que >~ — o0 quand | x| — co. Pour tout M € R I'ensemble

[
L= { X elhn | fg(X(t))p.(dt) <M }
est équi-intégrable.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que V € > 0, 3 ¢ tel que

VXel&, [X®Olwd) < e
{tIX(®]| >¢}

Soit @ = 1m| - l et ¢ assez grand pour que ||x| > ¢ = >=* 8x) o >aOna

Jl

[ _
f i >ch(t)u“(dt) J x| >c3g(X(t)) wdn < ===

11. Deuxiéme démonstration du th. 7. On a déja remarqué que I’on peut se
ramener au cas p c-finie. Prenons les notations de la prop. 9. Montrons ’exac-
titude de I’inf-convolution des g, par rapport & v = Ap, en un point x, ou

st
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§g,v(dt) est finie. Soit (X,) une suite minimisante telle que f (X, ())dr)

décroisse. D’apreés la prop. 9, le lemme 10 et le fait que les parties équi-inté-
grables de L! sont faiblement relativement compactes (Meyer th. II-23 p. 39),
la suite (X,) est faiblement relativement compacte. Soit X une valeur d’adhé-
rence faible de (X}). Soit 4, = co {X |g>p}, ot co désigne I’enveloppe
convexe dans L. Ona X € A ou A est I’adhérence faible mais aussi ’adhé-
rence forte. Il existe donc Y €A tel que ||¥Y, — X, < 277 Il en résulte
(cf. Bourbaki [1] ch. IV § 3 nos 3 et 4) que Y, (1) = X(t) p.p. (!). Comme Y, €4,

et que f &(X,(H)v(dt) décroit on a : fg,(Y @O < f &(X,(O)v(d?). Par
ailleurs on a, V Z € Lkn, g,(Z(¢)) > — g*(0), donc, par le théoréme de Fatou-
Lebesgue :

tim 507,000 > [tim g, (7O > [ xOMa).

D’ou : fg,(X(t))v(dt) < "f% g,v(dt)] (x), et comme va = x, ’exactitude est

démontrée. Cela implique que fépi gv(dt) est ’épigraphe de §;g,v(dt). On
montrerait la s.c.i. de la méme fagon que l’exactitude. Cela entraine que

f épi fpu(dt) = fépi gv(de) est fermé, d’ou I’exactitude de f fy(dt). Finale-
ment on calcule la polaire de V¥ g,v(ds) grice 4 la prop. 1 et au fait que

e((x’, — 1), épi g,) = g¥(x") (formule valable également pour f g.v(dp)).

REMARQUE. Le résultat suivant m’a été communiqué par Rockafellar en
complément a son article Rockafellar [1] : si les fonctions # 1— g¥(x’) sont
dans £, si p est bornée, alors I'inf-convolution est exacte, etc... La démons-
tration de Rockafellar n’utilise pas la notion de partie équi-intégrable (la méthode
a été reprise dans les Banach par Castaing). On peut remarquer que I’hypo-

thése « les ¢ 1— g¥(x’) sont dans £let g, > g (o1 =2 {CI N quand ||x|| — o) »

|

est plus faible que celle de Rockafellar : par exemple si /2 est une fonction
intégrable positive et si g, = 8¢ + A(t). Voici le principe d’une troisiéme
démonstration possible du th. 7, inspirée de Olech [2] (I’exactitude de I’inf-
convolution est remarquée dans Olech [2], remarque 2 p. 174) : 1) étendre le
lemme de Olech [2] & un compact quelconque (le lemme de Olech [3] s’en

(1) On pourrait aussi bien utiliser le fait que si ¥, — X en norme, il existe une suite
extraite qui converge p.p. vers X.
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rapproche); 2) montrer que les ensembles { X | f SXOpdd) s M } sont

bornés en norme dans £4», en reprenant les calculs de Olech [2] p. 171-172;
3) utiliser le lemme 4.

12. Lemme. — Soit f une fonction s.c.i. sur R" @ valeurs dans }— co, o0]. On
suppose que [* est finie. Alors I’enveloppe convexe de épi f est fermée.

Démonstration. Soit (z,) une suite de points de co (épif) convergente
vers z. Chaque z, est de la forme

z, = -‘-\:1 %, ()Z, (i), Od Z,(i) €épi f; a,(i) = 0, So,() = letm < n + 2

(d’apreés le théoréme de Carathéodory). On montrera dans le 2) que si pour
un indice i, [|Z,(i)]] — oo, z est limite de barycentres de m — 1 points.

1) Si |Z,(1)] — o on est dans la situation du 2). Sinon on peut, par
extraction de suite, supposer que (Z,(1)) converge. On peut alors faire les
mémes considérations sur (Z,(2)), et ainsi de suite. Supposons donc que toutes
les (Z,(i)) convergent. On peut également supposer, par extraction de suite,
les («,(i)) convergentes, et I’on a, avec des notations évidentes pour les limites
z = 2 (i) Z (i) € co(épif).

2) Supposons que pour un i, |Z,(#)|| — co. Pour simplifier supposons
i = m. Nous utiliserons les notations z, = (x,, A,) et Z,(i) = (X,(i), A, ().
Ona A,(m) — o0, car si on pouvait extraire une suite majorée (A ,,(m)), (X,,(m))
serait bornée (car f est inf-compacte).

R AP
Posons Z, = I—:W Zﬁ «,())Z,(@{). On a

z, = a,(MZ,(m) + (1 — «,(m))Z,

et en particulier, 2, = a,(m)A,(m) + (1 —x,(m))A,. On a forcément
ay(m) — 0. Donc (A}) est majorée et (Z,) est bornée. Par extraction de suite
on peut supposer (Z;) convergente. Comme épi f** n’admet que {0 } X R,
comme direction asymptotique (cf. démonstration de la prop. 9), il existe

k > 0 tel que : z =1lim Z, + k(0, 1). Or Z(i) + k(0, 1) appartient & €pif,
donc z est limite de barycentres de m — 1 points.

13. Théoréme. — On suppose les fonctions f,s.c.i. sur R et que, pour tout x’,
t 1— f¥(x') est intégrable. Si . est sans atomes I'inf-convolution est exacte et

fuldr) =¥ fi*u(do).

Démonstration. Soit x tel que H; Sf¥*u(dr) |(x) = < co. Notons

z = (x, ), et soit Z = (X, A) une section intégrable de ¢ 1— épi f** telle que
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fZ = z. On va montrer qu’il existe une section intégrable de ¢ |—épif;, Z,,

telle que f Z, = z. Compte tenu du fait que j; S(dd) > :f ST*u(de), cela

établira le théoréme. Comme on est en dimension finie, le convexe | épi f¥*u(d?)

admet en z un hyperplan d’appui (obtenu par exemple en le séparant de
{x} X ]—00,2D.
1) Supposons cet hyperplan non vertical. Il existe donc x’ tel que le point z

réalise le maximum de (x’, — 1) sur | épi f¥* u(dz). D’aprésla prop. lilenest
P1J, " W

de méme pour presque tout # avec Z(z). Posons I'(f) = { € € épi f¥* | £ maxi-
mise (x’, — 1) }. Montrons que I' est « intégrable ». Toute section intégrable

de I' a pour intégrale un point de { Ee J'épi Sf*u(dD) | ¢ maximise (x’, — 1) },
et cet ensemble est compact (car j; f¥u(dr) est inf-compacte pour toute

pente puisque sa polaire est finie |, donc la fonction d’appui de I est intégrable

(d’aprés la prop. 1). Soit () = { £ € épif, | £ maximise (x, — 1) }. D’aprés
le lemme 12 on a co(Z(¢)) = I'(¢). Il résulte du théoréme de Kellerer (!) (qui
utilise le théoréme de Ljapunov) qu’il existe une section intégrable de Z, Z;,

telle que Jle. = pr..
2) Supposons ["hyperplan d’appui vertical. 1l existe x’, tel que z maximise
(x’, 0) sur f épi fF*u. D’aprés la prop. 1, on a encore, presque partout :

Vxedom f}*, (x", X(®) > > {x',x>. On peut supposer X(f) =0, sans
perte de généralité, car si on pose k(x) = fi(x + X(¢)), on a

Ri(x) = fiG) — <5, X0 5,

qui est encore intégrable en . On peut supposer que x’ = e, Posons H = ker e},
qui s’identifie 2 R"~*. Posons g, = f,/5. On a

&) = sup [<E&,E>—&®)]
= sup [<&,8>—/iE 0]
< sup [< (€7, 0), x > —f,(x)] = fHE', 0).

(1) Cf. également Valadier th. 21.
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Ainsi ¢ |1 g,(¢’) est majorée par une fonction intégrable. D’aprés le
lemme 6, comme ¢ |— épigi* admet une section intégrable (3 savoir
t i— (0, A()), les fonctions ¢ |— g¥(&’) sont intégrables. Grace au lemme 12
g = f¥*|p etona

épi f};g:‘*u(dt) - f épi gF*u(dr)
—Hx RN f epi f*u(ds)
= H X RN épi f f*u(do).

Ainsi A = [f g¥*(dr) 1(0). Si donc on suppose le théoréme vrai en dimen-
sion n — 1 (en dimension O tout cela est trivial : toute fonction est convexe!),

il existe une section intégrable Z, de ¢ |— €épi g, telle que fle = (0,2). Le

résultat est établi car Z, est aussi une section de ¢ I épi f,.

14. Théoréme. — Si T est dénombrable, si les fonctions f,sont s.c.i. sur R", et si

pour tout X', t \— f¥(x') est intégrable, alors Iinf-convolution est exacte, s.c.i.
et inf-compacte, non partout égale a + co.

Démonstration. Comme f Sep(dt) = jf; Fu(dr) et que ff; fE¥r(de) est

inf-compacte, car sa polaire est finie, 'inf-compacité résultera de la s.c.i.
D’aprés la prop. 9 et le lemme 10 on peut se ramener au cas ou . est bornée et
ou les suites minimisantes sont équi-intégrables (donc faiblement relativement
compactes). On peut supposer G = F(T) et, V¢, u({2}) > 0. Si (X,) est une
suite minimisante, sur I = { X, }, la topologie o(Ls», L{®",) coincide avec la
topologie de la convergence simple (car la derniére est séparée et moins fine
que la premiére). Par extraction de suite on peut supposer, V #, X, () — X (2),

etl’ona f X (Hu(dt) = x. Comme f(X, (1)) > — f7(0), on peut appliquer le

théoréme de Fatou-Lebesgue, ce qui donne :

f J{X oO)(dt) < lim fﬂ(Xp(t))u(dt) = bgftu(dt)](x)-
La s.c.i. s’établit pareillement.

15. Théoréme. — Si w. est = O quelconque, si les fonctions f, sont s.c.i. sur R",

et si pour tout x', t \— f¥(x’) est intégrable, I’inf-convolution est exacte, s.c.i.
et inf-compacte, non partout égale a + oo.
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Démonstration. Elle va résulter des th. 13 et 14. On a déja vu que ’on
pouvait se ramener au cas ou . est o-finie, et de 1a & p finie. Alors T est réunion
de deux mesurables disjoints 7' et T,, tels que w soit sans atomes sur T et
purement atomique sur T, (donc T, est dénombrable) (& ce sujet cf. Neveu
ex. I-4-3 p. 18). On a :

inf { [ o) + [ soxomen] [ xe=x}

= inf (H; fsu(ds)](xl) + [f f,u(dt)](xz))

Le théoréme résulte alors des th. 13 et 14, et de Moreau prop. 4e et 4f
p- 23-24.

REMARQUE. Lorsque f, est l'indicatrice d’un ensemble I'(f) C R", on
retrouve un résultat connu :

Si I' est une multi-application mesurable a valeurs compactes telle que les
o(x’, I'(-)) soient intégrables, alors I I'w est compact (résultat mentionné par
Olech [1] p. 100).
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