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TRANSDUCTIONS ALGEBRIQUES

par Michel Fuigss (1)

Résumé. — La bijection entre les transductions d’un monoide libre X* dans un autre Y*
et les parties du monoide produit X* ® Y* nous permet de montrer que la théorie des trans-
ductions est une conséquence simple de concepts généraux tels ceux de parties reconnais-
sables, rationnelles et algébriques et des propriétés de leurs intersections. Nous prouvons que
les transductions algébriques sont effectuées par les transducteurs a mémoire en pile. Nous
donnons de nombreux exemples.

PLAN :

Introduction.

I.  Parties reconnaissables, rationnelles et algébriques.

II. Transductions.
a) Définition des transductions.
b) Transductions inverses.
¢) Transductions rationnelles.
III. Transductions algébriques.
a) Propriétés générales.
b) Exemples.
¢) Transducteurs & mémoire en pile.

IV. Transductions et séries formelles.

NOTATION

On appelle X* le monoide libre engendré par un ensemble non vide X,
appelé « alphabet », qui, dans ce travail, est toujours fini. Le produit de conca-
ténation est noté multiplicativement. L’élément neutre de X*, c’est-a-dire le
mot vide, est noté « 1 ».

(1) Institut de Programmation, Facuité des Sciences de Paris.
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INTRODUCTION

Les transductions sont des applications d’un monoide libre dans I’ensemble
des parties d’un autre. Elles sont apparues dés le début de la théorie des auto-
mates comme étant effectuées par des automates finis auxquels on avait ajouté
une « sortie » (voir, par exemple, les machines dites de Moore ou de Mealy,
cf. [10]). Le terme de transduction et la premiére formalisation mathématique
sont dus & Schiitzenberger [18].

Notre but, dans cet article, est de systématiser le point de vue d’Elgot et
Mezei [4] en considérant toute transduction de X* dans Y* comme une partie
du monoide produit X* Q Y*.

La classification en transductions rationnelles et algébriques, les propriétés
de compositions et des images des langages rationnels et algébriques appa-
raissent alors comme des conséquences simples de concepts et de théorémes
généraux dus a Eilenberg [3], [4]. Les transductions rationnelles ayant déja été
étudiées (Elgot et Mezei [5], Nivat [14]), nous nous intéressons plus parti-
culiérement aux transductions algébriques dont, notamment, nous montrons
qu’elles sont effectuées par les transducteurs 2 mémoire en pile introduits par
R. J. Evey et étudiés par Ginsburg et Rose ([7], p. 102, [8], [9]). Nous donnons
de nombreux exemples.

Nous apprenons, avant la mise en impression, qu’un article d’Aho et
Ullmann [1] contient quelques-uns de nos résultats : les transductions algé-
briques y figurent sous le nom de « simple syntax directed translations ».

I. PARTIES RECONNAISSABLES, RATIONNELLES
ET ALGEBRIQUES

On doit & Eilenberg [3] [4] les définitions suivantes :

Définitions

1) Une partie P d’un monoide M est dite reconnaissable si elle est saturée
par une congruence d’index fini. Il existe donc un homomorphisme ¢ de M
dans un monoide fini tel que P = ¢~ !¢P.

2) La classe des parties rationnelles d’un monoide M est la plus petite
classe de parties de M satisfaisant les conditions suivantes :

(i) la partie vide et tout élément m de M sont des parties rationnelles;

(i) si P, et P, sont des parties rationnelles, il en est de méme de leur
union P, U P, et de leur produit P, P,;

(iii) si P est une partie rationnelle, il en est de méme de P*, sous-monoide
engendré par P.
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Soit M @ M'le monoide produit (direct) des monoides M et M'. Un élément
de MQ M’ est noté m@ m’ o meM et m' € M'. On peut énoncer le
théoréme (1) suivant :

Théoréme 1

Pour qu’une partie de M @ M’ soit reconnaissable, il faut et il suffit qu’elle
soit union finie de produits R @ R’ de parties reconnaissables de M et M'.

PREUVE : (i) Soit R (resp. R’) une partie reconnaissable de M (resp. M’) il
existe un homomorphisme ¢ (resp. ¢’) de M (resp. M) dans un monoide
fini @ (resp. @'), une partie F (resp. F’) de @ (resp. O’) tels que :

R=97'F R =¢' 'F

Soit ¢ ® ¢’ I’homomorphisme de M Q@ M’ dans ® Q@ ®’ défini par
(e RNMmOm)=om@ o'm (me M, m’ € M’). 1l vient

ROR =(@Q@ )V (FQF).

R ® R’ est donc reconnaissable; toute union finie de parties reconnaissables
étant reconnaissable (cf. [2], [3]), la part directe du théoréme est démontrée.

(ii) Soit'¥ un homomorphisme de M @ M’ dansle monoide fini ®, F une
partie de @, R la partie reconnaissable de M @ M’ définie par R =¥"1F.
Soit u et ' les injections canoniques de M et M’ dans M @ M’'. Posons
P =YuM, P' =Yu'M'. 1l vient R = LJ Fu) 'p @ Fu') p'.

PEP,p'€P’
pp’'€F
D’ou ]a démonstration de la réciproque.

REMARQUE

On généralise & un produit de plus de deux monoides de maniére évidente.

On sait que dans tout monoide libre X*, il y a identité entre les classes de
parties reconnaissables et rationnelles (cf. [7], p. 50, [11], p. 153). Ce n’est pas
le cas pour un produit de monoides libres. Dans le monoide commutatif libre
a deux générateurs X+ = {x, y }*, isomorphe au produit de deux monoides
libres monogénes, la partie rationnelle { x"y" | n > 0}, sous-monoide engen-
dré par xy, n’est pas reconnaissable.

Eilenberg [3], [4] définit aussi dans des ensembles munis de structures
algébriques fort générales des parties dites algébrigues. En particulier, la
définition s’applique aux produits d’un nombre fini de monoides libres : on
obtient les ensembles « context-free » de [12]. Dans un monoide libre on retrouve

les langages « context-free » de Chomsky. On a le théoréme fondamental
suivant [3] :

(1) Communication personnelle d’Eilenberg qui nous a dit qu’il était dd, ainsi que la
démonstration, a Mezei.
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Théoréme 2

L’intersection d’une partie algébrique (resp. rationnelle) et d’une partie
reconnaissable est une partie algébrique (resp. rationnelle).

Terminologie et notation

On appelle langage toute partie d’un monoide libre. Les langages rationnels.
ont souvent été appelés langages de Kleene, K-langages (cf. [11], [14]), langages
ou événements réguliers, « finite-state languages ». Les langages algébriques ont
souvent été appelés langages de Chomsky, C-langages (cf. [11], [14]), « context-
free languages », « Algol-like languages ».

L’union de parties dans un produit de monoides libres sera notée par U,
+ ou X. Un systéme engendrant une partie algébrique correspond & une
grammaire « context-free » de Chomsky, il sera appelé « systéme d’équations
algébriques ».

II. TRANSDUCTIONS

a) Définition des transductions
Définition

On appelle « transduction du monoide libre X* dans le monoide libre Y* »
toute application de X* dans ’ensemble 2¥* des parties de Y*.

A toute transduction t de X* dans Y*, faisons correspondre la partie © de
X* ® Y* définie par :
T={f@f|feX*}

1

Réciproquement, a toute partie T de X* @ Y*, on peut faire correspondre
la transduction = de X* dans Y* telle que

f={g|fQge}

L’image par = de tout langage L < X* est donnée par

@) | cL= i@ Y3 |

ou py est la projection canonique de X* Q Y* sur Y'*.

Soit les transductions t; de X* dans Y*, 1, de Y* dans Z*, on définit de
maniére évidente la composition des deux transductions (cf. [18], [5], [14]).

La partie correspondante 7, ¥, < X* ® Z* est donnée par
P p 2T p

(B) T2 11 = P @A @ Z¥) N (X*® 1,)]
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ol p,®. estla projection canonique de X* @ Y* @ Z* sur X*  Z*. Remar-
quons que l’application identique de X* dans X* est la transduction corres-
pondant 2 la partie rationnelle de X* @ X*

{ff|fex*}={xQx|xeX}

La somme v + 1’ des deux transductions © et v’ de X* dans Y* est, par
définition, la transduction correspondant A 1’union 7 U 4/ des parties < et
de X*® Y*. La transduction qui a tout langage de X* fait correspondre la
partie vide de Y* est I’élément neutre du monoide commutatif additif des
transductions de X* dans Y*. 7, (resp. 7,) étant une transduction de Z% dans X'*
(resp. de Y* dans Z¥), on vérifie que :

(t+ )t =11+ 7'y
ot + 7)) = 1,1 + 1,7
On peut résumer ce qui précéde de la maniére suivante (cf. [13], p. 28) :
Proposition

On peut définir une catégorie semi-additive, dite catégorie des transduc-
tions, dont les objets sont les monoides libres et les morphismes les transduc-
tions.

REMARQUES

(1) On vérifie que dans la catégorie précédente, il n’existe ni produit, ni
coproduit (cf. [13], p. 24).

(ii) On aurait pu aussi définir des transductions généralisées comme appli-
cations d’un produit ® X¥ d’un nombre fini de monoides libres dans 1’en-

semble des parties d’un produit @ Y7 d’un nombre fini de monoides libres.

J
Elles auraient correspondu a des parties de (® X7) ® (® Y§).
i i

On aurait trouvé des propriétés analogues.

b) Transductions inverses

A une méme partie de X* Q Y*, on peut associer une transduction de X*
dans Y* et une de Y* dans X* : les deux transductions sont dites « inverses »
I'une de autre.

Ce ne sont pas nécessairement des applications réciproques.

EXEMPLE : X = {x,¥ }, 7= (x + )) @ y C X* @ X*,

A 7 correspond Ia transduction = de X* dans X* telle que vx = y et la
transduction inverse <’ telle que ©'y = x + y.

On voit que t'tx = x + y 7 x.
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¢) Transductions rationnelles
Définition

Une transduction de X* dans Y* est dite rationnelle (!) si et seulement
s’il lui correspond une partie rationnelle de X* @ Y*.

Les propriétés générales les plus importantes des transductions sont dues
a Elgot et Mezei [4] et & Nivat [14]. Rappelons-les bri¢vement :

— La transduction inverse (?) d’une transduction rationnelle est ration-
nelle (immédiat d’aprés notre définition, voir aussi [14]).

— Pour qu’une transduction © de X* dans Y* soit rationnelle, il faut
et il suffit qu’on puisse lui associer un alphabet Z, un langage rationnel I
de Z*, deux homomorphismes ¢ et V" de Z* dans X* et Y* tels que pour tout
langage L de X* I’on ait :

L=%( 'LNI) (cf [14])

— Les transductions rationnelles forment une sous-catégorie semi-additive
de la catégorie des transductions (cf. [5], [14]).

— L’image par une transduction rationnelle d’un langage rationnel
(resp. algébrique) est un langage rationnel (resp. algébrique) (cf. [7], p. 92, [14]).

L’automate, que nous appelons transducteur fini (« sequential transducer »
dans [7]), effectuant une transduction rationnelle a été décrit par Elgot et
Mezei [5]. Nivat [14] en a déduit pour une transduction rationnelle + de X*
dans Y* D’existence d’une représentation ;. de X* par des matrices n X 7,
dont les éléments sont des langages rationnels de Y*, vérifiant tf = (uf); .

II. TRANSDUCTIONS ALGEBRIQUES
a) Propriétés générales
Définition
Une transduction de X'* dans Y* est dite algébrique si et seulement s’il lui
correspond une partie algébrique de X* Q Y*.
REMARQUE

Si card X =card Y =1, X*® Y* étant isomorphe & un monoide com-
mutatif libre, on sait d’aprés le théoréme de Parikh ([16], [7], p. 146) que les
classes des parties algébriques et rationnelles de X* @ Y * sont confondues, donc
aussi les classes des transductions algébriques et rationnelles de X* dans Y*

{(cf. [1D.

(1) Les transductions rationnelles ont été appelées souvent «sequential transducer
mappings » [7], « K-transductions » [14], ou simplement « transductions » [S].

(2) Ce terme ne recouvre pas le méme sens que dans [7], p. 95.
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Proposition 1

La transduction inverse d’une transduction algébrique est algébrique.

Proposition 2

Pour qu’une transduction v de X * dans Y* soit algébrique, il faut et il suffit
qu’on puisse Iui associer un alphabet Z, un langage algébrique I de Z*, deux
homomorphismes ¢ et ¥ de Z* dans X* et Y* tels que, pour tout langage
L de X*,’on ait :

L=%W( LN (£ [1]
PREUVE

11 suffit de remarquer qu’a toute partie algébrique
Tde X*Q Y*(XNY = ),

on peut associer un langage algébrique 4 du monoide libre { X, Y }* tel que
7 =yA ol y est ’homomorphisme de {X, Y }* sur X* ® Y* défini par
x=x@Lyy=1Qy.

Soit i, I'injection canonique de X* dans { X, ¥ }*, =, la projection cano-
nique de {X, Y }* sur Y*, il vient : yL = m,(i; 'L N A).

Réciproquement, soit le langage algébrique I de Z*, les homomorphismes ¢
et V' de Z* sur X* et Y*, la transduction v de X* dans Y* définie par

L =Y(e 'LNI).

Elle correspond a la partie { ow @ ¥'w | wel}de X*® Y* qui est évidem-
ment algébrique. « est donc algébrique.
REMARQUE

Etant donné deux sous-ensembles X, et X, d’un alphabet X et un sous-
ensemble ¥ de X2, ’ensemble (X;X* N X*X,)\ X*VX* est un langage rationnel
dit standard ([2}, [11], p. 147). On appelle langage algébrique standard ([2}, [11],

p. 163) lintersection d’un langage algébrique de Dyck (2], [7], p. 110, [11],
p. 159, [14]) et d’un langage rationnel standard.

On sait que tout langage algébrique est image homomorphe d’un langage
algébrique standard (théoréme Chomsky-Schiitzenberger ([2], [11], p. 164)).

On peut donc choisir dans la proposition précédente un alphabet Z tel que 7
soit standard.

Proposition 3

(i) La transduction composée d’une transduction rationnelle et d’une
transduction algébrique est algébrique.

(ii) La transduction composée de deux transductions algébriques n’est
pas nécessairement algébrique.
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PREUVE

(i) Soit © (resp. t’) une transduction rationnelle (resp. algébrique) de X*
dans Y* (resp. de Y* dans Z*). Utilisant les mémes notations que pour la
preuve de la proposition (IIl @, 1) précédente, on peut associer + (resp. 7’)
une partie rationnelle K (resp. algébrique A4") de {X, Y }* (resp. { Y, Z }*)
de sorte que T = yK, ' = v'4’ et =L = n(i; 'L N K), v'L’ = m,(i; * 0 A').
Soit 7, ,, ™, ., T, les projections canoniques de {X, Y, Z }* sur {X, Y }*,
{Y,Z}*, {X,Z}* Le langage de {X,Z}*4=m, m  KNn '4" est
algébrique. Soit w, et w_ les projections canoniques de { X, Z }* sur X* et Y*;
il vient 7'tL = w,(w; 'L N A) : 7't est algébrique. La démonstration serait
identique avec 7 algébrique et ©' rationnelle.

(i) Soit les alphabets X = {xy,x, }, Y={y, 3}, Z={z}, et 7
les transductions algébriques de X* dans Y* et de Y* dans Z* correspondant
aux parties :

T o= {xpxx] @ yiy; |mn' > 1}
T={hr®"|n>1}
qui sont composantes des solutions des systémes d’équations algébriques :
E = Fﬂgz
£y = X%, @y + (x; @ DE(x, @ yy)
L =X @y +x @ DE R y,)
g =9 Qz+( QDE(,Q2)
D’aprés la formule (I, a) (B)), la partie correspondant 4 <’ est
{x1xx1® 2" |n> 1}

elle n’est pas algébrique, sinon sa projection {xjx3x}|n > 1} serait un
langage algébrique, ce qui n’est pas (résultat dfi & S. Scheinberg, cf. [7], p. 84).

Proposition 4
(i) L’image par une transduction algébrique d’un langage rationnel est un
langage algébrique.

(i) L’image par une transduction algébrique d’un langage algébrique n’est
pas nécessairement un langage algébrique.

PREUVE

(i) C’est une conséquence directe de la formule (Il a, (A)) et des
théorémes (I, 1) 2) (on peut aussi utiliser la proposition (III 4, 2)).
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(i) X = {x,, x, }. Soit le langage algébrique L = { xjx3x} | n,n’ > 1}
composante de la solution du systéme :

£ =E+E&nx,
{ €1 =x1%, + x,81xy
et la transduction algébrique v de X* dans X* correspondant 3 la partie
T = {x] X%} @ xIxXix} | mon' > 1}

composante de la solution du systéme

£ = gzgl

£ = X% @ X% + (X, ® x2)8,(x; ® xy)

£, =X @ % + (% ® DEL(I ® xy)

il vient
L= {xixjx] |n> 1}

Proposition 5

A toute transduction algébrique < est associé un nombre positif ¢ ayant la
propriété suivante : pour tout mot non vide f, tel que tf %= &, il existe un
mot g appartenant & tf vérifiant |g| < ¢|f| () (cf. [1]).

PREUVE

Soit X* et Y* les monoides commutatifs libres engendrés par X et Y,
leur produit X* ® Y7 est aussi un monoide commutatif libre. Soit « 1’homo-
morphisme canonique de X* ® Y* sur X* ® Y. Soit 7 une transduction
algébrique de X* dans Y*, correspondant 2 la partie 7; «t, en vertu du théo-
réme de Parikh déja cité, est une partie rationnelle de X+ ® Y™, qui, par défi-
nition (cf. § I), est engendré a partir d’une famille fini d’éléments ¥ ® v de
X* ® Y*. Distinguons la sous-famille F = {u ® v | u 5 1 }. Tout nombre

o]

c>max § — |u®@veF grépond a la question.

lul

b) Exemples

1. — Etant donné le langage algébrique I de X*, la transduction de X*
dans X*, qui & tout langage L associe L N I, est algébrique (cf. proposition III,
a), 2)).

2. — L’application miroir m qui & un mot f = x;x;, ... x;, associe son
image miroir mf = f = x;, ... X;,x;, est une transduction algébrique de X*

(1) | f| désigne la longueur de f.
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dans X* correspondant a la partie m = {f® f| f€ X* } qui est solution de
Péquation £ =1+ Y, (x® DE( Q x).
x€X

Elgot et Mezei [5] ont montré que m n’est pas rationnelle. Donnons-en
une autre démonstration. Si m était rationnelle, 7 serait une partie rationnelle
de X*® X*et { f2|f€X*} un langage quasi-rationnel ('), donc algébrique,
ce qui n’est pas (résultat da & Chomsky, cf. [7], p. 168, exercice n° 8). On vérifie
aisément que I'image par m d’un langage rationnel (resp. algébrique) est un
langage rationnel (resp. algébrique) (cf. [11], p. 85 et p. 114).

3. — Traduisons toute expression bien formée du calcul des implications
3 une variable en notation polonaise sans parenthéses en une expression
parenthésée ordinaire. Ainsi, I’expression polonaise ++ abc, ou a,b,c
représentent des nombres quelconques, devient (@ + b + ¢). Montrons que,
moyennant un formalisme adéquat, nous avons affaire 4 une transduction algé-
brique (cf. [15)).

L’ensemble des expressions polonaises bien formées constitue le langage
algébrique solution de ’équation & = x, + x,£2 (cf. [2]).

L’ensemble des expressions parenthésées ordinaires bien formées est le
langage algébrique solution de & = y, + y,£y,&y5.

X, et y, représentent la variable, x, et y, le signe -+, y, et y; les parenthéses
ouvrante et fermante. La transduction algébrique correspondant a la partie

‘{-\g {x07x1 }*®{J’0’J’1,J’z,)’§ }*

solution de & = xy; ® yo + (x; ® ¥,)E(1 ® ¥)E(1 ® y3) répond a la question.
4. — On décrit, sans donner de démonstrations, un exemple remarquable

e

dd & Perrot {i7]. Soit les aiphabets X; (i =1, ...,n) tels que Card X; = 2,

Card' IX;; 1. Posons X = | |X,.,A7={)’c[xeX} tel que
i=1 i=1
XNX=@,Z=XUX.
Soit
— D’* le langage de Dyck restreint de Z* associé aux relations

{xXx=1|xeXx} (cf. [11], p. 160, [14])
(on peut aussi utiliser le langage de Dyck D¥*). Soit :

— ¢ et ¢ les homomorphismes de Z* sur X* définis par

X = X, ox =1 et ox =1, PxX =X

(1) La classe des langages quasi-rationnels, introduite par Eilenberg, est la plus petite
famille de parties de X'* contenant la partie vide, X, fermée pour les opérations d’union, de
produit, d’étoile (c’est-a-dire : si P est quasi-rationnelle, il en est de méme du sous-
monoide P* engendré par P), et pour le produit « crochet » d’une partie quasi-rationnelle P

de X* par une partie rationnelle Q de X* @ X* ainsi défini { gfg | fe Petg® g’ € Q }.

On montre que tout langage quasi-rationnel est algébrique et que tout langage algébrique
borné (cf. (7], p. 155) est quasi-rationnel,
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— o I’bomomorphisme canonique de X* sur le monoide commutatif
libre X* engendré par X. L étant un langage de X*, o~ oL est la fermeture
commutative de L.

— v la transduction algébrique de X* dans X* définie par
yL = o(¢~ 'L N D'*).

On montre que y jouit des propriétés suivantes :
—yL < a" oL

— H étant un langage de X*, produit de Hurwitz (') des parties H;
de X¥f(@i=1,..,n),onayH=a ‘aH

De méme, soit X = {x,y,2z}, X ={% 7% 2},Z= XU X, D'* le langage
de Dyck restreint de Z*, ¢, et ¢, les homomorphismes de Z* sur X* définis
de méme que plus haut. La transduction algébrique y,L = o,(¢; 'L N D}¥)
posséde des propriétés analogues :

— v:L € a”tal

— H,; © X* étant le produit de Hurwitz de parties de {x,» }*, {», 2z }*,
{z,x}*onay,H, =a 10H,

5. — Lorsque card X = 2, on vient de voir, dans ’exemple précédent, que
I’application qui a tout langage de X associe sa fermeture commutative est
une transduction algébrique qui posséde la propriété suivante (Ginsburg [7],
p. 157, exercice n°® 4) : I'image d’un langage algébrique est un langage algé-
brique. Il n’en est plus de méme lorsque card X > 3.

En effet, soit X = {x,y,z}, K = {xyz }* un langage rationnel; I’inter-
section de la fermeture commutative o~ '« X avec le langage rationnel x*y*z*
est le langage non algébrique { x"y"z" | n > 0 } : «™'aK n’est pas algébrique.

6. Transductions algébrico-rationnelles :

On appelle transduction algébrico-rationnelle toute transduction v de X*
dans Y* telle qu’il existe une représentation p. de X* par des matrices n X n
(n est la « dimension » de ) & éléments dans le semi-anneau (%) des langages
algébriques de Y* et vérifiant tf = (uf),,,. Ces transductions ont été intro-
duites par Nivat [14] qui les appelle C-transductions, leur classe comprend les
transductions rationnelles.

(1) Le produit de Hurwitz de deux mots f et g est appel¢ «set of shuffles » dans Ja
littérature américaine (cf. {7], p. 108); c’est la partie de X* définie par

{figs..fign | fr, 1, o r € X*5f = fi... fis 8 = g1 8 }.

Schiitzenberger a noté qu’on généralise ainsi une notion classique en Analyse due a

A. Hurwitz et S. Pincherle (voir M. Fliess, C. R. Acad. Sci. Paris, 268, 1969, série A,
p. 535-537).

(2) L’union A1 + A3, le produit 4142 de deux parties algébriques sont des parties
algébriques (cf. [11], p. 84). Le produit étant distributif par rapport a ’'union, on obtient
la structure de semi-anneau.



120 M. FLIESS

— A 7 correspond la partie © composante (1, ) de la solution du systéme
suivant, écrit sous forme matricielle :

&) = ( 2, *® **x) &

(&) est une matrice n X n dont les éléments sont n? inconnues.

x® px est la matrice (x @ L,z,;) ou L., , est le langage algébrique
d’indices (k, ) de px. On sait (cf. [19]), le systéme étant linéaire gauche, que
la solution (1, n) est obtenue a partir des parties algébriques x ® L, 4, de
X*® Y* par un nombre fini d’unions de produits et d’opérations étoiles (!) :
7 est donc algébrique ainsi que la transduction 7.

On doit a Nivat [14] le résultat suivant :

Proposition 1

L’image par une transduction algébrico-rationnelle d’un langage algé-
brique est un langage algébrique.

Soit 7; et 7, deux transductions algébrico-rationnelles de X* dans Y*
auxquelles sont associées les représentations p; et w, de dimensions n, et n,.
D’aprés une construction due & Schiitzenberger [19] on sait qu’il existe une
représentation p de dimension » telle que, pour tout f€ X* :

@1 =E11n, + @2 )10,

Cela définit une transduction algébrico-rationnelle ~ telle que v = 7, + 5.

Soit 7 et 7’ des transductions algébrico-rationnelles de X * dans Y* et de Y'*
dans Z*, auxquelles sont associées les représentations p. et p.” de dimensions n

z

et »'. v est la représeataiion de X* par des matrices nn’ X nn’ définie par :

X i = { (u@ir s l g €(ux);; } VxeX)

’

oul<i,jsnl1<gi,j<n.
Les éléments en sont des langages algébriques d’aprés une démonstration

a

identique a celle de la proposition 1 précédente. Il vient ='tf = (vf){ pur
On peut donc énoncer :

Proposition 2

Les transductions algébrico-rationnelles forment une sous-catégorie semi-
additive de la catégorie des transductions.

REMARQUE : L’automate effectuant une transduction algébrico-rationnelle
a été décrit par 'auteur en [6].

(1) Si A4 est une partie algébrique, le sous-monoide 4* engendré par 4 est aussi une
partie algébrique (cf. [11], p. 84).
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<) Transducteurs 3 mémoire en pile

Les automates & mémoire en pile sont, on le sait, associés a 1’analyse des
langages algébriques. Rappelons-en la définition donnée par Ginsburg ([7],
P. 59) et Nivat [14] :

Définition 1

Un automate a mémoire en pile (X, T, vo, @, 90, QOF, 3) (a.m.p. en abrégg,
« pushdown automaton » dans la littérature américaine) est 1’objet défini
par la donnée

— d’un alphabet d’entrée X et d’un alphabet de pile I" ol I’on a distingué
un symbole initial v, ;

— d’un ensemble fini Q d’états ou I’on a distingué 1’état initial g, et le
sous-ensemble Qp d’états finaux;

— d’une application 3 de @ X {X U {1}} x I" dans les parties finies
de Q x I'*.

On appelle « configuration » de I’a.m.p. tout triple (g,f, w) ou p€Q,
fe€X*, weTl* On note |— la relation suivante :

s> f1s W) = (@25 fos Wo) = 1 = ufiwe X, u{1)),f, = f4
wl == in(Y E F)s w2 = WiWé, (42, Wé) G 8(qls ub Y)

Soit ]i la fermeture transitive de la relation |—. Le langage L est dit
analysé par ’a.m.p. si et seulement si :

f€L< (g, 15 Yo0) \i (g5, 1, w) ou qs € OF

Ajoutant une « sortie » aux a.m.p., R. J. Evey a introduit les transducteurs
4 mémoire en pile, dont on trouve la définition et des propriétés dans ([7],
p. 102, [8], [9D).

Définition 2

Un transducteur @ mémoire en pile (X, Y, T, vq, 0,40, O, m) (t.m.p. en
abrégé, « pushdown transducer » dans la littérature américaine) est constituée
par la donnée :

— des alphabets d’entrée X, de sortie Y, de pile I' ou ’on a distingué le
symbole initial vy;

— d’un ensemble fini Q d’états ou I’on a distingué 1’état initial g, et le
sous-ensemble Qp d’états finaux;

— d’une application n de @ X { XU {1}} x I" dans les parties finies de
O x I'* x Y*
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On appelle « configuration » du t.m.p. tout quadruple (g, f, w, g) ol g € O,
f€X* weTl™*, ge Y* On note |= la relation suivante :

(915 /1, w1, 81) l= (92, /25 W2, 82)
¢f1=ufi (ueXU{l})’ f2=f'1,w1=WiY(Y€F),
82 = glgé (qZ’ W;, gé) € L) (ql, u, Y)

Soit [= la fermeture transitive de la relation (=. A tout langage L de X*,
le t.m.p. fait correspondre le langage de Y* défini par

{g € Yy* | (qoyf; Yo l) g: (qf: 17 w, g): fe L’ qf € QF}
Proposition

L’application effectuée par un transducteur 3 mémoire en pile est une
transduction algébrique. Réciproquement, toute transduction algébrique peut
étre effectuée par un transducteur & mémoire en pile (cf. [1]).

PREUVE

(1) Au t.m.p. décrit dans la définition III ¢, 2) associons les ensembles P
et S des mots imprimés sur la pile et la bande de sortie.
P={wel*|3q,9g'€Q,IuexVU{1},Iyeldger*:

(@, w 8 €na ury)}
S={geY*|3¢ 9 €0 IJuexVU{1},Iyel,Iwel*:
(q',w 8 €ngu )}

— PPa.m.p. donné par P’alphabet d’entrée

Z=0xXU{e})xI'xQxPxS

ou e est un nouveau symbole, I’alphabet de pile I" ou I’on a distingué le sym-
bole initial y,, I’ensemble d’états Q" = Q U { g, } ol g, est un nouvel état et
ou I’on a distingué ’état initial g, et les élats finaux Q ’application 3 de
Q' x(ZU{1}) x I dans Q' x I'* définie par :

g, 1,v) = (g, D
3[41', (qlr U, Y, 42, W, g)’ Y,] = (q,,, 1)
si. ¢'#Fq ou Y Fy

8[ ( ) ] { (qZ’ W) Si (qZ, w, g) € 'n(qu X, Y)
91>G1> X5 Y, 92, W, 8), Y1 = .
@ 1) si (92w, 8) €1(q1, %, Y)

8[ ( ) ] { (qz’ W) si (an w, g) € Y}(qls 1’ Y)
9191, € Y 42, W, &), Y1 = .
(qp’ 1) s1 (an w, g) ¢ “’)(‘]1, 1= Y)
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L’a.m.p. analyse le langage algébrique A de Z*. Soit ¢ et ¥ les homomor-
phismes de Z* dans X* et Y* définis par :

@(qh X, Ys g2, W, g) =X > CP(qn e, Y, q2, W, g) =1
‘F(ql’ X, 42, W, g) :‘F(qh e, gz W, g) =&

L’application de X* dans 2" effectué par le t.m.p. n’est autre que la trans-

duction algébrique qui & L < X* associe W(¢ !LN A4) (cf. proposi-
tion 111, q, 2).

(i) Réciproquement, soit les trois alphabets X, Y, Z, le langage algé-
brique 7 de Z*, les homomorphismes ¢ et ¥ de Z* dans X* et Y* qui défi-
nissent la transduction algébrique T de X* dans Y*: <L =¥ (¢ 'L N I).

¢~ ! et ¥ sont des transductions rationnelles de X* dans Z* et de Z* dans X
correspondant aux parties rationnelles {z @ ¢z |z € Z J*et {z®@ ¥z |z€Z }*.
On peut leur associer les transducteurs finis (1)

(S, s, 55, X, Z, E) et (S', 51, 54, Z, Y, E’).

Le langage algébrique I est analysé par I'am.p. (Z, T, v,, Q’, 94, QF, 9).

On vérifie que la transduction algébrique v est effectuée par le t.m.p.
(X, Ys P, Yo Q: 9o, QF, 7]) dOnnée par :

Q:SXQ,XS, > q():(sO’q(’):s(,)) > QFz{sF}XQ;’X{S;"}

L’applicationnde Q X { X U {1} } x I" dans les parties finiesde @ x I'* x Y*

est définie par (¢,, w, &) € %(q,, #, Y) ou I’on a posé g; = (s;, g5, 5}) (j = 1, 2),
si et seulement si :

— il existe une suite de k quadruples de E (s, 4, 9, 59) vérifiant
S =g oM — o O = 5o u=u® .. 4®,

v=10W .. o™

- (qéy W) € S(qi: v, Y)

— il existe une suite de k' quadruples de E'(s’?, '™, w®, 5'V) vérifiant
3_‘1(|+ 1) sl(l), sl(l) — SI" S—/(lc)= S};,

v=0" L v®  g=wD WP

(1) Rappelons (cf. § II, [5], [7), p. 91, [14]) qu’un transducteur fini est 1’objet (Q, g1, gr,
X, Y, E) défini par la donnée : a ?
— d’un ensemble fini Q d’états ou I’on a distingué un état initial gr et un état final gr ;
— d’un ensemble fini E de quadruples (g, u,v,4) e @ x { Xu {1 }} x { Yu {1}} xQ
g € Y* est dit appartenir a I'image de f'e X* donné par le transducteur si et seulement s’il
existe une suite dite « admissible » de n quadruples (g, ui, vi, gi) Vérifiant gi = qiy1,
QG =q1, g =qr, [ = U1 ... Un, § = T1 ... Un.



124 M. FLIESS

REMARQUE

Au tmp. (X, Y, T, v Q.9 Or, 1) associons l'a.m.p. (X, T, v, O,
90> OF, 3) ou

Mg, u,v) ={(@,weQ xT|Ige¥*:(¢,w,g)€n(guy)}

Soit 4 la partie algébrique de X* ® Y* correspondant a la transduction
algébrique effectuée par le t.m.p. L’a.m.p. analyse le langage algébrique A
de X* qui n’est autre que la projection p t de © sur X*. L’image de 4 donné
par le t.m.p. est, en vertu de la formule II @), (A), le langage algébrique B = p y-?,

projection de 7 sur Y*, Ainsi s’éclaire de maniére simple le théoréme 3.2 a
de [9].

IV. TRANSDUCTIONS ET SERIES FORMELLES

En [6], I’auteur a montré que ia théorie des transductions pouvait étre
généralisée et appliquée a la théorie des séries formelles en variables non
commutatives.

Des tentatives en ce genre ont déja été faites par Schiitzenberger (cf. [2]),
Shamir [20], et surtout Nivat [14] qui utilise systématiquement la représenta-
tion matricielle des transductions rationnelles.

Donnons un trés bref apergu de notre formalisme. Soit 4 un anneau unitaire
commutatif (4 pourrait &tre aussi un semi-anneau), 4 € X > 1’A4-algébre des
séries formelles en les variables non commutatives X. Une transduction + de
A< X> dans 4 € Y> est un homomorphisme partiel (i.e. non partout
défini) de 4-modules de 4 € X' > dans 4 € Y >. On lui fait correspondrc
une série T de 4 € X® Y > en les variables X et Y ou les variables x € X
et y € Y commutent, a étant une série de 4 € X >, il vient :

wa = p,J(a® car Y*) [ 4]

oucar Y*€ A < Y > estlasérie caractéristique de Y*, a ® , car Y* estla série
de 4 € A® Y >, produit tensoriel des séries aet car Y*; |- | indique que I’on
effectue le produit de Hadamard; p, est la projection canonique, non partout
définie, de AKX XQX Y> sur ALY >.

On définit les séries rationnelles et algébriques de 4 < X ® Y > dela méme
maniére que dans 4 € X > (cf. [2], [19], [20], [14]).

L’utilisation de techniques matricielles analogues & celles développées
par Schiitzenberger en [19] permet d’étudier la sous 4-algébrede 4 < X Q Y >
ARt <€ X> @ 4 AR € ¥'>, produit tensoriel des sous-A-algébres de
séries rationnelles AR € X > et AR®* <€ Y > et de montrer que les propriétés
des transductions, identiques a celles obtenues en théorie des langages, sont de
simples conséquences des propriétés du produit de Hadamard.
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