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DECOMPOSITION DES LANGAGES REGULIERS

G. THIERRIN

Département d’Informatique, Université de Montréal.

Résumé. — Dans cet article, on établit quelques propriétés des langages réguliers simples
a droite et d’une classe particuliére de ces langages, celle des langages réguliers purs a droite.
On montre que tout langage régulier simple & droite est d’une maniére unique produit d’un
langage régulier pur a droite et d’un langage régulier étoilé obtenu a partir d’un langage
régulier pur & droite. De la on déduit une décomposition des langages réguliers a partir des
langages réguliers purs a droite.

1. DEFINITIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Soit I = { a;, a,, ..., @, } un alphabet fini non vide et soit I* le demi-groupe
libre avec élément unité A engendré par I. Tout sous-ensemble U de I* est
dit un langage (sur I). Soit a € I*. Le quotient a droite U .* a et le quotient a
gauche U* . a de U par a sont définis respectivement par

Uora={x|xel*axeU} , Ur.a={x|xel*,xacU}

A tout langage U est associée une congruence a droite notée Ry et une
congruence d gauche notée yR définies respectivement par

a=bRy)<U."a=U."b, a=b(yR)<>U*.a=U".b

Un langage U est dit régulier-si-et seulement si U est réunion de classes
d’une congruence d’index fini de I'*. Il est bien connu [3] que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1) U est un langage régulier.

2) U est réunion de classes d’une congruence a droite d’index fini de I*.

3) U est réunion de classes d’une congruence a gauche d’index fini de I'*.

4) La congruence a droite Ry est d’index fini.

5) La congruence 3 gauche yR est d’index fini.
6) U est I’ensemble des mots acceptés par un automate fini.
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Un langage régulier est dit simple a droite si et seulement si U est une classe
de Ry. On a alors nécessairement U # .

Etant donné un langage régulier U = &, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1) U est simple a droite.
2) U est classe d’une congruence a droite de I'*.
3) La relation UaN U # & entraine Ua < U.

Un langage U est dit étoilé si et seulement si U est un sous-demi-groupe
de I'* contenant I’élément unité A. Si V est un langage régulier, alors

V= O v
i=0

est un langage régulier étoilé.

Si U est un langage étoilé, tout langage V tel que U = V* est dit une racine
de U. D’aprés [1], tout langage régulier étoilé U posséde une racine minimale
unique V = (U — A) — (U — A)? et cette racine est un langage régulier.

Un langage U est dit pur a droite si et seulement si U 5~ Getsi Ual U # &
entraine a = A. Tout langage régulier pur 3 droite est évidemment simple a
droite. Si A €U, alors U= { A }.

Soit U un langage régulier non vide. Si A € U, un élément u € U est dit
pur a droite si et seulement si u = A. Si A ¢ U, un élément u € U est dit pur @
droite si et seulement si ¥ = u,a avec u; € U entraine a = A. 1l est évident
que U est pur a droite si et seulement si tous ses éléments sont purs & droite.

2. LANGAGES REGULIERS SIMPLES A DROITE

Pour tout langage U, posons
U.- Uz{xlxel*, Uxc U}

Proposition 1. — Soit U un langage régulier non vide. Alors U.* U est un
langage régulier étoilé. Si de plus U est simple & droite, alors U.* U est aussi
simple & droite.

Preuve. — U étant régulier, la congruence 4 gauche yR est d’index fini.
Montrons que S = U.* U est réunion de classes de yR. Soit s = a(yR) avec
SES.De Us< U suit U U*.s. Mais U*.s=U*.a. Donc U< U*.a
et Ua < U. D’ou1 g € S. 1l est immédiat que S est un sous-demi-groupe de I*
contenant A.

Supposons maintenant U simple & droite et montrons que S est classe de Rg.
Soit sa € S avec s € S. Alors Usa < Uet UaN U # @&. Comme U est simple,
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onaUac Uet aesS. Il suit de 14 que pour tout s€S, ona S.*s= S et
donc S est contenu dans une classe de Rg. Soit s = a(Rg). Alors

S.s=8."a=>=5.

Donc aS < S. Mais A € S et donc a € S, ce qui montre que S est une classe
de Rs.

Proposition 2. — Soit U un langage régulier simple & droite, soit U, I’en-
semble des éléments purs & droite de U et soit Ug = U . U. Alors :

) Ug={x|x€I*, Upx < U} et U= UpUs.
2) Si p,q € Up avec p 5~ q, alors pUgN qUs = .
3) Pour tout p € Up, pUs est un langage régulier simple a droite.

4) Up est un langage régulier pur a droite et si m et » sont respectivement
le nombre de classes de Ry. et Ry,onam < n+ 2.

Preuve. (1) L’ensemble Up n’est pas vide et, comme U est simple & droite,
la premicre partie de (1) est immédiate. De plus UpUs < U. Montrons que
U< UpUs. Soit ue€U. Si u est pur a droite, alors u = uA avec u€ Up
et A € Us. Si un’est pas pur a droite, alors il existe u; € Up tel que u = u,a.
Dol UaNU = Fet Uas U. Donc a € Us et u€ UpUs.

2) Supposons pUs N qUs = . 11 existe alors s, ¢ € Ug tels que ps = gt.
Désignons par 1g(a) la longueur d’un élément a € I*. De p 7% q et ps = gt
suit 1g(p) # 1g(g)-

Si 1g(p) < 1g(q), alors ¢ = pa avec a = A et g n’est pas pur & droite.
Si 1g(gq) < 1g(p), on obtient un résultat analogue.

3) Le langage pUs est régulier, car Uy est régulier (proposition 1). Mon-
trons qu’il est simple a droite. Soit pUsa N pUs 7= @&. Alors Uga N Ug # .
Comme Uy est simple a droite, on a Usa & Us. D’ou pUga < pUs et pUs est
simple a droite.

4) Pour montrer que Up est régulier, il suffit de montrer que Ry, est d’index
fini. L’ensemble Up est une classe de Ryy,. Soit W= {w|wel* Up.* w= }.
On a W # . L’ensemble W est une classe de Ry, et UpN W = . Soit K
le complément de Up N W. Si a = b(Ry) avec a, b €K, on a a = b(Ry,),
c’est-a-dire Up.*a= Up.*b. En effet, soit ax € Up. Puisque Up = U et
a= b(Ry), on a bx € U= UpUs. Supposons que bx ¢ Up. Alors bx = ps
avec p€ Up, s€ U, s # A.

Si 1g(b) = 1g(p), alors b = p et b € Up, ce qui est contradictoire puisque
bek.

Si 1g(b) < 1g(p), alors p = br € Up = U. De a = b(Ry) suit ar = br(Ry)
et donc ar € U. De bx = ps = brs suit x = rs, ax = ars. Comme g = ax est
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un élément pur a droite de U, g 7 A, alors de g = ars avec ar € U suit s = A,
ce qui est contradictoire.

Si lg(p) < 1g (), alors b = pr avec r # A. Comme b ¢ W, il existe x tel
que bx = g € Up. D’001 ¢ = prx et g n’est pas un élément pur de U, ce qui est
contradictoire.

On a donc montré que Up.*a < Up.*b. Par symétrie, on a ’inclusion
inverse. D’ou Up."a = Up."b.

De ce qui précéde, il résulte que Ry, peut avoir au plus deux classes de plus
que Ry. Donc Ry, est d’index fini.

Il est immédiat que Up est pur a droite.

Proposition 3. — Un langage régulier non vide U % { A } est pur a droite
si et seulement si U est la racine minimale d’un langage régulier étoilé simple
a droite 7= { A }.

<«
Preuve. — Supposons U pur a droite et soit U* = U’ le langage régu-
p

i=0
lier étoilé engendré par U.

Montrons que U* est simple & droite. Soit U*aN U* 7= . 1l existe
r,s € U* tels que ra=ys. Si r= A, alors a=s€ U* et U*a < U*. Soit
rs= A Alors r=ryry..r, avec F,ry, ., 1 €U, r; 5= A, et 5= 58,5, ...5,
avec Sy, 82, ..., 8, € U, 5; # A. Comme U est pur a droite, ’égalité

r1r2 s rka = S1S2 cen s"

entraine ry = 8,7, = 83, .0, Iy = 8§ DOl @ =S4y .., 0uk =neta= A.
Par conséquent U*a < U* et U* est simple & droite. Il est immédiat que U
est la racine minimale de U*.

Soit W un langage régulier étoilé simple a droite = { A} et soit
V=W-—{A} Alors V5= @. Soit U la racine minimale de W. D’aprés [1],
ona U= V—V2et U est un langage régulier non vide. Montrons que U est
pur a droite. Soit UaN U £ . 1 existe u, v € U tels que ua = v. De plus
Wah W £ &, ce qui entraine, puisque W est simple, Wa< W et ae W.
Siaz# A, alors a€ Vet v=ua€V? ce qui est en contradiction avec v € U.
Donc a = A et U est pur a droite.

3. UNE DECOMPOSITION DES LANGAGES REGULIERS

Proposition 4. — Tout langage régulier simple 4 droite non vide U posséde
une décomposition unique de la forme :

U = PQ*

ol P et Q sont des langages réguliers purs a droite.
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Preuve. — Soit P I’ensemble des éléments premiers de U et soit Ugs= U .* U.
D’aprés la proposition 2, P est un langage régulier pur a droite. D’aprés la
proposition 1, Us est un langage régulier étoilé simple a droite. Si Ug = { A },
alors U = PQ*, ou Q = Uy est pur a droite. Soit Us#~ { A } et soit Q la
racine minimale de Us. D’aprés la proposition 3, Q est un langage régulier
pur & droite. Par conséquent U = PQ*.

purs & droite. On a P < RV* et comme P est I’ensemble des éléments purs a
droite de U, il s’ensuit que P < R. Soit r € R,r = ps avec p € P,s € Q*.
Comme p €R, on a RsN R # & et donc s = A. Par conséquent P = R.

D’autre part V* < U.* U = Ug = Q%*. Supposons V* £ Q¥ et soit ¢ € O%,
t¢ V*. SipeP, alors pt € U et donc pt = p,v avec p; € P, v € V*. De 12 suit
p = p; ett = v € V*, ce qui est contradictoire. Par conséquent Q* = V* = Us.
Si Ug 5 A, d’aprés la preuve de la proposition 3, V est la racine minimale de
V*=Us. Donc V=0. Si Ug={ A}, alors V=0={A}

ExempLES. — Soit 1= {a, b, ¢ }.

) U= {bax|n>0,xel*}

Ona U=PQ*avec P={ba|n>0},0=1

@ U={aba|n>0}

Ona U=PQ*avec P=U,0={A}

(3) Soit k un entier fixé > 0 et soit U= {a’ba" |n > 0,r +s=k }.

Ona U=PQ*avec P={ab |r+s=k},Q={al

D’aprés [4], un langage U est dit premier si U = U,U,, ou U, et U, sont
des langages, entraine U; = { A} ou U, = { A }. D’aprés [2], tout langage
régulier est le produit d’un nombre fini de langages étoilés et de langages
premiers. En général, cette décomposition n’est pas unique. On voit facilement
que tout langage régulier simple & droite et premier est pur a droite. L’inverse
n’est pas vrai. Ainsi le langage U = { ab"a | n > 0 } de I’exemple (2) ci-dessus

est régulier et pur a droite, sans étre premier puisque U = U,U,U, avec
Ul= U3=a, Uzzb*-

Proposition 5. — Un langage non vide U est régulier si et seulement s’il
existe un nombre fini de langages réguliers purs & droite Py, ..., Py, Qy, .., Ok

tels que
k
v=|_Jror
i=1

Preuve. — Cela découle du théoréme précédent et du fait qu’un langage est

régulier si et seulement s’il est réunion de classes d’une congruence a droite
d’index fini.
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