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UNE METHODE DIRECTE
DE MINIMISATION ET APPLICATIONS

par Yves CHERRUAULT (')

Résumé. — Le but de cet article est I’étude théorique et pratique d’une méthode directe
d’optimisation. Nous donnons d’abord quelques résultats théoriques de convergence puis
nous appliquons la méthode a la résolution numérique d’équations intégrales et aux dérivées
partielles (linéaires et non linéaires).

Le plan d’étude est le suivant :

. Hypothéses. Description du procédé.

. Convergence de la méthode 1.

. La méthode II. Un théoréme de convergence.
. Variantes. Applications.

. Résultats numériques.

v bW

1. HYPOTHESES. DESCRIPTION DU PROCEDE

Soit Q un ouvert borné de R”. Soit ¥ un espace de Banach réflexif composé
de fonctions définies sur ().

On désigne par J(v) une fonctionnelle non linéaire (application de ¥ dans R)
continue, strictement convexe et vérifiant la condition

(1.1 lim J(@) =+ o©

folt=+

(1) Maitre de conférences a la Faculté des Sciences de Lille.
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On démontre alors facilement :

Théoréme 1.1. — I/ existe u, unique, appartenant a V tel que J(u) = Inf J(v).
veEV

(1.2) Soit ¥V une suite de sous-espaces (de dimension finie N) contenus dans
«©

V et tels que l ' Vy soit dense dans V.

N=1
Soite,, ey, ..., ey une base de Vy.
Prenons p > 0 arbitraire et désignons par V§ I’ensemble des

N
u = Z o€ € VN’
i=1

dont les composantes «; sont de la forme m;p avee in; € Z.

Posons enfin
J(w) = Inf J(v)

j =
veV
(1.3) Jn = Juy) = Inf J(v)
vEVN

J% = Jf) = Inf Jo)

vev§

Alors nous avons

Proposition 1.1. 1) jy — j lorsque N — o©
2) j& — jy lorsque p — 0
3) uy — u faiblement lorsque N — o0
4) uf — uy faiblement lorsque p — 0.

DEMONSTRATION
1) et 2) sont évidents d’aprés la continuité de J et du fait que

Vy et |4+
LNJ N LpJ N

sont denses respectivement dans ¥V et dans Vy.

Montrons 3). Puisque Jy — j on a jy < k ol k est une constante indépen-
dante de N. On en déduit || uy | < C (C constante).

En effet, dans le cas contraire || uy [| — o0 et J(uy) —> 0o d’aprés (1.1),
ce qui est absurbe puisque J(uy) < k.

On peut alors extraire une sous-suite, notée encore uy, qui converge faible-
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ment vers w € V. J étant semi-continue inférieurement pour la topologie faible,
ona:
lim inf J(uy) = J(w)
et comme, liminf J(uy) =jonaw=u
Méme démonstration pour 4).

REMARQUE 1.1 — Supposons V C L?(Q), 1 < p < o0, Q T R”*, Q borné.
De fagon précise prenons ¥V C Wmr (Q), V fermé.

(Pour la définition de W™ voir [S]).

Soith = (hy, hyy ... B) ERY B > 0.

Soit ¥, un espace de dimension finie N(4). (N(h) = nombre de points d’un
réseau discret Q, C Q.)

V¢ désigne ’ensemble des vecteurs de ¥}, dont les composantes sont de la
forme m;p, m; € Z.

Prenons p, € £(V,,, V), r, € UV, V) (cf. [1]).
On démontre alors : (cf. [1])
lowoully < SB) |pwoul|l > o1 SB)—>+ o0 si h—0.
(S(%) est la constante de stabilité.)
1

Dans notre cas particulier ona . S(h) = C R

Nous avons :

Théoréme 1.2. — Sous I’hypothése lim S(h)p(h) = 0.
R

a) j& = J(pul) = In£ o J(p,v,) tend vers j quand | 2 | — 0.
vhe VS

b) puf™® tend faiblement vers u quand | h | — 0.

DEMONSTRATION
Ona Inf J(pw,) = Inf J) =]
on € VP vev

Soit u avec J(1) = j; nous allons montrer que, pour tout ¢, il existe A, tel
que pour | k| < k. on ait j§ < j+ .
De 1a résultera
limsupjf <j+e Ve>0
d’our
lim sup j{ < j.
Mais comme lim inf j{ > j on aura j@ — j et la partie @) du théoréme 1.2 sera
démontrée.
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Choisissons % tel que

| parate — u ||y < 3, 1e n étant tel que Pon ait : [J(p,r,u) — Ju)| < -Ecequi

est possible puisque J(v) est continue. Donc :
. e
o) <+ 5

Prenons u, = ru(€ V;) et soit uf € V™ «voisin» de u,
Pour cela on remarque que ’on a

Uy = z CpgWats
MeQn
les wh, étant des fonctions caractéristiques régularisées (cf. [1]). Prenons alors
ud = z afwhy
MeQn

ol af; est le produit d’un entier par p(h), I’entier étant choisi tel que af, soit le
plus prés possible de «,. On a uf € V;®

et |ofy — ap| < p(h) pour tout M € Q.
En utilisant la constante S(A) il vient

"Ph(“h — )"V < S() " Py, — uy) “ L?
Mais

lowta, — )2 = f e, — )" dx < €S f oy — ] dx
Q s Jr

ol nt, désigne le support de wh.
D’ou

pa(, — u$)||? < C- N(h) - (volume de ;)[p(h)]°
Mais N(h) - (volume de 7}) < C ol C est une constante et donc

Pt — #)ly < C o) - S(h)
On en déduit (en utilisant I’hypothése lim S(&) - p(%) = 0)
la]~0
I < o)

et

”Phul? —'Phuh"V <7
pour || assez petit
d’olt

J(puf) < Hpyw,) -|-2E



UNE METHODE DIRECTE DE MINIMISATION 35

Soit
» < J(puuy) +§ <j+e

La partie b) du théoréme se démontre comme suit.
On sait qu’il existe u, € V;,°™ unique tel que J(puu,) = ji.
Puisque j§ tend vers j, on a, jp < C et alors
|2sally < € (en utilisant 1.1).
Il existe donc une sous-suite, notée encore p,u,, telle que p,u, — w faible-

ment.
La semi-continuité inférieure de J pour la topologie faible entraine

lim inf J(p,u,) = J(w)
et comme lim inf J(p,u,) =jonaw =u.
Alors la suite p,u,, elle-méme, converge faiblement vers u.

Pour les problémes de minimisation avec contraintes on a un théoréme
analogue (cf. [4]).

Principe de la méthode 1
Cette méthode est un procédé pour trouver une approximation de uy. Posons
(1.4) K(otq, 0tpy ooy 0y) = J( €1 + 0tz€5 + ... + oyey)
Nous sommes ainsi ramenés & la minimisation d’une fonction K de R~

dans R : Inf  K(ay, %y, ..oy o) = Inf J(0)

®1,%9,... , %N vEVN
Choisissons une valeur initiale (xJ, &3, ..., %) et une valeur p. Posons
(V] 0 0 0 (V]
Vi = K(Otl, eaey Kjogy Xy KLjpgy ooy “N)
+ 0 0 (o] 0 1]
(1.5 Vi = K(otg, ey %15 %+ 0, %15 ees Oy)
- V] [} ] (1] (o]
Vi = K(0], eoosy 03— 15 0 = 05 0415 eery Oy)
Soit af le point de I’ensemble { af, «} + p, 2T — p } qui réalise le minimum
de I’ensemble { V,, V{, Vi } Pour ce qui suit, on remplace «] par «f dans
V,, V3, V5« Alors of désigne le point de { a3, «) -+ p, 3 — p } qui réalise le

minimum de {V,, V;, V; } et Pon remplace dans V;, V5, V3, «f par «f et
a3 par of. Et ainsi de suite jusqu’a I’obtention de «§. On a alors le vecteur

((X.f, Koy eney alpv)

et1’on répéte le processus ci-dessus (qui consiste a faire des variations sur chaque
composante, en prenant comme valeur initiale («f, ..., 2f) et ce jusqu’a ce que
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Pon parvienne a la stationnarité, c’est-a-dire jusqu’a obtenir un vecteur
(«f, a5, ..., af) tel que :

(Vi> V[ K@ b af) > K@, 0, .0y af)
Vi >V, . : .
ViV, . : .
(1.6) PR I
Vi=V, . . .
Vi = Vy
Vi =2 Vy K(af, of, ..., af + p) = K(of, 5, ..., af)

La stationnarité est justifiée par le

Lemme 1.1. — Pour N et p fixés, la méthode I conduit, au bout d’un nombre
fini de variations, a I'existence d’un vecteur (., ..., af) vérifiant (1.6.).

DEMONSTRATION

Désignons par v§ les points de V§ de composantes (a{, ..., x{) qui inter-
viennent dans le processus précédent. Alors on a nécessairement || vy || < C.
En effet, si I’on avait |v]| — - co alors on aurait lim J(vy) = + oo de qui est
absurde car J(v{) décroit.

De ||of]| < C on déduit,

[«f| <K i=12,..,N doulelemme.

Une fois la stationnarité atteinte, on divise p par 2 et I’on répéte tout le
processus précédent. Nous allons voir, dans le paragraphe suivant, un théoréme
de convergence de la méthode.

2. CONVERGENCE

Désignons par u}®= («f, ..., o) le point obtenu par la méthode I [et véri-
fiant (1.6)).

Posons j&° = J(u%}®) alors, en supposant I’existence et la continuité des déri-
vées partielles de K (ce qui n’est pas une restriction, dans la pratique), nous
avons :
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Théoréme 2.1. — 1) j%° tend vers jy lorsque o — 0
2) u¥® tend fortement vers uy lorsque g — 0.

DEMONSTRATION

La démonstration ne dépend pas de N et, pour simplifier I’écriture, nous
allons la donner avec N = 2. Considérons le probléme :

Inf K(oy, o)

o, *2
La méthode I nous fournit («f, «§) vérifiant (1.6), d’olt
2.1) 0 < K(af + p, #5) — K(af, af) = oK (af + 0;p, af)

avec

Par conséquent :

22) Kz (af + 040, 25) > 0
L’inégalité (2.1) est valable en remplagant p par — p et 0, par 0} avec
0<0 <1

D’ou I’on tire
(2.3) K (0f —0ip, 25) < 0

De la méme fagon, en utilisant
24)  0< K@, 0f + o) — K5, «f) = pKiy(a5, o -+ 0,p)
Il vient :
Ko (af, 2 4 050) > 0
0<6,<1

2.5) avec
0<6,<1.

Kiy(xf, a§ — 03¢) < 0

Quand p — 0, la suite J(u}) décroit et, par conséquent (en utilisant le raison-
nement du lemme 1.1)

(2.6) |ux®| < C, ot C est une constante indépendante de p. De 13, on
déduit :
|| < €
2.7)

|e§] € €, ol CjetC,sontdes constantes indépendantes de p
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Des deux suites numériques bornées o.f et «f, on peut extraire deux sous-
suites (encore notées «.f, «$) qui convergent vers 3;, 8, (resp.)
af — By 5 af — B,
En utilisant la continuité des dérivées partielles de K, on obtient :

K, (2 + 0,0, m;)ZOKc'q(Bl’ B2)
Ks, (27 — 0%p, 15):)1(;1(31, B2)
Koy (e, 0 + Ozp)p:Kéz(Bl, B2)
Ky (f, o + eép)p—_:)Kég(ﬁn 22)

Compte tenu de (2.2), (2.3) et (2.5) et par passage a ia limite, on a
KO’Q(BI’ i(”z) =0
2.9)
Kz, (81, B2) =0

Puisque J(v) admet un point critique unique et que ce point critique est un
minimum, on a :

(B, B2) = uy

Par un raisonnement classique, on déduit que la suite («f, 25) elle-méme
converge vers uy. D’olt :

u}® converge vers uy quand g — 0.

Puisque J est une fonctionnelle continue, il en résulte que :
J(ui®) = j%° converge vers J(uy) = jy lorsque ¢ — 0.

3. LA METHODE II. UN THEOREME DE CONVERGENCE

La méthode précédente donne une approximation en deux temps du pro-
bléme

3.1 Inf J(v)

vEY
Dans un premier stade on remplace le probléme (3.1) par :
3.2) Inf J(v) = J(uy)

veEVy

et la méthode I nous donne une approximation de uy. On peut se proposer de
résoudre directement le probléme (3.1). Pour cela, au lieu de fixer N et de faire
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tendre p vers 0 pour cette valeur de N, on peut choisir p fonction de N: p = p(N).
C’est ce procédé que I’on appellera méthode I1.

Supposons que J vérifie, en plus des hypothéses du paragraphe 1, les condi-
tions suivantes :

a) J admet une dérivée Fréchet (grad J) (x )= F(x)
(F est une application de ¥ dans ¥’). On a alors

J(x + u) — J(u) = F(x) - u + w(x, u) (}). On suppose que w vérifie :
(3.3) [wex, w)| < k(x) |lul|y avec a>1

et k(x) fonction indépendante de u qui transforme les suites bornées en ensemble
bornés.

b) Si v, tend faiblement vers v dans V et si u, tend fortement vers u dans V
alors :

F(v,) + u, tend vers F(v) + u

¢) Pour calculer u%°™ par la méthode I on choisit comme valeur initiale
Ure(=1_Alors nous avons :

Théoréme 3.1. — Si a(N) = Sup (||les]], 2], ... [len]), si J vérifie les
i=1,...,N
hypothéses du § 1 et a), b) et ¢), et enfin si :

(3.4) lim N[p(N)]* " «(N)]* = 0, alors la méthode 1I converge.

N—=2

De fagon précise, et avec des notations évidentes, nous avons :

Dlim u*™ — y dans V faible

N=o

2) Si, de plus, J est faiblement continue alors : lim jF°™ = j

N=»00

REMARQUE 3.1. D’aprés c) la suite J(ug °™) est décroissante et minorée, elle
admet donc une limite 1 :

lim J(ut ™) = 1 et d’aprés la semi-continuité inférieure de J pour la topo-

N=co

logie faible

limu3®™ =y = 1 > j. C’est le seul résultat que I’on puisse obtenir sil’on
N=ow

ne suppose pas la continuité faible de J.
Par contre, si J est faiblement continue alors :

limu®® =u = limJuE*™) = J@w)
N=o N=w

et ’assertion 2) est une conséquence de 1).

(") On note F(x) * u la valeur de la forme linéatre F(x) au point ¥ &€ V.
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Démonstration du théoréme 3.1.

De J(u}*™) borné on déduit (raisonnement analogue & celui du lemme 3.1)
(3.5) [|ut*™]| < C; C constante indépendante de N.

On peut donc extraire de la suite u*°*™[= u}°™] une sous-suite, encore
notée u**™_ qui converge faiblement vers un élément s € V.

Mais d’aprés le § 2 nous avons :

0 < J@r™ + pe) — Jus*™)

3.6)
0 < J(u*® — pe;) — J(u*®) i=12,..,N
D’ont
0 < J(u*® + pe;) — J(u*®) = pF(u*®) « e; + w(u*®, ge;)
3.7
0 < J(u*® — pe;) — J(u*®) = — pF(u*®) - ¢; + w(u*®, — pe;)

Soit encore

39 W, 08)  poey . o < WO —pe)
P e
Compte tenu de (3.3) il vient
3G9 | Fu*°) - e;] < k(*®)e"* ™" |l
Mais || «*° | < C donc | k(u*®) | < C et
(3.10) |F@*®) - e} < Cip™ (W)

Soit v € ¥ quelconque, alors il existe (C;) tels que | C; | < C (Cconstante)

avec :
, N

lim v—ZCie”:O

N=o l

i=1

Par conséquent
(3.11)

N ! N
[Fu*?) - v| < Z |Ci| |Fu*®) - e} + l F(u*®) - (v—z Cie,-)

i=1

N
< CoN- Gy o™ WO+ | Rt (v—z ciei)

i=1

L’hypothése b) entraine lim

N
N=o

F(u*®) . (v — z C,.ei) ' =0.

1 |

13
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Si ’on a (3.4) alors
(3.12) lim |F@**™).v| =0
N=0o0

L’hypothése b) entraine encore (puisque u*°™®™) — s faiblement)
lim (Fu**™).v) = F(s)- v
N=x

Et nous obtenons
Fi)-v=0 VoveV

Donc : F(s) = 0, 6 désignant la fonction nulle;

s est donc un point critique et par conséquent s est le point qui réalise le
minimum; § = u.

On conclut de 12 que la suite u*°® elle-méme converge faiblement vers u
d’ou la partie 1) du théoréme.

Nous avons vu, dans la remarque 3.1 que J faiblement continue entraine
lim j§*™ = j d’ot le théoréme.
N=c

REMARQUE 3.2. — Les théorémes 2.1 et 3.1 sont valables si, a I’espace V,
on associe un espace Vj,, de dimension finie N(%), et

Py €LV, V) tel que :
| l { psV4 } soit dense dans V. Des exemples de telles approximations V;, py,
h

sont développées dans [1].

Pour le théoréme 2.1, on est amené a considérer la fonction de N(%) variables,
définie par : K(v,) = J(pyvy), v, € V;, €t la démonstration est identique.

Le théoréme 3.1 est valable (u*°™® tend faiblement vers u dans V, j#°® tend
vers j si J est faiblement continue) si J vérifie les hypothéses du § 1 et a), b), ¢)

et si I’on alim N(h) - (o(h))* ™ (S(h))* = O.
h=0

4. VARIANTES. APPLICATIONS

On peut imaginer des variantes de la méthode I. En particulier, tous les
théorémes de convergence qui précédent sont valables si les variations sont
opérées comme suit. On ajoute + p a la premiére composante de (o , o5, ..., oty)
et I'on continue le processus sur cette composante jusqu’a I’obtention de la
stationnarité. Ensuite on passe & la seconde composante et on lui applique le
processus, etc... jusqu’a la N-iéme composante. On répéte alors le procédé
jusqu’a I’obtention de la stationnarité compléte définie par (1.6).

Les deux procédés peuvent d’ailleurs &tre « mélangés ». Pour un p on peut
utiliser la méthode I et pour la valeur de p suivante on peut utiliser la variante.
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Concernant la méthode II, il semble que la fagon la plus judicieuse de
I"utiliser soit la suivante :

Par la méthode II on calcule u3*™ jusqu’a la valeur N au-deld de laquelle
la machine utilisée manquerait de mémoires. Pour cette valeur de N on fait
tendre p vers 0 & partir de la valeur initiale p(N).

De plus, si N est trés grand, les temps de calculs vont étre longs et il peut
étre utile de considérer la méthode I « par blocs ». Cela consiste, si N = np, a
ajouter -+ p puis — o a des blocs (en nombre #) de p composantes.

Applications
1) Résolution de I’équation
@.1) Au=f

ou A € L(H, H), H espace de Hilbert, 4! continue
On prend alors :

4.2 J@) = |do— £y

Démontrons les hypothéses du § 1.
On vérifie facilement que :
a) La fonctionnelle J est continue.
b) J est strictement convexe.
¢) Ona
lim J(v) = o0.

vll=o
Les résultats du § 2 sont donc applicables.
Vérifions maintenant les hypothéses du § 3.
a,) Nous avons :
F(x)-u = 2(Ax — f, Au)y

a,) De
4G -+ ) — 717 — o — 7] = 2o — £, Au) + | du
on tire :
o) = 4ul® < ]2 Juf?
La condition (3.3) est vérifiée avec k(x) = | 4 ||2 = constante et o = 2.

a;) La condition b du § 3 est également vérifiée car si

x, — x faiblement et u, — u fortement alors
Ax,—> Ax faiblement car A4 € L(H, H)
Au, — Au fortement et donc

F(x,) » u, = 2(Ax, — f, Au,) — F(x) - u = 2(Ax — f, Au)
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d’ou
Lemme 4.1. — La méthode II s’applique a la résolution de Au = f avec
A €L(H, H), A~ ! continue, H Hilbert.
2) Résolution de 1’équation

(42) Au=f ou A est un opérateur non-linéaire de H dans lui-méme,
(H = Hilbert).
On prend alors

4.3) J@) = | 40— f|?

et I’on suppose que A4 est tel que J(v) soit strictement convexe et que
4) lim |40 = + oo

alors el

Lemme 4.2. — La méthode I converge.
Supposons de plus :
b,) A est faiblement continue et le w(v, #) de la formule
A(w + u) = Av + F(v) » u + w(v, u)
vérifie
4.5) W, w| < C|u?
(au lieu de ’exposant 2, on peut prendre « avec o > 1) alors
Lemme 4.3. — On peut appliquer la méthode II au probléme (4.3).
11 suffit de vérifier que les hypothéses du § 3 sont satisfaites.

A faiblement continue et w vérifiant (4.5) entraine F fortement continu et
compact [6].

Calculons grad J(v).
@5 4@+ w— /] — | do— 1]
= (A + w) — f, A + u) — ) — |[4v — f|?
Or A(v -+ u) = Av + F(v) - u + w(v, u).
(4.5) peut alors s’écrire :
(4.6)  |[F()+ul)? + ||wv, w)|* -+ 2(4v — f, F(v) - u)

+ 2Av — £, w(v, w)) + 2(F(v) » u, w(v, v))
D’ou
grad J(v)« u = G@) » u = 2(Av — f, F(v) » u)
D’autre part, nous avons

J + u) — J@) = G@) - u + Qv, u)
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De (4.6), on déduit :
@D [0 0] < [FOI ] + [we 0 +2 40— 7] - [we 0]
+ 2 [F@| - ] - [ we, wl]

Puisque G(v) - u = 2(4v — f, F(v) - u), la continuité faible de A et la conti-
nuité forte de F entrainent la propriété suivante :

Si v, — v faiblement et si u, — u fortement alors
G(,) - u,—>G@)-u
La condition b) du § 3 est donc vérifiée.
Enfin, d’aprés (4.7)
4.8) Q@ w)| < C|u|* pour v =uf*®
En effet F étant compact I’ensemble des F(ug®™) est borné ; la continuité

faible de 4 montre que || 4uf*™ — f|| est borné. Par suite, tous les termes
de (4.7) sont majorés par une expression de la forme C [[u||" avec r > 2.

On a donc bien (4.8).
De plus, la condition (4.4) entraine

lim J(v) = + o©

[[o]f=

et le lemme 4.3 est démontré.

5. RESULTATS NUMERIQUES

a) Résolution de I’équation intégrale singuliére

1
u(x) + vp J_l x—g-(;t)—tdt = f(x)

f€L¥—1, 1), on cherche u € L*(— 1, 1).

On utilise les espaces V), et I'on se raméne 4 la minimisation de la fonc-
tionnelle

N-1 N-1 1 2
Jw)=h z u(ph) -+ Z u(ah) « Log [1 -+ yammmm—y Sf(ph)
p=-N+1) a=-N+1 I. (a—p—i)

en prenant pour p,u, la fonction constante par morceaux, égale a u,(ah) sur
Iintervalle [(a — %) h, (oc + %) h] s (uy, = ((0h))y =Ly, désigne un élément
de V).



N = nb. de points sur [— 1, 4 1]

Valeur initiale de J = J (®) = 4,75
Valeur initiale de p pour 4 fixé = A.

N=16 | N=32 | N=64 | N =128 | N =256
o =1/8
J() 6-10-3
| u— v 4.10-3
Ité. 11
e =1/16
J@) 1,4.10-%| 2.10~3
lu—v| 3.10-3| 2.10-3
Ité. 2 2
p=1/32
J@) 1-10-3 | 6-10-* | 6.-10-*
|u—v| |3-10-3|1-10-3 | 6-10-*
Ité. 2 3 2
o = 1/64
J(v) 1,7-10-4| 2.10-4 | 1-10-% | 2.10-4
lu—v| 3.10-3| 8-10-% | 3-10~* | 1.10-*
Ité. 4 4 3 2
o =1/128
J(@) 6-10-5 | 3.10-5 | 5.10-% | 5.10-5 | 5-10
lu—ov| |2-10-3|6-10-% 1-10-*|7-10-5 | 3-10-
Ité. 2 3 4 3 2
o =1/256
J() 7-10 1-10 1.10-% | 1-10-5 | 1-10-3
lu—v| |2:10-% | 6-10~% | 1.10-% | 5.10-5 | 2.10-5
Ité. 6 2 4 3 2
p = 1/512
J(v) 1-10-¢ | 3.10 3.10-% | 3.10-6 [ 2:10-6
ju—v| |2:10-3 | 6-10-% | 1-10-* | 4.10-5 | 1:10-5
Ité. 3 5 3 4 4
e = 1/1024
J(@) 46-10-%| 6-10-7 | 8.10-7 | 8.10-7 | 8-10-7
lu—v| {2:10-% ] 6-10-% | 1-10-% | 4.10~5 | 1-10-°
Ité. 3 5 3 3 3
e = 1/2048
J@) 2.10-7 | 3.10-8 | 1.10-7 | 2.10-7 | 1+10-7
|u—v| |2:10-3 | 6-10-4|1-10-% | 4.10_5 | 1-10-3
Ité. 3 3 3 3 3
o = 1/4096
J@) 4.10-8 [ 1-10
|u—v]| 4-10-% | 110~
Ité. 4 3

Durée totale : 5 minutes sur 3 600 C.D.C.
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On lira les résultats obtenus dans les tableaux. Pratiquement, on constate
que les temps de calcul et les précisions sont sensiblement les mémes que ceux
obtenus par d’autres méthodes [3].

Les essais numériques ont été réalisés avec :

f(x) =1—x>+2x 4+ (x* —l)Log

ce qui donne u(x) = x2 — 1.
Notons que :

=l
x+1

i) Si 90 % des composantes du vecteur u{ restent stationnaires alors on a
considéré dans le programme que 1’on a obtenu le point uf de la méthode I.

ii) Pour 4 fixé, on arréte la décroissance de ¢ (la décroissance de p est obtenue
en divisant par 2) lorsque la différence entre deux valeurs successives de la
fonctionnelle est inférieure ou égale & 1078,

iii) Pour chaque valeur de N et de p on donne

— la valeur de la fonctionnelle 2 minimiser notée J(v);
— la norme de Ierreur notée |u— v| ——-hz |ua,—va]2 ol u, est la

o
solution exacte calculée en «/ et vy la solution calculée au méme point;

narité dans les composantes.
(Voir tableau page 45).
b) Résolution de I’équation intégrale non linéaire

1
u() + f (x — (1 ¢ sin? y) dy = 0
0

En utilisant le méme p, que précédemment on raméne ce probléme 2 la

minimisation de

N-1
Jyw) = Z s2

p=1

avec

S, =u(ph) +-ph- L — M

ou

1 N-1 .
L =1++2 z e“UM(h — sin & cos 2jh)
j=1

N-1

z guih) [fh —_ £(2j sin h cos 2jh -+ sin 2jh « cos h)

NI'—‘

sin 4 - sin 2jA

4



— N = nb. de points sur [0, 1]

— Valeur initiale de J = J(u®) = 1.10"2,

— Valeur initiale de p pour 4 fixé = h.

— Stationnarité a 90 %, dans les composantes et & 1077 prés pour la fonc-
tionnelle.

N=4| N=8 |[N=16 N=32| N=64 | N =128
e =1/4
A =4, | 0
J(v) 1.10-3
Ité. 2
p=1/8 )
|A1—A2| 0 1.10-1
J() 1-10-3)1.10-3
Ité. 3
p =1/16
[Ay — A, | 1-10-15.10-4
J(v) 3.10-4|1.10-4
1té. 2 2
0 =1/32 o B -
|4 —A, | 1.10-2|7.10-4|2.10-4
J(v) 8.10-5|5.10-4|7.10-5
Ité 2 3 2
o =1/64 " I
[A; —A, | 1-10-2|3.10-4|2.10-4| 4.10-°
J(v) 1-10-%/3.10-5|6-10-5| 1.10-5
1té. 3 2 1 1
o =1/128 N
[A; — A, | 1-10-3{3.10-4|1-10-4|1- 10-5| 5.10-6
J@) 3.10-6|2.10-5|3.10-5|8 7+10-6
1té. 2 1 2 1 3
o = 1/256 -
Ay -4, | 5.10-413.10-4|5.10-5| 9. 10-6 | 4-10-6
J@) 8.10-7/3.10-6{2.10-5| 4.10-6| 1.10-6
Ité. 2 4 3 2 2
0 =1/512 a T
| Ay — A, | 5.10-412.10-4{ 6-10~5| 8.10-6| 2.10-6
J(@) 3.10-7|1-10-5{1.10-5| 3.10~6| 2-10-7
Ité. 2 3 4 2 2
o =1/1024 S
| A — A7 2-10-%{1.10-%18.10-9
J@) 7.10-7{5.10-6| 1.10-6
Ité 2 17
S 11-10-5|7-10-5
4.10-6| 2.10-7
5 8
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La solution de 1’équation est une droite mais, ne connaissant pas son équa-
tion, exacte, nous avons introduit, pour la vérification, les expressions

1
A = 5 G+ DD —uGh)  j=1,2 ., N—2

Ces quantités doivent étre égales.

On pose aussi :
A; =MaxAu
J

A, = Min Aju

J
et I’on calcule |A, — A, | qui donne une idée de la valeur de I’approximation.

¢) Résolution de I’équation aux dérivées partielles.

u'—Au=f  sur Q=]—11x]—11

m impair
u]r‘ =0
avec
Au *u | %u
=
ox?  9y?

L’opérateur A est approché par
1 1
Au~ I;E Wig1,;+ wigj+ Uy + U g — duy)

u; ; est une approximation de u(ih, jh).
Le probléme se raméne a la minimisation de la fonctionnelle

Jy(w) = 2

i’j

1 |2
m 1
uij_;z_z' iy, j+ uimq;+ U1+ U jea — du;] —fi; I

avec f;; = f(ih, jh).

Remarques sur les résultats

D’une fagon générale les essais ont été réalisés avec

i) stationnarité a 1009, dans les composantes (c’est-a-dire application
compléte de la méthode I);

ii) pour % fixé, on arréte la décroissance de p lorsque deux valeurs succes-
sives de la fonctionnelle différent de 10~ 3 au plus.



ux) = (2 —=1)(y*—1)
Valeur initiale de J = J(u% = 37+ 5

m=1
N=9 N=49 | N=225 | N=09l
p =18
|u—uv]| 0.1
Ay 3.10-1
Ité. 8
e =1/16
lu—v]| 0 7.10-3
AT 3.10-1 | 1.10-!
Ité. 2 4
p =1/32
|u—v| 2.10-2 | 5.10-3
AJ 3.10-° | 1.10°
Ité. 9 4
= 1/64
fu—v]| 4.10~% | 5.10-3 | 8-10-*
AJ 4.10-7 | 1.10° 110!
Ité. 6 4 4
o =1/128
lu—uv| 1.10-% | 4.10-% | 7.10-*
AJ 1.10-1 | 2.10-1 | 2.10°
Ité. 6 7 5
p = 1/256
ju—nv)| 2:10-% | 4.10 7-10-% | 7.10-3
AT 2.10-2 1-10- 810! 10!
Ité. 6 9 6 7
p =1/512
|u—v| 6+10-5 | 3.10-3 | 6.10-% | 6.10-°
Ay 6-10-3 | 2.10-2 | 9.10-% | 2.10°
Ité. 6 6 40 9
p = 1/1024
ju—v] 2:10-% | 2.10-% | 5.10-% | 6-10-°
A7 2.10-% | 7.10-%2 | 9.10-% | 2.10-32
Ité. 6 43 116 7
p = 1/2048
u—ov]| 4-10-¢ | 4.10-% | 4.10-* | 6.10-°
4.10-% | 4.10-2 | 5.10-% | 3.10-2
Ité. 6 64 270 15
p = 1/4096
|u—v] 1-10-% | 9.10-5 | 6-10-°
AJ 1.10-2 | 1.10-2 | 2.10-3
Ité. 57 1066 176
p =1/8192
lu—v| 2.10-5 5.10-6 5.10-°
Ay 3.10-% | 2.10-% | 7.10-4
Ité. 76 1094 655




m=1

u(x) = sin 7x « sin 7y

Valeur initiale de J = J (u®) = 230
Stationnarité totale dans les composantes
Stationnarité 3 10~ 3 prés pour la fonctionnelle.

N=9 N=49 | N=225 | N=96l
p=1
| u—vl 0.0
AJ 200
Ité. 2
p=1/2
|u—ov] 7-10-
AT Ne varie pas| 6+ 10-!
Ité. 2
e =1/4
lu—v]| 6-10-1 | 4.10-2
AT 1.10! 610!
1ts, 2 4
p=1/8
lu—v]| 2-10-2 | 4.10-3
AT Ne varie pas| 710! 4.10°
Ité. 3 2
p =1/16
lu—ovl 2-10-2 | 3.10-?
AT Ne varie pas| 1-10-! 1.102
1té. 2 5
p =1/32
lu—wv] 5.10-2 | 8.10-% | 2.10-3 | 2-10-4
AT 2.10-1 | 7.10° 6- 10! 2. 10!
Ité. 2 3 4 4
p = 1/64
lu—v]| 2.10-% | 2.10-% | 9-10-°
AT Ne varie pas | 4-10° 9.10° 1-102
Ité. 4 6 5
o =1/128
lu—v] 9.10-% | 1.10-3 | 7.10-°
AT Ne varie pas{ 3.10° 1-10° 3.10!
Ité. 15 8 6
p = 1/256
fu—v]| 2-10-% | 1.10-% | 6-10-3
AJ Ne varie pas| 210! 5.10-1 3.10°
Ité. 14 91 4
p = 1/512
lu—ov]| 5.10-2 | 2-10-% | 1.10-* | 3.10-6
AJ 1.10-4 4.10-4 8.10-4 3.10-3
Ité. 2 20 156 1074
e = 1/1024
lu—v]| 3¢ 10-6
AJ 8.+10- ¢
Ité. 1609




m=23

u(x) = (x> —D(y*—1)

stationnarité totale dans les composantes

stationnarité 3 10~ 3 prés pour la fonctionnelle

N=0 N =49 N =225
p=1/24
|u—v]| 1-10-1 7-10-3
AT 3.10! 1-10!
Ité. 12 4
=1/32
° [u—uv| 3.10-2 5-10-3
3-10° 1-10°
Ité. 6 3
p =1/64
lu—v]| 5-10-4 4.10-3 8.10-*
AJ 1-10° 8.10-! 1-10°
Ité. 10 3 2
e = 1/128
lu—wv]| 1-10- 4.10-3 7-10-*
AJ 2.10-2 1.10-1 2-10°
Ité. 4 7 5
o = 1/256
lu—vl 3-10 3.10-3 7-10-4
AT 5-10- 7-10-2 8-10-!
Ité. 4 15 6
p = 1/512
lu—v| 9.10- 8.10-4 6-10-4
AT 1.10-3 8.10-2 2-10-2
Ité. 4 45 30
= 1/1024
lu—v| 2+10-6 2204 5.10-%
AT 3.10-4 3.10-2 1-10-2
Ité. 4 43 49
p = 1/2048
lu—v| 7-10-3 5.104
AT 7-10-3 9-10-3
Ité. 41 97
p = 1/4096
|u—v| 2410-5 2.10-4
A7 1.10-3 1-10-2
Ité. 56 538
p = 1/8192
lu—v| 5.10-6 6-10-3
AJ 5.10-4 7-10-3
Ité. 36 686
p = 1/16384
lu—v| 2.10-3
AT 2.10-3
Ité. 790
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Cas m = 1. Pour les essais numériques, nous avons pris deux valeurs f,
et f, de f, de fagon a trouver les solutions correspondantes :

uy = (x* —DO*—1)

u, = sin x - sin Tty

C’est le cas le moins intéressant car on résout une équation linéaire. On
constate que la méthode donne de bons résultats mais les temps de calculs
(5 sur 3 600 C.D.C.) sont nettement plus longs qu’avec une méthode classique.

Cas m = 3. On résout une équation aux dérivées partielles non linéaire. La
méthode dans ce cas est particulierement justifiée car les résultats sont bons et
les temps de calculs raisonnables (mémes temps que pour 1’équation linéaire).

D’une fagon générale 1’application de ces méthodes n’est intéressante que
si le probléme a résoudre est non linéaire.

Dans les trois tableaux qui suivent figurent, pour chaque valeur de p

— la quantité |u — v| déja décrite;

— AJ qui indique la diminution de J, d’une valeur de ¢ a la suivante;

— le nombre d’itérations (Ité) nécessaires a ’obtention de la stationnarité.

CONCLUSION

Pour les équations ou des méthodes « traditionnelles » pourraient étre
malaisées, (équations non linéaires, par exemple) les méthodes somme toute
rudimentaires mais trés directes présentées ici, et qui sont de simples variantes
ou adaptation de [2] mais appliquées & des situations différentes, conduisent
4 des résultats souvent « compétitifs » avec des méthodes « sophistiquées ».
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