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DECOMPOSITIONS SIMPLES
DE FONCTIONS BOOLEENNES

par E. Prcuar (1)

Résumé. — Cet article est consacré aux fonctions booléennes admettant une décompo-
sition simple, c’est-a-dire de la forme g[h(Y, T), Z, T] (T est un ensemble de variables qui
peut étre vide). La premiére partie traite des décompositions disjointes simples, plus par-
ticuliérement de leur dénombrement et des relations caractéristiques existant entre des fonc-
stion booléennes particuliéres (monotone, paire, impaire...) admettant une décomposition
disjointe simple g[h(Y), Z] et les [onctions g(h, Z) et h(Y). Dans la deuziéme partic,
il est indiqué comment trouver les décompositions (disjointes ou non disjointes) simples
additives, multiplicatives et disjonctives, c'est-a-dire respectivement de la forme
Y, T) + k(Z,T), (Y, T)«k(Z, T) et (Y, T) @ k(Z, T). Enfin la troisiéme partie
est Uextension de lu seconde au cas des décompostitions simples quelconques, extension
due a la linéarité d'une écriture galoisienne par rapport @ ses variables.

I. — ETUDE THEORIQUE
DES DECOMPOSITIONS DISJOINTES SIMPLES

Définition. Une fonction booléenne simple compléte f(X) dépendant
effectivement de ses [X] = N variables est dite posséder une décomposi-
tion disjointe simple si elle peut étre mise sous la forme d’une fonction
composée g[h(Y), Z], ou les ensembles Y et Z de variables sont disjoints,
ou h(Y) est une fonction simple et ou 1 < [Y] = S < N.

1. — Enumération

Sur 218 fonctions dépendant effectivement de 3 variables, il y en a
114 admettant une décomposition disjointe simple.

On démonirve (voir [P2]) qu'un majorant du nowbre des fonctions
de N variables admettant une décomposition disjointe simple est :

oN—1

4N® — N —2)2" .

(1) Service de Mathématiques Appliquées, Faculté des Sciences de Grenoble.
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2. — Décompeositions disjointes simples de fonctions particuliéres
On démontre (voir [P2]) :

Théoréme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc-
tion décomposable f(y, Y, z, Z) = g[h(y, Y), 2z, Z] soit :
@) croissante (respectivement décroissante) en y est : h(y, Y) peut étre

choisie croissante (respectivement décroissante) en y et g(h, z, Z) est
croissante en h ;

b) croissante (respectivement décroissante) en z est : g(h, z, Z) est
croissante (respectivement décroissante) en z.

ExeMPLE. f(u, ¢, w, 2, y) = ue'wz’ + ue'wy + ow'a’ + o'y + zy est
décomposable :

flu, v, w, z, y) = glh(u, v, w), x, y] = ha’ 4 hy + =y

avec
h(u, v, w) = uo'w + o',

Nous constatons d’une part que f(u, ¢, w, &, y) est croissante en u et en y,
d’autre part que h(u, ¢, ) est croissante en u et que g(h, x, y) est crois-
sante en h et en y.

Théoréme 2. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc-
tion décomposable f(Y, Z) = g[h(Y), Z] soit paire est :

r(Y) paire et g(h, Z) = g(h, Z')
ou h(Y) impaire et g(h, Z) paire.

Exempie. La clé de parité & 4 variables : u @ v @ w @ =, qui est une
fonction paire, admet la décomposition A(u, ¢, w) @ =, ol

Mu,v,w) =u@v@ w
est impaire et ou g(h, ) = h @ x est paire.

Théoréme 3. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc-
tion décomposable fY, Z) = g[h(Y), Z] soit sous-impaire ({(Y', Z')
< (Y, Z)) est que g(h, Z) soit sous-impaire & la fois lorsque h, si A(Y)
n’est pas paire, est une variable indépendante (g(k', Z') < g'(h, Z)), lorsque
h, si A(Y) n’est pas sur-impaire, est identique & 0(g(0, Z’) < g'(0, Z)) et
lorsque h, si A(Y) n’est pas sous-impaire, est identique a 1(g(1, Z')
< ¢'(l, Z)).

ExemprLe. La fonction sous-impaire f(u, ¢, z,y) = usz + uvy -+ zy
admet la décomposition u¢(z + y) + zy, ou g(h, z,y) = h(z 4 y) + xy est
sous-impaire lorsque A est une variable indépendante et lorsque h est
identique a 0 et ou h{u, ¢) = up est sous-impaire.

Le théoréme 3 admet un dual relatif aux fonctions sur-impaires
décomposables.
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Théoréme 4. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction décomposable f(Y, Z) = g[h(Y), Z] soit impaire est :

h(Y) paire et gk, Z) = g'(h, Z')
ou A(Y) et g(h, Z) impaires.

ExemprLes : les clés de parité & 3 et 5 variables u® v @ = et
U@ v@® w® z® y et les fonctions 1impaires a 4 variables :
(u, v, 2 9) = (W @ ¢) 2+ (u@ v)y + 2y

r 7 ’

et fa(u, v, w, 2) = (U'v'®’ + uvw) @ 2.

II. — RECHERCHE DES DECOMPOSITIONS SIMPLES ADDITIVES,
MULTIPLICATIVES OU DISJONCTIVES

Définition. Une fonction booléenne simple compléte f(X) dépendant
effectivement de ses [X] variables est dite admettre une décomposition
simple par rapport & un opérateur o suivant (Y, Z, T) si elle peut étre mise
sous la forme A(Y,T)o k(Z, T), ou les ensembles Y, Z, T de variables
sont disjoints, out Y et Z sont non vides et ou A(Y, T) et k(Z, T) sont des
fonctions simples. o désignera indifféremment 4, - ou @.

Quand T est vide, on dit que f(X) admet une décomposition disjointe
simple par rapport & Uopérateur o suivant (Y, Z). Un sous-ensemble Y
de X sera dit mazimal et noté Y, s’il n’est contenu dans aucun sous-
ensemble Y ; la décomposition correspondante fo(Yp) 0 fp(Zp) sera dite
mazimale. La recherche de ces décompositions disjointes simples parti-
culiéres est exposée dans [K].

Quand T n’est pas vide et quand il n’existe pas d’autre T qui en soit
un sous-ensemble, il sera dit minimal et (Y, T) o k(Z, T) une décompo-
sitton non disjointe simple par rapport & Uopérateur o mazimale de f(X).

On démontre (voir [P2]) :

Théoréme 1. Une fonction f(Y, Z, T) admettant une décomposition
simple additive, respectivement multiplicative et disjonctive,

WY, T)+ KZ, T),

respectivement k(Y, T)« k(Z, T) et (Y, T)® k(Z, T), a au moins une
base irredondante, respectivement une base irredondante en produit de
sommes et une écriture galoisienne, dont les mondmes sont de la forme myr
ou mzr.

Corrolaire 1. Soit nne fonetion {Y, Z T) ayant une seule hase irre-

dondante et admettant une décomposition simple additive :
(Y, 2, T) =KY, T) + k(Z, T).

Alors un monéme premier de sa base irredondante est de la forme myr
ou mzz.



64 E. PICHAT

Théoréme 2. Une condition nécessaire pour qu'une fonction incom-
pléte ait une fonction compatible de base compléte irredondante et
admettant une décomposition simple additive suivant la partition (Y, Z, T)
est que la somme des mondmes premiers de sa borne supérieure uniques
diviseurs de mondmes premiers de sa borne inférieure admette une décom-
position simple additive suivant la partition (Y, Z, T).

Algorithme pour trouver les décompositions simples additives, multi-
plicatives et disjonctives mazimales.

a) Décompositions simples additives maximales lorsque f(X) a une
base irredondante unique.

A cette base irredondante, faisons correspondre le tableau dont
chaque ligne et chaque colonne sont caractérisées par une de ses variables
et dont un élément n’est pas vide si et seulement si les variables de sa
ligne et de sa colonne appartiennent & un méme mondme premier. Alors
le corrolaire 1 permet d’énoncer :

Corrolaire 2. Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonc-
tion f(X) admette une décomposition simple additive suivant (Y, Z, T)
est que le sous-tableau dont les lignes ont pour variables les éléments de Y
et les colonnes les éléments de Z, (Y, Z), du tableau précédemment cons-
truit soit vide.

En particulier, 'obtention des partitions (Y, Z, T') de X des décomposi-
tions simples additives maximales est ramenée, grice au corrolaire 2,
4 celle des sous-tableaux vides maximaux (c’est-a-dire non inclus dans
d’autres sous-tableaux vides), ce qui est possible en un nombre fini
d’itérations (voir [Kal, p. 362).

ExempLE. Recherchons les décompositions simples additives maxi-
males de :

flu, v, w, 2, y, 2) = uow + uyz + zyz.

Puisqu’une fonction croissante admet une base irredondante unique,
nous pouvons appliquer 'algorithme précédent.

Le tableau construit & partir de uvw + uyz + zyz est :

.

w oy w oz y

L2

u 1 1 1 1
v 1 1
1 1
x
y
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et conduit aux sous-tableaux vides maximaux (uew, z), (z, upw), (vw, 2yz)
et (zyz, vw). f(u, o, w, 7, y, z) admet donc des décompositions simples
additives maximales suivant (uew, z, yz) et (vw, zyz, u) :

flu, o, w, z, y, z) = [uvw + uyz] + [zyz]
f(u, o, w, 2, y, 2) = [uew] + [uyz + zyz].

b

a’) Décompositions simples additives maximales lorsque f(X) n’a
pas de base irredondante unique.

Puisqu’a toute décomposition simple additive de f(X) :
oY, T) + (%, T),
correspond une base irredondante dont les monémes sont de la forme myr
ou mzr (théoréme 1), en appliquant ’algorithme précédent (a) & cha-

cune des bases irredondantes de f(X), on trouve toutes ses décompositions
simples additives maximales.

Puisqu’un tableau est indépendant de la complémentation des
variables, on peut appliquer successivement les régles suivantes :
1) supprimer les accentuations dans les bases irredondantes ;

2) dans chacune des bases ainsi obtenues, éliminer tout mondme
diviseur d’un autre mondme ;

3) enfin, éliminer toute base pouvant étre obtenue a partir d’une
autre par adjonction de lettres & ses mondmes ou par adjonction de
mondmes.

Exemrre. Soit f(z,y, z,t) = 2’y 4 2"zt + zy’ + 2’ + y'zt + yt'.
Ses bases irredondantes sont données par :

x'ye xy'(z’zte 2t + 'zt yt’ + at’ . y'zt 4+ y'at. yt').
Appliquons les régles précédentes :
1) xy s wy(azt s at + xate yt + ate yat + yat- yt) ;
2) aylezt + zate yt + ate yat + yat) ;
3) ay(xzt + yzt).

z et y jouant un rdle symétrique, ne considérons qu’une seule des deux
bases obtenues : xy 4 azt et ay + yzt. Le tableau relatif & zy + zzt :

x Yy z t
z!1 1 1 1
yi 11
z {1
t | 1
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montre que f(z, y, 3, t) admet une décomposition simple additive suivant
(y, #t, ) maximale :

flz, y, z, t) = h(z, y) + k(z, z, 1)
) hlz,y) =2y + xy'
" k(z, z, t) = x'zt + at'.

Elle en admet donc une aussi suivant (z, z¢, y).

b) Décompositions simples multiplicatives et disjonctives maximales.

On applique P’algorithme précédent (a ou a') & la fonction duale
de la fonction & décomposer multiplicativement. Pour la recherche des
décompositions simples disjonctives maximales, le procédé (a) est toujours
valable puisque V'écriture galoisienne d’une fonction est unique.

III. — RECHERCHE DES DECOMPOSITIONS SIMPLES
D’UNE FONCTION COMPLETE

1. — Cas général

Définition. Une fonction booléenne simple compléte f(X) dépendant
effectivement de ses [X] variables est dite posséder une décomposition
simple suivant (Y, Z, T) si (Y, Z, T) est une partition de X, ou [Y] > 1
et [Z] = 1, et si f(X) peut étre mise sous la forme d’une fonction composée
ghY,T), Z, T], o h(Y, T) est une fonction simple.

Théeréme. Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
(Y, Z, T) admette la décomposition simple g[h(Y, T), Z, T| est que le
coefficient de toute variable y; € Y dans I’écriture galoisienne de [(Y, Z, T)
soit de la forme :

a(Z, T)hi( Y4, T) (1)

ou Yi=[ry: et ou a(Z, T) et h( Yy, T) sont des fonctions quelconques
de variables appartenant respectivement & {Z, T } et { Y, T }.
Démonstration.
La condition est nécessaire. En effet la forme galoisienne de
(Y,Z, T)=gMY, T), Z,T]
peut s’écrire :
gh(Y, T), 2, T] = a(Z, )Y, T) ® b(Z, T) (2)

ou a(Z, T) et b(Z, T) sont des fonctions de variables € { Z, T }. Si y; est
un &lément de Y et si Yi = [j¥ ys, les mondmes contenant y; de Pécriture

galoisienne de A(Y, T) sont de la forme Ay(Ys, T)ys, donc les mondmes
de f(Y, Z, T) contenant y; sont d’aprés (2) de la forme a(Z, T)hi(Ys, T)y:.
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Réciproquement, supposons que le coefficient galoisien de tout ys € Y
dans f(Y, Z, T) soit de la forme (1). Nous pouvons écrire :

f(Y,Z,T) = a(Z, T)hi(Y1, T)y1 @ b1(Y1, Z, T).

Les mondmes contenant yz sont : a(Z, T)h2(Y2, T)ys. Soit ils contiennent
y1 et ils appartiennent a a(Z, T)hi(Y1, T)y1, soit ils ne contiennent
pas 1, ils appartiennent & 51(Y1, Z, T) et ils admettent en facteur
a(Z, T)ys... En continuant jusqu’a ce que tous les mondmes contenant au
moins un y; aient été considérés, nous faisons apparaitre la forme suivante
de {(Y,Z,T):
aZ, WY, T)@® b(Z, T),

et f(Y, Z, T) est bien décomposable.

Corrolaire. Si {(Y, Z, T) = g[h(Y, T), Z, T), alors h(Y, T) (h désigne h

ou son complément) est la somme disjonctive sans répétition des mondmes

des hiy(Y4, T)ys et :
g, T), Z, T] = a(Z, T)WY, T) ® b(Z, T),

ou b(Z, T) est la somme galoisienne des mondmes de f(Y, Z, T) contenant
aucune des lettres Y.

Algorithme pour trouver les partitions (Y, Z, T) des décompositions
stmples d’une fonction. On le trouve dans [P2]. Ici nous le donnerons
appliqué au cas de la recherche des décompositions disjointes simples
d’une fonction.

2. — Cas particulier des décompositions disjointes simples

Définition. On démontre (voir [C]) que,si { (Yp, Zp) ;1 < p < P < N)
est Pensemble des partitions (Y, Z,) des décompositions disjointes
simples maximales (dont les Y, appelés Y5, sont maximaux) non tri-
viales (L < [Yp] < N) ou triviales ([Yp] = 1), alors

ou {Yp;1 < p < P }est une partition de X et

f(X) = glf(Y1), fa(Ya), ..., fr(YP)], (1)
ou {Zp;1 < p < P }est une partition de X et
[(X) = f1(Z1) 0 f2(Z2) 0 ... 0 fp(ZP). (2)

L’expression unique, & la complémentation prés des fonctions f,(Y;) ou
fo(Zp), de f(X), qu’elle soit (1) ou (2), sera appelée la décomposition
disjointe simple de f(X) (elle est triviale si, quel que soit p, [Yp] = 1).

Algorithme pour trouver les décompositions disjointes simples d’une
fonction.

Etant donné f(X), ou X = {21, 23, ..., 2n },

a) on détermine sa décomposition disjointe additive (voir [K])
fu(Z1) + fao(Z2) + ... + fe(Zp), st elle existe, et on passe en f; sinon :
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b) on détermine sa décomposition disjointe multiplicative
1(Z1) « fo(Z2) .. [p(ZP),
si elle existe, et on passe en f; sinon :
¢) on calcule la décomposition disjointe additive
Az, = ai,1(C1) + az,5(C2) + ... + afs(Cy)

(ou Ci, Cq, ..., Cs sont des sous-ensembles disjoints de X) des duaux A,
des coefficients galoisiens de chaque variable zz, et on détermine la décom-
position dlS]omte disjonctive f1(Z1) @ fx(Z2) @ ... @ fr(Zp) de f(X),
si elle existe, et on passe en f ; sinon, pour toute vanable Zn, On trouve la
partition (Yp, Zp) telle que Yp soit maximal et telle que z» € Yp de la
fagon suivante :

d) une décomposition disjointe additive de A, s’écrivant
A, = a*(Z) + ht(Yi) 3)

ou a* (Z) est d’abord un terme ax, (Cy) (j = ., J), puis au besoin la
somme de deux termes a¥, ;(Cj) et a¥, (Ck) (1 ] < k< J), ..., enfin au
besoin Az,

dl si, pour toute lettre y: de k¥ (YY), Ay, = a*(Z) + R*(Y3), (4)

d2 si, pour toute lettre y: de hf(Y:), (4) est encore vérifié, et ainsi
de suite,

alors Y, est 'ensemble de ces lettres y: et de xx; sinon et si a*(Z)
# Agz,, on repasse en d en prenant dans (3) un nouvel a*(Z); sinon,
Yp = Tn.

e) Si, quel que soit p, [Yp] = 1, f(X) n’admet pas de décomposition
non triviale ; sinon, f(X) admet la décomposition disjointe simple (1),
ou les fonctions g(f1, f2, ..., fr), f1(Y1), f2(Y2), ..., fr(Yr) sont déterminées,
par exemple, par la méthode indiquée dans rP11

f) On cherche la décomposition disjointe simple de
Fi(Y1), Fa(Ye), ..., Fo(Ya).

ReMARGQUES

1. — Des formules possibles pour le calcul des duaux A,, des coeffi-
cients galoisiens de chaque variable z» sont :

Az, = 1*(0, Xu)f*(L, Xu) + £(0, X2)f(1, X3)
Az, = [£(0, Xu) + (1, Xa)]* + [f*(0, X3) + £*(1, Xa)}*

ott X»n = [} x n et ot X’ est ensemble obtenu & partir de X par complé-
mentation de chacun de ses éléments.
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2. — Des variantes pour cet algorithme sont possibles ; en particulier
il n’est pas nécessaire de séparer la recherche des décompositions par rap-
port & un opérateur o de celle des autres décompositions.
3. — Cet algorithme a été programmé en ALGOL.
ExempLE. Trouvons la décomposition disjointe simple de :
flu, 0, w, 3, y, z) = u'o'wa’y's + v'o'ways’ + wow'z’ + uwowa'y'z
+ u'owayz + u'w'z'y’s’ + uv'wzys’ + uow'z'y’'z
+ upwz’ 4 ox'yz’ + vay'z + uew'zyz.
a) On vérifie que f(u, v, w, 2, y,z) n'admet pas de décomposition
disjointe simple additive.
b) On vérifie que f*(u, ¢, w, z,y, z) n’admet pas de décomposition
disjointe simple additive.
¢) Les duaux des coefficients galoisiens de chaque variable sont
respectivement :

Au = [v2] + [2'y + o]

Ay [w'w'z’ + uwz’ + 2'yz’ + ay'z’)
Aw = [vz'] + [2y + ay']

Az = [u'w’ + uw] + [v2']

Ay = [u's’ + uw] + [v7']

A, = [u'vw’ 4 uvw 4 o2’y + vay'].

On constate que ¢. (lettres de Ay)* = uvwayz, donc que f(u, v, w, , y, z)
n’admet pas de décomposition disjointe disjonctive.

I

l

d) Recherchons la partition (Yp, Zp) de {u, ¢, w, z,y, 2} telle que
Y» soit maximal et telle que u € Yy :
Ay = [02'] + [2'y + 2y’
Posons a*(Z) = ¢z’. On vérifie que ¢z’ apparait dans Az, Ay, mais aussi
dans Ay (condition d2). La partition cherchée est donc : (uwazy, ¢3z).
A partir de Ao et A;, la partie (d) de Palgorithme permet de trouver
les partitions (¢, uwzyz) et (z, uewzy), qui sont triviales.

e) Le tableau de décomposition construit & partir de la base compléte
de f(u, ¢, w, z, y, 3} et de (uway, ¢z)

u'wz’y’ u'way u'w’ | uw'z’y’ uw’zy uw | x'y xy’

vz’ 1 1 1 1

vz’ 1 1 1 1

vz 1 1 1 1
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donne la décomposition disjointe simple de f(u, v, w, 2, y, 7) :

fu, v, w, z, y, ) = glh(u, w, z, y), ¢, z],
g(h, v, 2) = h'oz’ + ho'z’ + hoz
h(u, w, z, y)=u'wz'y’ +u'way+uw'z'y’ + uw'zy.

f) L’algorithme appliqué a h(u, w, z, y) montre que

h(u, w, 2, y) = (u @ w) (D y @ 1).
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