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CONVERGENCE D'UN ALGORITHME
DE FRANCK ET WOLFE

APPLIQUE A UN PROBLEME DE CONTROLE

par A. AUSLENDER et F. BRODEAU(*)

Résumé, — « On résoud un problème de contrôle optimal par Vextension à un
espace fonctionnel d* un algorithme devenu classique dans les problèmes de minimisation
dans les espaces de type Rn.»

INTRODUCTION

On se propose ici de résoudre un problème vectoriel de contrôle caractérisé
par une loi d'évolution linéaire, un critère de type quadratique et des contraintes
sur le contrôle. Ce problème est ramené à l'étude d'un opérateur défini dans
un espace fonctionnel. Les propriétés de cet opérateur permettent d'utiliser
un algorithme de résolution qui est une extension d'un algorithme proposé
par Frank et Wolfe [1] dans le cas de la minimisation d'une fonction convexe
sur un polyèdre convexe de RM.

Des conditions d'extension de cet algorithme ont déjà été données par
Valadier [2], et par Demjanov et Rubinov [3], mais elles ne s'appliquent pas
exactement à l'exemple étudié ici.

I. _ POSITION DU PROBLEME

Soit T un nombre réel positif donné et r un entier positif donné ; on désigne
par 3£ l'espace de Hubert des fonctions définies sur [0, T] à valeurs dans Rr

qui sont de carré sommable.
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On note ainsi le produit scalaire défini sur JE :

-rJQ

où ƒ*(0 désigne la matrice transposée de la matrice associée au vecteur ƒ(ƒ),
et g(t) la matrice associée au vecteur g{i).

Soit C un sous-ensemble borné, fermé et convexe de 36; on appellera stra-
tégie admissible un élément de C.

On étudie un système physique S sur l'intervalle de temps [0, 7]. L'état de
S à l'instant t est représenté par un vecteur X(t) de Rm

? où m est un entier
positif donné.

Si Y est la stratégie admissible appliquée à S alors X{t) est solution de :

(1) Xf(i) = A(t)X(t) + B(t)Y(t) + Z(t), X(O) = X09

où -4(0» -0(0» %(f) s o n t des matrices données, respectivement (my m), (m, r),
(m, 1), définies et continues sur [0, T\.

Le problème que nous étudions est de minimiser sur C la fonctionnelle :

i r r i
(2) v[Y] = ^ Z*(r)5Z(T) + [X*(t)Q(t)X(t) + Y*(t)R(t)Y(t)] ât ,

2 L Jo J
où X correspond à F par l'intermédiaire de (1); S est une matrice carrée symé-
trique d'ordre m définie positive, Q{t) et R(t) sont, pour toute valeur de t
sur [0, T], des matrices carrées symétriques données, respectivement d'ordre m
et r> définies positives. De plus Q et R sont continues sur [0, T]. Le problème
a effectivement un sens puisque les hypothèses assurent que, Y étant choisi,
(1) admet une solution unique définie sur [0, T]; d'autre part on a v[Y] ̂  0.

IL — PROPRIETES DE LA FONCTIONNELLE v

Proposition 1 : v est une application convexe de J€ dans R.

Cette propriété découle facilement des deux faits suivants :

— Si Xx et X2 correspondent respectivement à Yt et Y2 par (1),
aXx + (1 — a)X2 correspond à aYx + (1 — a)Y2 (a est un nombre réel quel-
conque).

— x*Sx est une application convexe de Rm dans R,
— x*Q(t)x et y*R{t)y sont, pour toute valeur de t, des applications convexes

respectivement de Rm et Rr dans R.

Les propriétés de différentiabilité sont fondamentales pour l'utilisation de
l'algorithme de Frank et Wolfe.
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Proposition 2 : v est une application differentiatie au sens de Frechet et
son gradient F est défini par :

(3)

où i est une application de [0, T] dans Rm définie par :

(4) f (0 = - A*{t)W) + Q(t)X{t), W) = - SX{T),

X{t) correspondant à Y par (1).
Démonstration : F et À F étant des éléments de J£ évaluons

v[Y+AY]—v[Y]

à F et Y + A F correspondent respectivement par (1) X et X + AX, où AX
satisfait au système différentiel suivant :

(5) [AX(t)Y - A(t) AX(t) + B(t) A 7(0, AZ(0) = 0.

On a alors :

v[Y + AY] — v[Y] - X*(T)S AX(T)

+ f [^*(0e« &X(t) + Y*(t)R(t)AY(t)]dt + co(y, AY)

où :

6.(F, AF) = \ [AX(T)]*S[AX(T)) + \ j\[AX(t)]*Q(t)[AX(t)]...

+ [AY(t)]*R(t)[AY(t))]àt.

De (5) on déduit, en utilisant les hypothèses faites sur les matrices A, B, Q
et R, qu'il existe une constante H telle que :

(6) | w (

où II I désigne la norme de 36 associée au produit scalaire; on a alors :

'!J étant défini par (4), on montre que :

X*(t)Q(t) A ^(0 ^ [
d'où:

(8) t ; [F+AF] — ü[y]= f [
Jo

Le résultat de la proposition 2 découle alors immédiatement de (7) et (8).
Il est aussi utile de montrer que v est fortement convexe.
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Définition [4] : ƒ est une application fortement convexe d'un espace de Banach
dans R si il existe tm nombre réel y > 0 tel que :

a(l - oc) f V i ( 0 -
Jo

Vtt1? u2 € 3» Va € [OJJ/fat/i + (1 — &)u2] ^ aj

+ (1 — a)/[w2] — ya(l — a) \\ut — U2\\
2

5

Proposition 3 : v est une application fortement convexe.
Comme v est convexe il suffit de montrer que l'opérateur défini par :

* m « f Y*(t)R(t)Y(t)ét
Jo

est fortement convexe. Or pour oc € [0, 1], Yif Y2 € 36, on a :

(9) g[aYt + (1 - a)r2] - arfrj + (1 - a)glY2]

-Y2(t))ót.

Les hypothèses faites sur la matrice R entraînent l'existence d'une cons-
tante a > 0 telle que :

V7€3e, f TY*(t)R(t)Y(t)dt > a \\Y\\2.
Jo

Le résultat s'obtient alors par l'utilisation de (9).

HL — ALGORITHME DE RESOLUTION

II faut d'abord s'assurer que le problème admet une solution : en effet
v est convexe et continu, donc faiblement semi-continu inférieurement. D'autre
part, C est faiblement compact; par conséquent v atteint son minimum en
au moins un élément de C.

L'algorithme de Frank et Wolfe consiste à construire une suite { Yn}
d'éléments de C de la façon suivante :

YQ est choisi arbitraire
Yn étant connu on détermine FM+1 en deux étapes.

1. On détermine Yn rendant minimal sur C(Y, F[Yn] >, considéré comme
fonction de F

2. Yn+1 est alors un élément de C réalisant le minimum de :

v[Yn + a(fn-Ytt)l

considéré comme fonction de a définie sur l'intervalle [0, 1].
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Cet algorithme, noté (A), s'arrête si < Yn — Yn, F[Yn] > = 0, car on verra
plus loin que, dans ce cas, Y„ est solution du problème.

Ce procédé permet de déterminer effectivement une suite Fn. En effet
< Y, F[Yn] > est, comme fonction de Y, une application linéaire continue
de X dans R; la phase 1 permet donc d'affirmer Fexistence d'au moins un
élément YH.
Yn étant déterminé on montre que v[Yn + <x.(Yn— Yn)] est, comme fonction
de a un polynôme du second degré. Le minimum de cette expression sur [0 1,]
existe donc, ce qui assure l'existence de Yn+1 (cf. §IV).

On rappelle le résultat suivant extrait de [3].

Lemme 1. Si lim < Yn — Yn9 F[Yn] > = 0, { Yn } est une suite minimi-
sante? c'est-à-dire que limf?[YJ = min v[Y].

Y€C

Démonstration : Soit Yo un élément de C où v atteint son minimum. La
propriété de convexité de v permet de montrer que :

v[Y] - v[Yn] XY~Yn, F[Yn] >, V F € JC

On en déduit :

v[Y0] - v[Yn] ><Y0~ Ynt F[Yn] > > Min < Y- Yn, F[Yn] >
Y€C

Finalement :
0 ^ v[Yn] - v[Y0] <<Yn- ?„, F[Yn] >

ce qui démontre le lemme.
Ce résultat nous permet d'obtenir le théorème essentiel :

Théorème 1 : Toute suite {Yn} construite par (A) est minimisante et on
peut d'ailleurs extraire de cette suite une sous-suite convergente faiblement vers
une solution du problème.

Démonstration : De la façon dont est construite { Yn } on déduit les deux
conséquences :

(10) < fm9 F[Yn] > < < 7, F[Yn] >, VF€ C

(11) v[Yn+t] < v[Yn + oL(Yn- Yn% 0 < a < 1.

Il résulte de (11) que v{Yn+x] ̂  v[Yn], n = 0, 1, 2,... Puisque v[Y] ̂  0,
V r £ C, on peut affirmer que la suite { v[Y„]} converge vers une limite notée v0.
D'autre part C étant borné on peut extraire de { Yn } une sous-suite notée
{ Yni } convergeant faiblement vers un élément Ye de 36. Comme C est convexe
et fermé, Ye est élément de C. Puisque v est faiblement semi-continu inférieu-
rement, on a donc :

(12)
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L'utilisation de (11) permet d'écrire :

v[Ynl + a(Ynl- Ynl)]-v[Yni) > v[Ynl + 1] -v[Yni]

et puisque v[Ynl + 1] — v[Ynl] - ^ 0 si nx -+ oo :

lim { v[Ynl + a(fnl - Ynl)] - v[YJ } > 0,

d'où d'après (8) :

(13) lim { a < Yfn - FR1, F[Ynl] > + co(rnlî a(Ynl - Ynx)) } > 0.

Or d'après (6) et le fait que C est borné, il existe une constante K > 0
telle que :

HYnl,*(Ynl-Ynl))\ <^a2.

L'inégalité (13) entraîne alors, en utilisant une valeur de a suffisamment
petite :

(14) K m < f l l l - r B

Or d'après (10) :

(15) <Yni-Yn

La comparaison de (14) et (15) prouve que :

On peut donc extraire de { Yni } une sous-suite, notée { Ym }, telle que :

D'après le lemme 1 { Yn2 } est une suite minimisante : v[Yti2] converge vers
la valeur minimale vnv D'après la propriété de monotonie de la suite {v [Yn] },
{ v[Yn] } converge aussi vers vm et l'on at?0 = vm. D'après (12) on a v[Ye) = vm;
Ye est donc solution du problème, d'où le théorème.

Montrons comment les résultats de ce théorème peuvent être améliorés en
utilisant les propriétés de convexité forte de l'opérateur v. On énonce dans [3]
le résultat suivant :

Lemme 2 : Si f est une application fortement convexe d'un espace de Banach Si
dans R et admet en tout point de 3b un gradient F, on a, Vwl5 u2&3$ :

(16) /(Ml) -f(u2) > < F[v2] • (Ml - u2) > + y \\u2 - Ul\\
2

Ce lemme a pour conséquence le résultat suivant :

Théorème 2 : la suite { Yn } converge fortement vers Ye ; Ye est solution
unique du problème.
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L'inégalité (16) appliquée à v nous donne :

(17) v[Y]~v[Ye]> <Y-Ye)F(Ye]> + y\\Y-Ye\\\

Or d'après le théorème 1 de [3], puisque Ye est solution du problème,

ye c

(17) entraîne donc :

(17 b) v[Y]-v[Ye]>y\\Y~Ye\\\

Cette inégalité appliquée à Yn s'écrit :

v[Yn)-v[Ye]> Y | | r „ - F e j | 2 ,
puisque :

ATA —* ^ITJ quand n —>• oo

|| Yn — Ye\\ -+ 0 quand n -> oo

D'autre part, l'inégalité (17 b) étant valable pour tout Ye solution du pro-
blème, on a l'unicité de Ye.

Ce théorème admet comme conséquence que la suite { Xn }, associée à
{ Yn } par (1), converge uniformément vers X, associé à F.

IV. — RESOLUTION NUMERIQUE

Trois exemples de sous-ensembles C seront envisagés. Nous désignerons
par Y1 (i = 1, ..., r) les composantes de l'élément Y de 3€.

a) C est le sous-ensemble Cx des éléments Y tels que, pour presque toute
valeur de t sur [0, T] :

\Yl(t)\ <X (f = l,...,r),

b) C est le sous-ensemble C2 des éléments Y tels que, pour presque toute
valeur de t sur [0, T] :

c) C est le sous-ensemble C3 des éléments F tels que :

X, JJL, v sont des constantes positives données.
Il est facile de vérifier que Cu C2, C3 sont des ensembles convexes, bornés

et fermés. Montrons comment, pour chacun de ces exemples, la construction
d'une suite minimisante { Yn } peut être entreprise. Supposons connu Fn.
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1. Détermination de Yn

II s'agit de minimiser :

1=1

Dans le cas a) et b) le problème est équivalent à la minimisation de l'expres-
sion :

(18)

pour presque toute valeur de t9 dans la mesure où cette minimisation permet
d'obtenir un élément de 3E.

Cas a : le résultat est immédiat; on peut prendre :

si

fît!) ' = + X si F%Yn(t)) < 0

quelconque si F*[Ym(f)) = 0

Cas b : on pose Y = kF[Yn] + W où k est une constance réelle et W un
élément de J6 orthogonal à F[Yn] (18) s'écrit alors :

cette quantité est minimale pour la plus petite valeur de k autorisée; or on
doit avoir :

la plus petite valeur de k est donc obtenue pour "V | W*\2 = 0 et est égale à

— V-

i^ _ — _ /2,

V |F[FB(0]|2 l
d'où :

-1/3' Si 2
1 = 1J 2 I^TOII*

sinon Yn(t) est indéterminé.
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Cas c : ce cas se traite comme le cas b. On trouve :

s i

sinon Yn est indéterminé.

2. Détermination de Yn+1

Soit Ux et U2 deux éléments de 3£ auxquels correspondent par (1) Vt et F2.
On pose :

U2) = \ \Vf{T)SV2{T) + t \ VKt)Q(t)V2(t) + U\(t)R(t) U2{i) }

Un calcul élémentaire montre que :

(19) v[Yn + a(fn - Yn)] - v[Yn] + 2 a [ - c[7J

... + a.\v[Yn] + v[Yn]-2G(Y„ FJ).

Comme S, Q(t), R(t) sont des matrices définies positives, on constate
d'ailleurs que le coefficient de a2 ne s'annule que lorsque Yn — Ynt d*où deux
cas :

1. < Yn— Yni F[Y„] > = 0, alors Yn est solution du problème d'après le
théorème 1 de [3] et la convexité de la fonction v(y); il est inutile de poursuivre.

2. < Yn — Yn> F[Y„] > 7̂  0, alors on peut facilement déterminer la valeur a„
de a rendant minimale sur [0, 1] le second membre de (19).

Si on pose :

on a : an = min(l5 ôcH).

Le cas a„ = 0 étant impossible, puisqu'on aurait alors

On peut ainsi envisager de résoudre certains exemples numériques. II est
alors important de savoir arrêter la détermination des Yn lorsqu'une précision
fixée à l'avance pour vm a été atteinte. Ceci découle de l'inégalité :

obtenue dans la démonstration du lemme 1. A chaque étape le calcul
de < Yn — Ym F[Yn] > permet ainsi de savoir si la poursuite de l'algorithme
doit ou ne doit pas être envisagée.
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Nous nous proposons d'entreprendre effectivement la résolution numérique
d'exemples. Bien évidemment la méthode exposée ici peut s'étendre à d'autres
exemples de problèmes de contrôle,

(mai 1967)
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