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Imbrications entre le théoréme de Mason, la
descente de Belyi et les différentes formes de la
conjecture (abc)

par MICHEL LANGEVIN

RESUME. Soient A, B,C = A + B trois éléments de ’ensemble
N* des entiers >0 (resp. C[X] des polynémes complexes) pre-
miers entre eux ; on note r(ABC) le produit des facteurs pre-
miers (resp. le nombre des facteurs premiers dans C[X]) du pro-
duit ABC. La conjecture (abc) énonce que, pour tout € > 0, il
existe Cc > 0 pour lequel linégalité: r(ABC) > C.S'~¢ (avec
S = max(4, B,C)) est toujours vérifiee. Le théoréme de Mason
établit I'inégalité, D (supposé > 0) désignant le plus grand des
degrés des polynémes A,B,C : 1(ABC) > D + 1. Les cas de
triplets de polynomes ou l'égalité r(ABC) = D + 1 est vérifiée
sont reliés & de nombreux problémes de théorie des nombres ; les
triplets d’entiers qu’ils engendrent conduisent, modulo la conjec-
ture (abc), & des minorations de 7(G(4, B)) ou G € Z[X,T] est
un polyndéme homogéne et A, B des entiers premiers entre eux ;
dans ces constructions de polynomes et d’entiers, le théoréme de
Mason et son environnement jouent un role-clef.

ABSTRACT. Let A, B,C = A + B be relatively prime polynomi-
als with complex coefficients and maximal degree D (>0). The
Mason’s theorem implies that D + 1 does not exceed the num-
ber r(ABC) of distinct roots of the product ABC. Similarly,
let A,B,C = A + B be relatively prime positive integers and
S = max(A4,B,C). Let r(ABC) be the product of all primes
dividing the product ABC. The abc-conjecture implies that,
for any ¢ > 0, there exists C. > 0 such that the inequality:
r(ABC) > C.S'~¢ holds for any triple A,B,C = A + B of in-
tegers. The cases of equality r(ABC) = D + 1 for polynomials
A,B,C = A+ B are linked to numerous results in number the-
ory; triples of integers generated by these cases lead, by using
the abc-conjecture, to optimal minoration of r(G(A, B)) (where
G € Z[X,T) is a form and A, B are coprime integers) ; in these
polynomial constructions of integers, the role of the Mason’s the-
orem is crucial.
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1. LE THEOREME DE MASON, LA CONJECTURE (abc)

Dans son Algebra (3° éd.), S. Lang (cf.[L]) présente, avec le commentaire :
Mason started a new trend of thought about polynomials by discovering an
entirely new relation ..., le théoréme de Mason ; il s’énonce :

Théoréme 1 (cf.[M], [Z]). Soient A,B,C = A+ B trois polynémes d’une
variable & coefficients complexes, premiers entre euz deuzr d deuz, D (sup-
posé > 0) le plus grand des degrés des polynémes A, B et

r(ABC) = #((ABC)~1(0))
le nombre des racines complezes du produit ABC. Alors : r(ABC) > D.

Cet énoncé est d’abord celui d’une inégalité (pour des polynomes de C[X],
cas de tout cet exposé, mais valable en fait dans tout corps algébriquement
clos de caractéristique 0, cf. [He] pour des analogues en caractéristique
p) ; mais appellation théoréme de Mason employée dans le texte n’est pas
limitée a cette inégalité ; elle inclut la démonstration (cf.§2), ses extensions
et surtout la description de I’ensemble CE des cas d’égalités (i.e. ceux pour
lesquels 7(ABC) = D + 1).

Dans un cas d’égalité, on peut voir (cf. ci-dessous) qu'il est impossible que
les degrés des trois polynémes intervenant soient les mémes. Par suite, on
écrira les éléments de CE sous la forme de représentants de couples (R, S)
de polyndomes premiers entre eux, de méme degré (noté D dans la suite)
et ayant méme coefficient dominant. Il s’agira en fait d’'une commodité de
langage puisqu’on ne distinguera pas (R, S) de (kR(h(z)),kS(h(z))) (k con-
stante # 0, h homographie). Ensemblistement, CE apparait donc comme
un sous-ensemble des classes de C(z) modulo les homographies. Un sous-
ensemble intéressant (cf. ci-dessous) de CE est CEL (cas d’égalité locaux)
formé par les éléments (R, S) pour lesquels (R — S) est séparable.

Voici quelques exemples d’éléments de CEL puis CE :

(8) X-(X-1)=1
(*) (X -1)2(X+2) - (X +1)}X -2) =4
(A) (X +1)3(X -3)— (X -1)*}X +3) = -16X

(T +5)(T —4)X(T+1)3 — (T - 5)(T +4)*(T - 1) = 223%T

(combinaison de (*) et ("))

(X +5)(X =5)°%(X —4)*(X +490(X +1)3(x - 1)
— 21036 X3(4(X) — 223 X)(5A(X) — 2334 X)?
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= A3(X)(A(X) — 23325 X)2(A(X) — 2*3%X)
avec A(X)=X%-2.3.5X*+3.5.11X2% + 2%5.

On sait le role joué par le théoréme de Mason dans la genése de la con-
jecture (abc) aux conséquences gigantesques et aux vertus structurantes
comme ’écrit E. Bombieri :

The abc-congecture of Masser and Oesterlé is a typical example of a simple
statement which can be used to unify and motivate a number of results in
number theory, which otherwise would be scattered statements without a
common link.

Pour énoncer la conjecture (abc), on introduit sur les entiers la fonction
radical ou plus grand diviseur sans facteur carré qu’on note u ; ainsi, en
réservant la lettre p aux nombres premiers, pour tout entier n, u(n) =
Hmn p. Par abus de langage, on conservera cette notation u pour les
polynémes ; plus précisément, on écrira : u(P(X)) = HP(z):O(X - x)
et donc 7(P(X)) est le degré de u(P(X)). La définition précédente fait de
u(P) un polyndme unitaire ; c’est une simple convention de normalisation
dans un domaine de nature projective ; en fait, mais ce ne sera pas utile
ici, il est des contextes ou il convient d’unifier ces deux notations sur un
anneau d’entiers, ce qui est rendu possible car les coefficients du polynoéme
u(P) restent dans le corps engendré par les coefficients de P ; en effet, u(P),
dénominateur de I’écriture irréductible de la fraction rationnelle P'/P, est
proportionnel au quotient P/pged(P, P’).

Conjecture (abc) (Oesterlé-Masser). Pour tout nombre réel € > 0, il existe
une constante Ce > 0 telle que l’inégalité :

u(abc) > Ce.ct™*

soit vérifiée pour tout triplet (a,b,c = a + b) d’entiers strictement positifs
premiers entre eut.

Le but de ce travail est de décrire quelques applications puissantes du
théoréme de Mason au sens élargi donné plus haut. Les généralisations du
théoréme au cas de plus de 3 polynémes (travaux de Browkin, Brzezinski,
Davies ...) ne seront pas examinées ici, pas plus que les considérations sur
les corps de fonctions ayant donné naissance au théoréme ou encore que
d’autres applications de la conjecture (abc) en logique et qui sont reliées au
théoréeme de Mason (cf. [L.3]).

On examinera ici :

1) - le role majeur joué par le théoréme de Mason dans la démonstration
de D’équivalence entre la conjecture (abc) et la conjecture apparemment
plus forte (Form-abc), énoncée plus loin, qui exprime grosso modo la méme
inégalité que (abc) mais en remplaccant ¢ = a + b par ¢ = F(a,b), F étant
un polynéme homogene a coefficients entiers (cf. [L.1],[L.2],[L.4],[L.5]).
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2) - le role classificateur joué par le théoréme de Mason dans les questions
diophantiennes se résolvant par des procédés de descente (cf. [A-D,L],[L.5]).
3) - le role joué par le théoréme de Mason pour la construction d’éléments
de CE a coefficients entiers, de degré élevé mais dont les facteurs premiers
restent de petit degré (le niveau) ; de tels exemples sont importants pour
P’étude de ’ensemble dérivé de I’ensemble des valeurs prises (avec les nota-
tions de la conjecture (abc)) par logc/log(u(abc)) (cf. [B,F,G,S],[G-N],[L-
NJ).

Certains des résultats obtenus dans les parties 2 (resp. 3) l'ont été en
collaboration avec S. Abgrall-Duchemin (resp. A. Nitaj).

2. LES CONJECTURES (FORM-abc) ET (abGEN)

Conjecture (Form-abc). Pour tout polynéme homogéne de degré f, F =
F(U,V) de deuz variables & coefficients entiers pour lequel UV F(U,V) est
sans facteur multiple et pour tout € > 0, il existe une constante Kpe > 0

telle que, quel que soit le couple (a,b) d’entiers premiers entre eur vérifiant
abF(a,b) # 0, on ait

u(abF(a,b)) > Kr sup(|al, |b])/ .

Le cas ou F est le polynoéme (rendu homogeéne) minimal d’'un nombre réel
algébrique irrationnel (cas du théoréme de Roth) montre la puissance de la
conjecture. En fait, le point important est qu’il suffit qu’elle soit vraie pour
une F(U,V) convenable (telle que U + V') pour que (Form-abc) soit vraie
pour toute F' . Mais, I’écriture directe du résultat s’obtient en rompant la
symétrie des roles joués par a et b ; c’est la suivante :

Conjecture (abGén.). Pour tout polynome homogéne de degré g, G =
G(U,V) de deur variables & coefficients entiers pour lequel VG(U,V) est
sans facteur multiple et pour tout € > 0, il eziste une constante Kg, > 0
telle que, quel que soit le couple (a,b) (avec a > b > 1) d’entiers premiers
entre euz vérifiant G(a,b) # 0, on ait :

uw(G(a,b)) > Kis .a% 1~ Ju(b).

Dans la preuve de I'implication (abc) = (abGén.), le théoréme de Mason
(et son environnement) intervient deux fois :
1°- Pour traiter le cas ou G(U,V) se décompose en produit de facteurs
linéaires sur les entiers.
2°- Pour se ramener du cas général au cas précédent.

Le 1° utilise la forme locale du théoréme 1 (celle de l'auteur depuis le
début des années 90), laquelle est en fait & l'infini une conséquence du
théoréme de Mason :
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Théoréme 2. Soient R = R(X) et S = S(X) deuz polynémes premiers
entre euz, T un nombre compleze vérifiant R(z) = S(z) et wy = wy(R — )
la multiplicité de x en tant que racine du polynéme (R — S). Alors, les
inégalités (optimales) ci-dessous sont vérifiées :

wgy < T(RS) et, siles degrés de R et S sont égauz, w, +1 < r(RS).
Exemple. R(X) = (1-X)?(1+2X), S(X) = —(1+X)?(1-2X), R(X) -
S(X)=4X32=0, w, +1=4=r(RS).

Si z est & l'infini, ce qui suppose que R et S soient de méme degré D,
Weo(R—S) =D —d(R—S) ; le théoréme 2 reste valable et se déduit comme
annoncé du théoréme 1 ; par substitution de X —1 4 la place de X, ’exemple
précédent rameéne a (*) :

RX)=(01-X)22+X), SX)=-(1+X)%2-X),
R(X)—-S(X)=4, wz+1=4=r(RS).

Le 2° utilise un résultat semblant éloigné du théoréme de Mason mais
faisant intervenir lui aussi la fonction nombre de racines. En clair, le résultat
suivant de [L.1] cache sous des habits trés simples la descente de Belysi :

Théoréme 3. Soient P et Q deuz polynémes d’une variable. Alors,

r(P(Q)) = (r(P) - 1)d(Q) + 1.
Et il y a égalité si et seulement si Q' divise P(Q) .

3. PREUVE DU THEOREME 1 ET LIENS AVEC LE §2

Pour voir que les théorémes 2 et 3 sortent de la méme source, il faut bien
montrer le théoréme 1 (cf. [L.5]) :

Théoréme 4. (i) Pour tout couple (R, S) de polyndmes premiers entre euz
tel que RS(R — S) # 0, le produit RS(R — S) divise le produit
u(RS(R — S))(R'S — RS").

(ii) Pour tout couple (R, S) de polynémes premiers entre euz de degré maz-
imal D, r(RS(R — S)) > D+ 1 (cf. théoréme 1).
(iii) On conserve ci-dessous les hypothéses de (ii). Il y a égalité dans (ii) si
et seulement si le polynome (sic, cf. (1))

u(RS)(R'/R - S'/S)((R - S)/u(R ~8))™"
est constant, ou encore si et seulement si

(R'S — S'R)"1(0) > (RS(R — S))~1(0).

Démonstration. (i) Il suffit de comparer la multiplicité d’une racine z de
RS(R — S) dans chacun des deux membres (observer que R(z) — S(z) =0
implique R(z) = S(z) # 0); on voit qu’en fait ces multiplicités sont égales
mais d’autres racines peuvent apparaitre dans le wronskien (R'S — RS').
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(ii) On applique (i) et on compare les degrés des deux membres. On
obtient immeédiatement I'inégalité d(R — S) < r(RS(R — S)) — 1 et on
conclut donc si d(R — S) = D. Lorsque d(R) =d(S) =D > d(R - S), on
conclut également puisqu’alors d(R'S—S'R) = d((R'—S")S—-S'(R-95)) =
D+dR-S)-1
N.B.: Si R,S et (R—.S) sont de degré D, alors d(R'S—S'R) < D+d(R—
S) —2 et I'inégalité du théoréme 1 est donc améliorée dans ce cas. Par suite,
si r(RS(R—S)) = D+1, les polynémes R, S, R — S ne peuvent pas étre de
méme degré.

(iii) se déduit de ce qui précede. O

3.1. Développement du théoréme 4 en vue du 1°. On conserve les
notations du théoréme 4. Il y a égalité si (R'S — S’R)~}(0) D (RS(R —
5))~1(0) et seulement dans ce cas. Une condition suffisante pour qu’il en soit
ainsi est que la dérivée logarithmique (R'/R—S’/S) (s’écrivant toujours sous
la forme N/u(RS)) soit de numérateur N constant et on vérifie aisément
sur le (i) du théoréme 4 qu’il y équivalence de ce cas avec le cas local vu
plus haut (i.e. (R — S) séparable).

Ce cas local est un cas de caractérisation facile, lisible sur le radical
r(RS) ; en effet :

Théoréme 5 (cf. [L.1]). (i) Soient (R,S) un cas d’égalité local et P =
u(RS) ; alors, pour tout couple (z,y) de racines de P, le rapport P'(z)/P’(y)
est rationnel.

(ii) Soit P un polynéme séparable tel que, pour tout couple (z,y) de racines
de P, le rapport P'(z)/P'(y) soit rationnel. Alors, il existe une constante
N (unique a des conditions évidentes de normalisation prés) telle que N/P
apparaisse comme la dérivée logarithmique d’une fraction rationnelle R/S
et le couple(R,S) est un cas d’égalité local vérifiant P = u(RS).

C’est essentiellement ce théoréme 5 qui permet de résoudre le 1° dans la
preuve de (abc) =>(abGén.). En effet, il montre que, pour tout polynéme
P a coeflicients et racines rationnels, il existe un élément (R,S) de CEL,
a coefficients entiers, tel que P divise RS. On y reviendra plus loin en
montrant qu’on peut, grace au théoréme 3, omettre I'hypothése : racines
rationnelles.

3.2. Développement du théoréme 4 en vue du 2°. La remarque im-
portante est que le wronskien W = RS’ — R'S apparaissant naturellement
dans la preuve du théoréme 4 ne dépend que de la droite projective (fais-
ceau) ¢ des polynomes engendrée par R et S . Ce qu’exprime le (i) du
théoréme 4 est que, pour tout élément P de ®, P/u(P) divise W . En
fait, on vérifie aisément la formule suivante (cf. [L.5]) ot ¢ # 0 est une
constante :
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Théoréme 6. p

W=cll o
(i.e., a une constante multiplicative # 0 prés, W = [[pcg P/u(P)).

Il s’agit clairement d’un produit fini. Pour écrire ce résultat - c’est le bon
théoréme de Mason (mais il est moins original ainsi) - de fagon algorith-
miquement utilisable, il est préférable de le reformuler (on abrége résultant
et discriminant en Rés et Disc, l'indéterminée considérée est rappelée en
indice) :

Corollaire. Soient (R,S) = (R(X),S(X)) et le résultant :

p(X) = Résy (uy(Discx(R+YS)),R+YS);

alors, & un coefficient multiplicatif # 0 pres, p/u(p) = W(R,S) = (RS —
R'S).

Pour revenir du langage ci-dessus a celui du théoréme de Mason, on
introduit un polynéme homogene a 2 variables G(U, V) a coefficients com-
plexes sans facteur multiple de degré g . La valeur prise G(R, S)/u(G(R, S)
lorsque (R, S) est un couple de polynémes apparait, puisqu’on travaille sur
les complexes, comme un certain sous-produit de []p, P/u(P) (P décrivant
le faisceau des polyndmes engendré par R et S) d’ou le prolongement naturel
suivant du théoréme 3 (cf. [L.5]) :

Théoréme 6-bis. G(R, S)/u(G(R, S) divise W(R,S) et il y a égalité si et
seulement si W(R, S) divise G(R, S).

Le théoréme 6-bis redonne le (i) de la preuve du théoréme de Mason. En
particulier, pour (ii), il vient :

Théoréme 6-ter. r(G(R,S)) > (9 —2)D + 1.

Ce théoréme 6-ter énoncé avec la forme projective de la fonction r est
la généralisation naturelle du théoréme de Mason et I’analogue polynomial
du passage de (abe) a (abGén). Cet énoncé ne résout pas la question de
J. Oesterlé sur le cas ou G(U,V) a ses coefficients dans C[X], a-t-on :
r(G(R,5)) 2 (9 —2)D - K(G) 7

On laisse de coté cette question conjecturale établie seulement dans des
cas trés spécifiques. On revient au théoréme 6-ter pour voir le lien annoncé
avec le 2°. Il est clair que les énoncés affines ou semi-affines utilisés jusqu’a
présent ne sont que des traductions (importantes pour ’exploitation algo-
rithmique) de résultats projectifs. En bref, les théorémes 6, 6-bis, 6-ter sont
des conséquences de la réécriture suivante du théoréme 3 (cf. [L.5]) :

Théoréme 7. (i) Soient F(U,V), R(U,V), S(U,V) trois polynomes ho-
mogénes de deuz variables non nuls. On suppose F' sans facteur multiple et
R, S sans facteur commun. Alors,
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F(R(U,V),S(U,V)) divise le produst
uw(F(R(U,V),S(U,V))) x Jacobieny,v (R, S).
et il y a égalité si et seulement si
Jacobieny v (R, S) divise F(R(U,V),S(U,V)).

(ii) Soient F(U,V), R(U,V), S(U,V) trois polynémes homogénes de deuz
variables non nuls. On suppose R, S sans facteur commun et de méme degré
D. Alors,

r(F(R(U,V),5(U,V))) -2 = (r(F) - 2)D.
Et il y a égalité si et seulement si F(R(U,V),S(U,V)) est un multiple de
Jacobieny v (R, S).

Exemple. F(U,V) = UV(U~V), R(U,V) = (U+2V)(U~V)2, S(U, V) =
(U —-2V)(U +V)? . Alors,

F(R(U,V),S(U,V)) =4(U = 2V)(U + V)2(U + 2V)(U — V)?V3
est un multiple du jacobien 18V2?(U? — V?), et
r(F(R(U,V),SU,V))—2=5-2= (r(F)—2)D = (3 — 2)3.

Une application du théoréme 7 se trouve dans la possibilité d’aller d’un
élément de CE & un autre par spécialisation (cf. théoréme 9, §3). A vrai
dire, tout se raméne toujours i une spécialisation dans 'identité basique

(B) X-(X-1)=1

de CE ; ce qu’exprime le théoréme 7 est que la spécialisation (en vocabu-
laire affine) de X en R/S permet de rester dans CE si et seulement si le
wronskien (ou le jacobien en termes projectifs) divise le produit des facteurs
obtenus. Cette premiére étape est I’étape triviale dans la structure arbores-
cente prise par CE. C’est autour de cette structure et des étapes suivantes
que s’articule la suite de 'exposé (cf. §5) puisqu’elle est un des aspects ma-
jeurs du théoréme de Mason comme on le verra (on laissera de coté les
applications du théoréme 1 au cas des corps des fonctions et celles déduites
de l'interprétation de application associant R(z)/S(z) & z en termes de
revétement).

4. ESQUISSE DE PREUVE DE (abc) = (abGén)

Soit G € Z[X,T] un polyndéme homogéne de degré g sans facteur multiple
tel que G(X,0) # 0. On suppose d’abord que G se décompose en produit
de facteurs linéaires a coefficients entiers. Soit P;(X) = G(X, 1), lequel est
séparable et aussi de degré g. On construit par le théoréme 5 un couple
(R, S) appartenant & CEL et vérifiant u(RS) = P, a partir duquel on
reconstitue des polyndmes homogénes HR et HS de méme degré et de
difféerence HR(X,T) — HS(X,T) = THE-5 A(X,T). Soient maintenant
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des entiers a,b # 0 premiers entre eux tels que G(a,b) # 0 ; on peut
supposer sans perte de généralité, puisque l’étude porte sur G(a,b), que
0 < b < a (remplacer au besoin G par son symétrique ou modifier les signes
de ses coefficients). Les diviseurs communs des entiers HR(a,b), HS(a,b)
et HR(a,b) — HS(a,b) = b4E=5) A(a,b) sont majorés indépendamment de
a et b et on peut donc appliquer la conjecture (abc) (un choix de € étant
fait et compte-tenu de ce pged) au triplet :

(HR(a,b), HS(a,b), b5¥E=5) A(a, b)).

Il vient :
w(bG(a, b))|A(a, b)| > u(HR(a,b)HS(a,b)b*E~5) A(a, b))
>, sup(|HR(a,b)|,|HS(a,b)|)'*.

On conclut en traitant chacun des termes de 1’inégalité précédente comme
suit (cf. [L.2], [L.4]) :

- pour ceux a majorer (i.e. |A(a,b)|) qui sont de la forme |V (a,b)| ou
V est homogéne de degré v on utilise 'inégalité |V (a,b)| < a||V|| (avec
VIl = supg<.<1 [V (1, 2)])-

- pour celui & minorer :

sup(|HR(a,b)|,|HS(a,b)]) > a” (sup(|HR(L, 2)|, |[HS(L, 2)])),

inf
0<z<1
on applique le lemme classique de K. Mahler permettant de minorer
inf (sup(|A(2)|,|B(2)]))
zeC

par une constante ne dépendant que des coefficients des polyndémes sans
racine commune A et B.

Reste maintenant & se ramener au cas qu’on vient de résoudre : racines
rationnelles pour G(X,1).

L’idée générale est la suivante : Soit G € Z[X,T] un polynéme ho-
mogeéne de degré g sans facteur multiple tel que G(X,0) # 0. On se raméne
d’abord en affine en considérant G1(X) = G(X,1) . On va construire deux
polynémes auxiliaires, le premier A(X) & racines rationnelles, le second @
3 coefficients entiers, tels que le composé A(Q) soit un multiple du produit
G1Q’. A partir du polynéme A(X) a racines rationnelles, on pourra remon-
ter & un couple (R;,S;) de CEL et il suffira de former (R;(Q), S1(Q)), qui
reste dans CEL, pour obtenir un multiple u(R;(Q)S1(Q)) de G; qui suffira
pour conclure. Ce programme est résumé par le théoréme suivant :

Théoréme 8. Soit P un polyndme d coefficients rationnels. Il existe un
couple (R, S) de polynémes a coefficients rationnels de méme degré D, véri-
fiant r(RS) = D —d(R — S) + 1 et tel que P divise le produit RS.

Autrement dit, pour tout polynome P a coefficients entiers, il existe un
élément (R, S) de CEL tel que P divise RS.
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Exemple. Soit P(X) = X3 —6X2+7X + 7 ; le calcul déduit de la preuve
du théoréme précédent (cf. ci-dessous) conduit a :

A(X) = X(X +500)(X +675), Q(X)=—-27((X —2)(X?-4X —1))%.
Il vient:
AQ(X) = -27((X —2)(X* -4X - 1))
x(—27((X —2)(X? — 4X —1))% + 500)
X (=27((X — 2)(X? — 4X —1))% 4+ 675)
= (-27)*((X - 2)(X? —4X - 1))?

x(3X2 — 12X — 8)(3X2 — 12X +7)?

(X3 —6X24+7X +7)(X®-6X?+7X - 3).
Enfin, Q' = —54(3X? — 12X + 7)(X? — 4X — 1)(X — 2) est un facteur du
terme précédent et le quotient résiduel est bien un multiple de P.

Pour ce programme, on utilise les résultats intermédiaires suivants con-
séquences de I’ensemble théoréme de Mason (cf. §1 et [L.5]) :

Théoréme 9. Pour tout polynéme Q , soit QI(X) = Discy (Q(Y) — X).

Alors :
Q'(X) = (@) (Q(X))/u(@"(Q(X))).
De plus, tout polynéme P tel que Q' divise P(Q) est un multiple de u(Q").

Démonstration. Soit = une racine de Q’, donc une racine multiple de Q(Y)—
Q(z) ; par suite, (X — Q(z)) est un facteur de Q*(X) donc de u(Q*(X)) ;
réciproquement, par construction, Q#(X) ne comporte pas d’autre facteur ;
le reste de ’énoncé est clair, I’écart d’ordres de multiplicité de la racine x
des polynémes en Y, Q(Y) — Q(z) et Q'(Y), étant 1. a
Exemples (N.B. : la convention de normalisation du §1 n’est pas respectée
ici).

1) - Soit Q(X) = X3+ pX + ¢ ; alors, Q¥(X) = 4p® + 27(¢ — X)?,

i 4P +27(g - X)? sip #0,
wQX) = {27(q—X) sip=0;
4p® + 27X2%(X?% + p)? = (3X2% +p)2(3X2 + 4p)
w@)(QX)) = sip#0,
27X3sip=0;

2 2 i
uQHQ(X) = {f}f( MR

2) - Soit Q(X) = X3 —6X2%2+7X + 7 ; alors,
u(Q(X)) = QY(X) = —27X? + 270X — 175,
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tandis que

w(@QMN(Q(X)) = —(3X%2-12X —8)(3X2 —12X +7)?,

w(@(Q(X)) = —(3X2-12X —8)(3X%2 - 12X +7).
3) - Soit Q(X) = X% —6X2% +7X — 3 ; alors,

u(QH(X)) = QY(X) = —27X? — 270X — 175,

tandis que

u(QM(Q(X)) —(3X? — 12X - 8)(3X%2 — 12X + 7)?,

w(Q(Q(X)) = —(3X?-12X —8)(3X% - 12X + 7).

(N.B.: les coincidences qu’on peut observer entre 2) et 3) ne sont pas for-
tuites, en effet, la somme des racines du polynome Q* dans le cas 2) (resp.
3)) est -10 (resp. 10)).

Soient maintenant @ un polynéme et 8 I'application définie par 5(Q) =
u(Q"). En fait, il conviendrait de chasser les éventuelles racines rationnelles
de B(Q) en ne conservant que ses facteurs premiers de degré au moins 2 ; on
ne le fera pas ici pour simplifier ’exposé. Par construction, d(3(Q)) < d(Q).
En itérant cette opération, on voit qu’existe un rang g tel que 89(Q) soit de
degré 1. D’autre part, les coefficients des polynémes 3*(Q) appartiennent
au corps engendré par les coefficients de (). On note (Q) (resp. (o(X))
le composé des polynémes (resp. le polynome suivant dont les racines sont
éléments du corps des coefficients de Q) :

Y(@)(X) =82(Q) 0 A77HQ) 0 -+ 0 B(Q) ° Q(X).

C(X) = u(X(X - B(Q)(0))(X - F(Q) o "1 (Q)(0)) - -~
(X = B(Q) o B77HQ) o+ 2 B(Q)(0)))

Alors, avec ces notations, on obtient le résultat suivant :
Théoréme 10. Le produit u(Q)y(Q)" divise (o(v(Q)).

Démonstration. Par construction, (o(y(Q)) est un multiple des (g + 1)
polyndomes en X :

Q) = 9(Q) o7 HQ) o+ 08(Q)oQ, B (Q)o--08(Q)oQ, ..., Q.
D’autre part, Q' divise 8(Q) o Q et donc (64(Q))’ divise F1(Q) o B4(Q)

pour tout entier <.

On en déduit que (84(Q)) o B71(Q) o --- 0 B(Q) o Q divise Fi*1(Q) o -+ o
B(Q)° Q.

Ces deux remarques montrent que toute racine de y(Q)’ est une racine de
Co(v(Q)) ce qui suffit pour établir la premiére partie du résultat d’aprés le
théoréme 4.
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D’autre part, le méme résultat montre que

Se(r(@)/7(Q) = ulle(¥(Q))),
lequel est un multiple de u(Q) d’aprés la premiére partie de la démonstra-
tion. O

Exemples.
1) - Soit Q(X) = X3—6X2+7X+T7; alors, B(Q)(X) = —27X2+4270X —175,
B(Q)(0) = —175, de méme, en négligeant le facteur 108, 8%(Q)(X) = (X —
500), B2(Q) o B(Q)(0) = —675. Tl vient donc :

Q) = (—27Q?+270Q — 175) — 500

= —27((X —2)(X? —4X — 1)),
Co(X) = X(X +500)(X +675),
Q) = -27((X —2)(X* —4X —1))?,

(r(@) = —27((X -2)(X* —4X - 1))?
x (—27((X — 2)(X? - 4X — 1))? + 500)
x (=27((X - 2)(X? — 4X — 1))% + 675)
= (—=27)3((X —2)(X?% - 4X —1))2(3X% - 12X — 8)

x(3X? - 12X +7)}(X% - 6X%24+7X +7)
x(X3 -6X%+7X —3)

Enfin,

Y(Q)' = —54(3X% — 12X + T)(X? —4X — 1)(X - 2)
est un facteur du terme précédent et le quotient résiduel est bien un multiple
de Q = u(Q).

2) - De méme, Q(X) = X3 —6X2 +7X — 3 ; alors, B(Q)(X) = —27X? —
270X — 175, B(Q)(0) = —175 et, en négligeant le facteur 108, B2(Q)(X) =
(X —500), 8%(Q) o B(Q)(0) = —675. On retrouve :

Co(X) = X(X +500)(X + 675),
Q@) = —27((X —2)(X* —4X - 1)),
et
e(Y(Q)) = —27((X —2)(X*-4X —1))?

x(—27((X — 2)(X? - 4X —1))? + 500)
x (—27((X — 2)(X?% — 4X — 1)) + 675)

= (—273((X = 2)(X? —4X —1))2(3X2 — 12X —8)
x(3X% -12X + 1)2(X3 - 6X%2 +7X +7)
x (X% - 6X%+7X - 3).
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Enfin, le produit Qv(Q)’ est un facteur du terme précédent.

5. AUTRES APPLICATIONS DU THEOREME DE MASON

5.1.  Le théoréme de Mason est un outil de classification. L’idée est la sui-
vante : De multiples résultats de théorie des nombres se déduisent d’identités
algébriques ou de spécialisations convenables & lintérieur d’identités al-
gébriques. Regrouper ces résultats en fonction de l'identité algébrique leur
ayant donné naissance est une classification et 'ensemble des cas d’égalité
CE (ou cas d’égalité locaux CEL) fournit un tel outil de référence.

On va illustrer ce discours par quelques exemples.

1) - (avec S. Abgrall-Duchemin, cf. [A-D, L])
$) (X =3)2-5)3—(X2+1)(X%2-9X +19)? = 332X —11)
peut étre exploité dans deux directions étrangéres :
- D’une part, la spécialisation
X = (11204425 -11)/(22° — 2225 - 2)
= (11(Z2°5-27%)/2+42)/(2°5 - Z75 - 11),
(qu’on peut décomposer en X = (11U +2)/(2U —11), ou U = (V -V ~1)/2
et V = Z5) dans ($) conduit 4 la relation :
G® — H? = 1728F®
ou
FV,W) = VW(V -11vSw5 - w10),
GV,W) = (V¥ 4 228VIWS5 + 494V 10W 10 _ 208 W15 + w20)
= —11"%Hessien(F),
HWV,W) = (Vw102 _ 522V W> — 10006V W0 + 52215
+W?)
= —(20)"!Jacobien(F),
sont les invariants de Klein pour l'icosaédre. Cette relation (syzygie dont ($)
est une résolvante), écriture projective d’'un élément de CE , a été utilisée
par F. Beukers (cf. [B]) pour traiter 'équation diophantienne : x5+ y3 = 22
(ou les inconnues z,y, z vérifient pged(z,y, z) = 1).

- D’autre part, des spécialisations entiéres convenables dans ($) (qu’on
construit & partir du cas d’égalité (*) (X —1)32(X +2) — (X +1)2(X —2) = 4
du §1) conduisent au résultat de Danilov et Schinzel :

Il existe une infinité de couples (a,b) d’entiers vérifiant :

0<|a® -1 <2-3-572/a/5,

montrant explicitement le caractére optimal de la conjecture de Hall :
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Il existe une constante C positive vérifiant, pour tout couple (a,b) d’entiers
naturels avec a3 # b , |a® — b?| > C/a.

Par exemple, la relation pour laquelle le quotient |a® — b?|/\/a vaut
0,96598136437 ... (inférieur a 0,9659813662799 < 2.33.575/2) :

(22-2399-60659-553187221)° — (17-19-61-839-109441-555301 - 181879441)?
=3%.5-11-41-3001
se déduit du choix X = X dans ($) avec :

X, = (((2-11 - 31 + 61V125)%"+3
+(2-11-31 — 61V125)4"+3) /9 — 3)2/5 — 1 ;

la suite (X,,) fournit le point d’accumulation 2-33 - 575/2 pour |a® — b%|/1/a

(le plus petit & ce jour) mais on connait des points isolés meilleurs a ce titre

comme |23 — 32|/v/2 et 11 autres exemples jusqu’a (23 - 197 - 6221)3 — (3 -

19-491-5347183)2 = —2-5-109, (2-5-109/v/23 - 197 - 6221 = 0, 20530...).
En fait, la conjecture (abc) implique (cf.[L.3]) :

u(@® = b%) > (Va)'~*
ot pged(a,b > u) et |a® — b?| >, (v/a)!~¢ (sans restriction).

2) - les travaux de Beukers évoqués ci-dessus ne concernent pas seulement
I'équation z® +y3 = 22. En fait, toutes les équations AzP + By? = C2" dans
le cas p™* +q7 ! +r7! > 1 (A, B,C entiers # 0 donnés, z,vy, z inconnues
entiéres # 0 premiéres entre elles) qui admettent une solution en ont une
infinité d’autres, lesquelles sont décrites par une famille finie de paramétri-
sations polynomiales liée aux invariants de Klein des polyédres réguliers
[N.B. : L’hypothése p~! + ¢~ ! + 771 > 1 exclut toute contradiction avec la
conjecture (abc) de laquelle se déduit notamment la finitude de ’ensemble
des solutions de I’équation AzP + By? = Cz" lorsque p~ ' +¢ ' +r~1 < 1,
finitude prouvée directement par Darmon et Granville]. La classification
des solutions par spécialisation dans des éléments de CE convenables donne
lieu a des résultats de descente déduits de calculs de D. Zagier comme le
suivant :

Théoréme 11 (cf.[L.5]). (i) Toutes les solutions de l’équation diophan-
tienne a*+b% = ¢ (avec a, b, c entiers non nuls premiers entre euz) s’obtien-
nent par des spécialisations rationnelles convenables dans l'identité :

(*) (X-1D}(X+2) - (X +1)}(X -2)=4.

(ii) Toutes les solutions de I’équation diophantienne a*+b3 = c? (avec a,b,c
entiers non nuls premiers entre euz) s’obtiennent par des spécialisations
rationnelles convenables dans les identités :

(*) (X-12(X+2) - (X+1)?*(X-2) =4
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14+ (3X +1)(X —1)® = X?(3X? — 8X +6).
(ili) Toutes les solutions de l’équation diophantienne a®+b® = ¢? (avec a, b, c

entiers non nuls premiers entre euzr) s’obtiennent par des spécialisations
rationnelles convenables dans les identités :

3(X? - 3)2 —4(2X - 3)3 = (3X —5)(X —3)°

(X +1)3 - (X -1 =23X%+1)
(ou X3 - (X —1)(X2+ X +1)=1).

5.2. (Avec A. Nitaj, cf. [L,N]). Les éléments de CE sont intéressants en eux-
mémes dans 1'optique d’un probléme sur ’ensemble dérivé L’ de I’ensemble
des valeurs prises par la quantité

log ¢/ log(u(ab(a + b))

ot, comme & ’habitude pour la conjecture (abc), (a,b) décrit ’ensemble des
couples d’entiers positifs premiers entre eux .

La borne supérieure de L' est au moins 1 (choisir a = 1,b = 2n); dire
qu’elle est au plus 1 revient donc a établir la conjecture (abc) ; si cette
derniére est vraie, alors L' C [1/3,1] (cf. [B,F,G,S]) ; dans cette référence, on
montre aussi que [1/3,15/16] D L’ en incluant dans L' des intervalles dont
les bornes sont reliées a I’écriture de cas d’égalité (R, S) pour le théoréme de
Mason. Dans le cas présent, on désire de plus que les polynémes R, S, R— S
soient & coefficients entiers et que le niveau (i.e. la borne supérieure des
degrés des facteurs irréductibles intervenant dans RS(R — S)) soit au plus
4 (This restriction on the degrees is regrettable but is typical of the current
state of knowledge, cf.[G,N], loc. citée). Si ces conditions sont vérifiées,
alors on peut envisager (cf.[B,F,G,S],[G,N]) pour L' un minorant o de la
borne supérieure avec (en niveau 4) o = 3D/(3(D + 1) + 1). Par suite,
il est intéressant de découvrir des cas d’égalité de bas niveau et de degré
grand. A. Nitaj a produit une identité (£) de degré 48 reliée aux polynémes
homogenes A(s,t), B(s,t), C(s,t) déja évoqués dans les travaux de Beukers
(et liés eux-mémes aux invariants de Klein de octaédre) : A* + B% = C?
avec

A(s,t) = (s%+ 3t%)(s* — 185%2 + 9t%),
B(s,t) = 4st(s? — 3t2)(s* + 65°t> + 81t*)(3s* + 2522 + 3t1),
C(s,t) = (s*— 252 +9t")(s* +305%% + 9t4),

ce qui permet d’améliorer en 36/37 =3 -48/(3- (48 + 1) + 1) (cf.[G,N]) la
borne 15/16 de [B,F,G,S].
Ce cas d’égalité (£) pour le théoréme de Mason s’écrit :

(£) I*-H'=JK
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avec :
H = 4Z(32%-1)(812* + 622 +1)(32* +22% +3),
I = (92*-1822 +1)(32% +1),
J = (92*+3022+1)(92* -22% +1),
K K'K"
ou

K'(Z)=K"(-2Z) = (272* — 3623 + 302% — 12Z - 1)
x (32* - 1223 —102% - 4Z —1)(9Z* + 1223 + 622 — 4Z + 1).

La factorisation naturelle fournit H? + I* = J3 et permet, grice au
changement de variable Z = t/s de retrouver les polynémes A, B, C précé-
dents ; plus précisément, on passe de (*) & ces derniers en composant
les transformations : X = —(6Y +4)3Y +10)",, Y =T+ 7T, T =
(U ~-1)%/4U, U = 3(T/S)2.

La démarche est ici inverse de celle précédente ou ’on effectuait une

descente. Ici, on cherche & écrire des identités de grand degré et de niveau
> 4. Celle ci-dessus s’obtient par spécialisation dans une identité de CEL :

(X -D4X 42?2 - (X + DX -2)2 =8X(X? -3),

se déduisant aussitot (si (R, S) appartient & CE (resp. CEL), alors (R™, S™)
appartient 3 CE (resp. CEL)) de (*) (X —1)2(X +2)— (X +1)3(X —-2) = 4.
Précisément, on peut vérifier le résultat de calcul suivant (cf. [L-N]) :

Théoréme 12. Soient F' et G les polynémes :

F(Z) = (9243022 +1)(92*-222+1)
G(Z) = 209Z*+122%+62% —4Z +1)(92* — 1273 + 6Z% + 4Z + 1).

La spécialisation X = —G(Z)/F(Z) dans Uidentité (se ramenant & (*)) :
(X -DHX +2)?2 - (X +1)*(X —2)? =8X(X?-3)
fournit Uidentité (£).

Remarque. Une variante de (£) s’écrivant (K'K")? + 4H?I* = J avec
les notations précédentes se déduit aussi de la variante par translation :
(U+4)(U+1)2 - (U +3)2U =4 de (*) avec :

U=—(2"2(322 —1)(32% +1)%/(92* + 3022 + 1)(92* — 22 + 1))*.

De fait, toutes ces spécialisations sont bien siir gouvernées par le théoréme
de Mason (au sens élargi), plus précisément par la variante suivante des
théorémes précédents :
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Théoréme 13 (cf.[L.5]). Soient A(X) + B(X) = C(X) un cas d’égalité
pour le théoréme de Mason et R(T)/S(T) une fraction rationnelle. La spé-
cialisation X = R(T)/S(T) dans l’identité précédente fournit un nouveau
cas d’égalité pour le théoréeme de Mason si et seulement si le wronskien
(RS' — R'S)(T) divise le polynéme (ABC)(R(T)/S(T))S(T)*P (D désig-
nant le plus grand des degrés des polynémes A, B,C).

En fait, pour conserver un bas niveau, la difficulté consiste a effectuer
des spécialisations fournissant de multiples factorisations et répondant aux
conditions du théoréme 12 ; c’est précisément le but de [L-N].

En utilisant le théoréme 13, on voit que des relations comme (*) peuvent
s’auto-engendrer. Ainsi, l'identité (*) - issue de (T'+4) — T = 4 comme on
vient de le voir - engendre elle-méme une suite de cas d’égalité : en effet, (*)
sécrit par décalage T(T — 3)%2 — (T — 1)%(T — 4) = 4 (expression contenant
les facteurs T et (T — 1)) et la spécialisation T = (X — 1)2(X + 2)(X +
1)72(X — 2)~! de wronskien associé¢ X2 — 1 (cf. ci-dessus) conduit donc &
un nouveau cas d’égalité :

(X +2)(X —1)3(X3-3X —4)? — (X —2)3(X +1)5 = —12X3 + 36X + 40.

Ce dernier s’écrit aprés décalage sous la forme suivante ol réapparaissent
les facteurs T' et (T' — 1) :

(T + 3)T*(T3 + 3T? — 6)2 — (T — 1)3(T + 2)% = —1273 — 3612 + 64,
d’ott, & nouveau par la spécialisation T = (X — 1)2(X + 2)(X +1)72(X -
2)~ 1

A2X)(X -DHX +2)3(X3-3X -1) - B(X)(X + )2 (X - 2)8
=4(3X% - 9X —2)8

AX) = X°-9X" —24X%+27X° + 144X* + 9X° — 216X

—108X — 16,
B(X) = X%-9X"-33X%+27X"%+198X* +21X3 — 297X?
—144X - 20,

et on peut poursuivre ...
On peut faire plus & partir des deux corollaires suivants du théoréme 13.

Corollaire 1. Si un couple de polynémes (R, S) engendre un cas d’égalité,
alors le wronskien du faisceau engendré par R et S est égal @ RS(R —

S)/u(RS(R — S)).
Exemple. Le wronskien associé & l’identité

(T + 5)(T — 4)%(T + 1)3 — (T — 5)(T + 4)*(T — 1)3 = 432T
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est (T +4)(T — 4)(T + 1)2(T - 1)%.

Corollaire 2. Si deuz couples de polynémes (R(X), S(X)), (U(X), V(X))
appartiennent & CE et si de plus X(X — 1) divise UV(U - V), alors la
substitution de R(X)/S(X) a X dans le cas d’égalité engendré par (U,V)
fournit un autre élément de CE (par suite, si X (X —1) divise aussi RS(R~—
S), alors la substitution de R(X)/S(X) & X dans le cas d’égalité engendré
par (R, S) peut étre itérée, d’ou une branche infinie dans l’arbre CE).

Exemple. R(T) = U(T) = (T +5)(T — 4)*(T + 1)3, S(T) = V(T) =
(T - 5)(T + 4)*(T — 1) donne naissance &
(X +5)(X -5)°(X —4)?(X + 49X +1)3(x - 1)¥®
— 21036 x3(X® — 30X* + 165X 2 — 324X + 80)
x (5X% — 150X* + 825X? — 648X + 400)2

= (X®-30X*+165X2 — 144X +80)(X° —30X* +165X2 — 360X + 80)?
x (X® —30X* +165X2 + 80)3,

identité qui s’écrit plus commodément en posant A(X) = X% — 30X* +
165X2 + 80 :

(X +5)(X -5)°(X —4)2(X +49°(X +1)3(x -8
— 21038 X3 (A(X) — 324X)(5A(X) — 648X)2

= A3(X)(A(X) - 360X)2(A(X) — 144X).
REMERCIEMENTS. L’auteur remercie vivement le rapporteur pour la préci-

sion de ses remarques et corrections.

N.B. : Relativement a la conjecture de Hall (cf. 5.1), N. Elkies a mis
récemment (8/1998) en évidence deux exemples nouveaux pour lesquels le
rapport |a® — b%|//a améliore celui donné au §5 :

(3-7211- 38791 - 6975841)3 — (2 - 32 - 15228748819 - 1633915978229)>
=33.72.17-73

(3-89-97-319147 - 4611407) — (13- 73 - 10939 - 395141 - 1814115338729)2
= 2-5-3003227,

ainsi, si C' existe, C' < 0,021459.
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