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Minorant de la dérivée au point 1 de la fonction
L attachée à une courbe elliptique de Weil

par MOHAMED KRIR

0. Introduction

Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Notons N son conducteur
et L(E, s) sa fonction de Hasse-Weil ([15],§8). Supposons que E est une
courbe de Weil (ce qui est conjecturalement toujours le cas) et que L(E, 1)
est nul. En 1988, Kolyvagin (cf. [2]) a démontré que si L’(E,1) est non nul
alors la courbe E est de rang 1. Considérons alors une courbe elliptique de
Weil E de rang 1 et supposons que L’(E,1) est non nul. En utilisant une
formule bien connue de Gross et Zagier ( cf. [3]), on donne un minorant
(dépendant esssentiellement de N) de L’(E,1). On en déduit en particulier
que pour une courbe elliptique de Weil de conducteur premier p et vérifiant
la condition L(E, 1) = 0, on a L’(E,1) = 0 ou bien

avec

Dans le premier paragraphe on rappelle la formule de Gross et Zagier
(loc. cit). Les autres paragraphes sont consacrés à l’estimation de chacun
des facteurs qui interviennent dans cette formule.

1. La formule de Gross et Zagier

Pour tout entier N &#x3E; 1 on note ro(N) le sous-groupe de SL2(Z) formé

des matrices carrés C d J telles que N divise c. Ce groupe opère surÎ C d)
le demi-plan de Poincaré ’

Manuscrit reçu le 25 Janvier 1994.



282

Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Notons N son conducteur et
L(E, s) sa fonction de Hasse-Weil ([15] §8) et posons

On dit que E est une courbe de Weil (faible dans la terminologie de [9]) s’il
existe un morphisme cp non constant, défini sur Q de la courbe modulaire
Xo(N) dans E. Tel est le cas si et seulement si la fonction fE définie sur
1t par

est une forme modulaire parabolique de pois 2 pour et f E est alors
une newform de poids 2 et de niveau N au sens d’Atkhin-Lehner (1~, nor-
malisée (i.e. telle que al = 1).

Supposons que E est une courbe elliptique de Weil de conducteur N.

a) Posons ~1(E, s) _ (2n-)-Sf(s)Nsj2 L(E, s). On sait alors que cette fonc-
tion A vérifie l’équation fonctionnelle A(E, s) = EA(E, 2 - s) avec E = 1 ou
-1. Dans cet article on suppose que E = -1.

b) Le carré scalaire de Petersson de la newform f E de poids 2 et de niveau
N associée à E est par définition

où D est un domaine fondamental quelconque de 1-l modulo l’action de

c) Soit p : Xo (N) - E un morphisme non constant défini sur Q. Soit
wE une forme différentielle de Néron sur E : c’est une forme différentielle

qui s’étend en une forme différentielle régulière et partout non nulle sur le
modèle de Néron de E, propriété qui la caractérise au signe près. Puisque
le morphisme cp est défini sur Q et que la forme différentielle 2i-rfE(-r)dr
est rationnelle sur Q, il existe un nombre rationnel non nul cE appelé la
constante de Manin relative à E, tel que

Posons
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Le nombre 2 IIWE 112 est souvent appelé l’aire ou le volume de la courbe E
pour la différentielle wE. Le degré du morphisme p, la norme de Petersson
de la newform fE associée à E, l’aire de la courbe E pour la différentielle
c.vE et la constante de Manin cE relative à E sont liés par l’égalité

En effet on a successivement

d) Soit K un corps quadratique imaginaire de discriminant D premier à
N. On note xD le caractère quadratique relatif à K. On suppose que tout
facteur premier de N se décompose totalement dans K. Posons

C’est la série L associée à la courbe elliptique obtenue en tordant la courbe
E par le corps K, (i.e. la courbe elliptique d’équation D y2 = x3 + ax + b
si on suppose que y2 = x3 + ax + b est une équation de Weierstrass de E).
La série L(E/K, s) associée à la courbe elliptique E, regardée sur K est
alors égale à L(ED, s)L(E, s). Et compte tenu de l’hypothèse faite en a)
sur le signe de l’équation fonctionnelle de la série L(E, s), on a L(E,1) = 0
et le point PK de E(K) considéré dans le théorème de Gross et Zagier ([3],
th. 2.1, p.311) est tel que le point P = 2PK appartient à EQ). La formule
énoncée dans ce même théorème s’écrit alors
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ou encore en tenant compte de (1)

où h est la hauteur de Néron-Tate relative au diviseur (0), définie sur E(Q)
( c. f . §2) et où 2u désigne le nombre de racines de l’unité dans K.

Selon que l’on dispose d’informations sur la constante de Manin ou sur
le degré de cp, on utilisera la formule (2) ou (2’) pour minorer le nombre
L’(E, 1) quand il n’est pas nul. Dans tous les cas on aura besoin de majorer
IDI et L ( ED,1 ) et de minorer h (P), puis minorer l’aire de E ou la norme
de Petersson de f E. On a choisi ici d’utiliser la formule (2) pour minorer
L’(E,1).

2. Minorant de la hauteur de Néron-Tate

Soit E une courbe elliptique (pas nécessairement de Weil) définie sur
Q. La hauteur de Néron-Tate, relative au diviseur (0), sur est une

fonction h : E(Q) --~ R qui s’annule en un point P si et seulement si
P est un point de torsion. Elle définit par passage au quotient une forme
quadratique définie positive

D’autre part, la hauteur Â admet en tout nombre premier p une composante
locale Àp et en la place à l’infini une composante et pour tout point P
d’ordre infini de E (Q) on a :

2.1. Hauteur locale en p

Considérons un modèle minimal de Weierstrass à coeHicients entiers, de
la courbe elliptique E, d’équation

Écrivons 0(E) son discriminant (cf. [15], § 1 ou [14], p. 46) pour la
définition de A(E) en fonction des ai). Notons Ep la cubique (éventuelle-
ment singulière) dont une équation est obtenue par la réduction modulo
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p de l’équation ci-dessus. Notons £0 la composante neutre du modèle de
Néron de E : les points de £°(Q) sont ceux dont la réduction modulo
n’importe quel nombre premier p est un point non singulier de E~.

La hauteur locale en la place p est une fonction Ap : E(Qp) - {0} ---~ R.
Sa valeur en un point P = (~(P), !/(?)) de £O(Qp) est (cf. [13], p. 635)

où vp est la valuation de Qp (normalisée par vp(p) = log(p)). Ainsi, pour
tout point P de on a

2.2. Hauteur locale à l’infini

Soit E une courbe elliptique définie sur C. Soient T un nombre com-
lexe de partie imaginaire strictement positive, $ : E - ZT) un
isomorphisme de courbes elliptiques, P un point de E(C) et z un nom-
bre complexe dont la classe modulo ZT) est égale à Posons

qu - pour tout nombre complexe u. Alors A,,.(P) est égal (cf. [13],
p. 635) à la fonction :

où B2 (T) = T2 - T + ) pour 0 ::; T  1 (prolongé périodiquement modulo
1) .
On ne peut pas toujours minorer mais on peut le faire pour un

multiple convenable deP. Plus précisément on a le lemme suivant :

LEMME 1. Pour tout point P d E(C) on a :

Démonstration. Choisissons T dans un domaine fondamental de 7-l modulo
l’action de SL2(Z). On a en particulier ~m(T) &#x3E; f/2. Posons q = 
On a alors
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Considérons un isomorphisme D : E ( C ) - C / ( Z ® Zr) de courbes
elliptiques. Soit P un point de E(C) tel = a + br avec

0  a, b  1. Remarquons d’abord que l’on a f (T,1 + T - z) = 
Donc on peut restreindre les réels a et b à l’intervalle ]0, /2]. D’autre part,
on a Iqzl = qb. D’où :

avec

Pour démontrer le lemme il suffit de minorer g(q, b) par (-3/10) quand
b parcourt l’intervalle ~0,1/5~. En effet, si P est un point de E(C) tel
que ~(P) est la classe d’un nombre complexe a + lrr avec 0  b  1/2,
alors l’un des quatres points ~(P), ~ ~ ~ , ~(4P) est la classe d’un nombre
complexe de la forme a + (3r avec Q appartenant à ~-1/5,1/5~. Et comme
~~(-P) = f(r, -z) = f(r, z) _ ~~(P), on aura le résultat.
Supposons alors que 0  b  1/5. On a :

a) La majoration

b) Posons h(q, b) = ZB2(b) Cette fonction et ses dérivées
successives par rapport à b sont données par :
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Puisque b appartient à ~0,1/5~, on a h (3) (,q, b)  0 et par suite h~2&#x3E; (q, b)
est strictement décroissante en b. Or, la limite en 0 de h’ (q, b) est nulle et
h’(q,1/5) &#x3E; 0 compte tenu de (*). Donc h’(q, b) &#x3E; 0 et h(q, b) est croissante
en b. Ainsi, on a :

En combinant (a) et (b) on a le lemme.

2.3. Minorant de h(P)
Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Rappelons que £0 désigne la

composante neutre du modèle de Néron de E. Pour tout nombre premier
p où E a mauvaise réduction, notons mp le plus petit entier qui annule le
groupe On sait alors que mp est égal à l’exposant en p de
0(E) si E a en p mauvaise réduction de type multiplicatif et à 2,3 ou 4
dans les autres cas. Pour les différents types de réduction (cf. [14], p. 359).
Posons

La proposition suivante donne un minorant de la hauteur de Néron-Tate
sur E(Q) .

PROPOSITION 1. Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Notons 0(E)
son discriminant. minimal. Alors pour tout point d’ordre infini de E(Q) on

Démonstration. Compte tenu de (3), (4), (5) et du fait que h(nP) =
n2 h(P) pour tout entier n, on a pour tout point P de É°(Q) l’inégalité
h(P) &#x3E; is ~ 1°g ~° E - ô ~ . D’autre part, pour tout point d’ordre infini de
E((a), le point ME P appartient à ~(Q). D’où la proposition.

COROLLAIRE. Pour toute courbe elliptique de Weil E de rang 1 et pour
tout point d’ordre infini de E(Q) on a :

Démonstration. En effet, dans ce cas 0(E)~ &#x3E; 37 et par suite
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2.4. D’autres minorations de h(P)
a) Dans ( ~5], cor. 4.3.2, p. 39) on donne également des minorations

de h(P) pour une courbe elliptique quelconque définie sur Q. Les résultats
qu’on obtient sont plus précis que ceux présentés ici mais les démonstrations
sont plus longues. Dans ( loc. cit ) les minorations obtenues sont de la forme

où l’entier n et la constante c sont calculés de manière optimale et dépendent
des différents signes des invariants c4 (E), c6 (E) et (E) de la courbe E
munie d’une forme différentielle non nulle quelconque. On montre en par-
ticulier que n = 9 et c = 0 conviennent à toutes les courbes elliptiques. Ce
qui donne : 

~

b) Hindry et Silverman démontrent dans ([4],th. 0.3) que pour toute
courbe elliptique E définie sur Q, de conducteur N(E) et pour tout point
P d’ordre infini de E(Q) on a :

Le minorant donné dans a) est meilleur que celui de Hindry et Silverman
au moins pour les courbes elliptiques de conducteur ~1i(E)  1010.

3. Majorant de IDI
Il s’agit de prouver l’existence d’un entierD  0, tel que le corps Q( VD)

vérifie les conditions du ( § 1. d) ) et tel que L (ED,1 ) soit non nul. Ensuite,
il faut majorer la valeur absolue d’un tel entier D. On aura besoin du lemme
auxiliaire suivant :

LEMME 2. Pour tout entier N &#x3E; 3 on a

où ’P désigne la f onction indicatrice d’Euler.

Démonstration. Pour tout entier N et pour tout entier positif impair 6
divisant lV, posons :
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Remarquons d’abord que si N = 2’’N’ avec N’ impair alors on a S(N) =
S(N’). Il suffit donc de montrer le lemme pour N impair.
a) Pour tout nombre premier impair p et pour tout entier n &#x3E; 1 on a :

D’où

b) Pour tout nombre premier p impair, pour tout entier M premier à p,
pour tout diviseur 8 de M et pour tout entier n &#x3E; 1, on a :

et comme la fonction p est multiplicative, on a

et par suite

D’après (a) et (b) on a le lemme.

La proposition suivante précise un majorant de 

PROPOSITION 2. Soit E une courbe elliptique de Weil. On note N son
conducteur et on suppose que le signe de l’équation fonctionnelle de sa
série L(E,s) (t c.f. §1. a) est égal à (-1). On pose
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Alors il existe un entier D  0 tel que tout nombre premier qui divise N
se décompose totalement dans et 0 (c.f. §1 pour la
définitions de L(ED, s)). On a de Plus :

Démonstration. Dans ([6]) on donne la démonstration de cette proposi-
tion en travaillant avec une newform f de poids 2 et de niveau N au
lieu d’une courbe elliptique. On en rappelle ici le principe en apportant
une amélioration en (7). Le majorant de ~D~ donné dans (loc. cit ) est

On considère la newform f E attachée à la courbe elliptique E comme
au §1. La série de Dirichlet associée à f E est alors égale à L(E, s) et pour
tout caractère XD comme au §1, la série de Dirichlet associée à ( f E Q9 XD)
est égale à L(ED, s).
À la forme f E, Waldspurger ([16]) associe une forme modulaire non nulle

gE = E bnqn et un caractère de Dirichlet pair X tels que gE est de poids
3/2 et de caractère x. De plus, la non nullité d’un coefficients bn de la
forme gE équivaut aux deux conditions : tout nombre premier qui divise
N se décompose totalement dans Q( J15) et L(ED, 1) ¥= 0 avec D = -n.
Pour prouver (~), il faudrait donc majorer un entier n pour lequel on a

0. Pour cela il faudrait estimer le niveau M de la forme modulaire

gE . En suivant la construction de Waldspurger des facteurs locaux de gE,
on montre que l’on peut prendre pour 1Vl un entier divisant 2"NN’ 2-
On applique enfin un lemme de Shintani ([12], lemme 3.2, p. 122) à la

forme gE pour prouver l’existence d’un entier

( c f . lemme 2 pour la définition de cette somme) tel que 0. On prend
alors D = -n et compte tenu du même lemme et du fait que M est un
diviseur de 21INN’2, on obtient n  384 NN~2 S(N).

4. Majorant de [

LEMME 3. Pour tout entier naturel n, le nombre de diviseurs positifs de n
vérifie l’inégalité :

-,. r--

Démonstration. Commenons par majorer d(p~) où p est un nombre premier
et r est un entier positif.
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et pour tout entier

Donc, par récurrence sur r

b) Si p = 3, on a d(3) = 2, et pour tout entier

Donc, par récurrence sur r on a ~ 1

La proposition suivante donne un majorant de [ (cf. SI pour la
définition de L(ED, s).)
PROPOSITION 3. Soit E/Q une courbe elliptique de conducteur N t et dont
une équation de Weierstrass est y2 = x3 + ax + b. Soit D un entier négatif
et premier à N. Alors la valeur en s = 1 de la série de Dirichlet L(ED, s)
associée à la courbe elliptique ED t d’équation Dy2 = x3 + ax + b, vérifie
l’inégalité :

Démonstration. Posons D’aprés Manin ([7], th. 9.3,

p. 61) on a l’égalité suivante :

et on sait que pour tout entier n, 1  où d(n) est le nombre
de diviseurs positifs de n, donc par le lemme 3, on aura Jan l  nJ3. Par
ailleurs on a toujours ~XD(n)~1-XD(-1V)~~ _ 2, donc :
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5. Minorant de l’aire de E

5.1. Un lemme auxiliaire

On va commencer par démontrer un lemme auxiliaire. Rappelons d’a-
bord quelques notations usuelles. Soit 7 un nombre complexe de partie
imaginaire strictement positive. Posons comme d’habitude qT = e2i7rT et
considérons les séries convergentes suivantes :

où pour tout entier k et pour tout entier n,

LEMME 4. On a les inégalités suivantes :

Démonstration.
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et puisque 1 - q  1 - q’~  1, on a successivement

Dans cette dernière somme les termes sont de signes alternés, et de valeur
absolue strictement décroissante, comme il résulte des inégalités suivantes :

On a par conséquent :

et

d) Remarquons d’abord que la fonction qui à t &#x3E; f/2 associe E6(1/2 +it)
est strictement décroissante. En effet, la dérivée par rapport à t de cette
fonction est égale à 1008 et cette somme est du signe

de son premier terme, donc négative car, pour t &#x3E; 3/2, il vient :
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Posons maintenant 1, , on a alors

On va maintenant distinguer trois cas.

cas 1: Si T = it avec t &#x3E; 1, 1728 et 

1 car ~m(T) &#x3E; 1 et E4(T) &#x3E; 1 (remarquons ici que l’on peut montrer que
le minimum de la fonction 9 est atteint en T = i).

et par suite

Considérons alors la fonction f définie sur le demi- plan de Poincaré 1-l par :

Cette fonction est à valeurs réelles, de classe (C°°) en (x, y) (où T = x+iy),
et invariante par SL2 (Z) car la fonction A est une forme modulaire de poids
12.
Posons :

On a alors :

Pour que la différentielle de f s’annule en T, il faut et il suffit que = 0,
c’est à dire d’aprés Masser ([8], lemme 3.2) que T appartienne l’orbite de i
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ou de p sous SL2(Z). Cette différentielle en eie est nulle sur la normale au
cercle unité. Par conséquent la fonction 0 - admet sur ]7r/3,7r/2[
une dérivée non nulle, de signe constant ; ce signe est négatif puisque l’on
a

et d’après (a) et (c) on a f (i)  f (p). Ainsi, quand 0 varie dans ]7r/3,7r/2[,
on a

Ceci achève la démonstration du lemme.

5.2. Minorant de l’aire de E

Considérons maintennant une courbe elliptique E définie sur Q, et dont
un modèle de Weierstrass minimal à coefficients entiers a pour équation

Prenons comme d’habitude wE = dx/2y+alx+a3 pour forme différentielle
de Néron sur E. Soient c4(E) = c4(E,cvE) et c6(E) = c6 (E, WE) les invari-
ants habituels attachés à E. Pour leurs définitions en fonction des ai, voir

par exemple ([14],p. 46). Rappelons que l’on a posé :

PROPOSITION 4. Pour toute courbe elliptique E définie sur Q on a

Dérraonstration. À la paire est associé un réseau de C de la forme

ZT) où SZ est un réel positif et T est un nombre complexe de partie
imaginaire &#x3E; 0 et qui est de la forme T = it si A(E) &#x3E; 0 et T = (1/2) + it
si A(E)  0. Posons q = et A = Alors (E,WE) est isomorphe
à (C*lqZ,f2dulu) et on a :
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D’où:

est la fonction définie au lemme 4. Cette fonction est invariante par SL2 (Z)
car les fonctions E4 et E6 sont des formes modulaires de poids respectifs 4
et 6. Et puisque la courbe E est définie sur Q alors pour minorer 1/;( T) il

suffit de faire varier T sur le bord du demi-domaine fondamental P === {r E
C / 0  ~ (T ) _ 2 et 1}. Et par le lemme précédent on sait alors que
1/J( T) &#x3E; 1. D’où le résultat.

6. La constante de Manin

Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Notons N son conducteur.
On dit que E est une courbe de de Weil forte s’il existe p : Xo(N) - E
un morphisme non constant défini sur Q et qui ne se factorise pas par une
isogénie E’ - E de courbes elliptiques de degré &#x3E; 1. Un tel morphisme
p est appelé une paramétrisation de Weil forte de E. On sait que toute
courbe de weil ( c. f . § 1 ) est Q-isogène à une unique courbe de Weil forte.

Soit E une courbe de Weil forte de conducteur N. Rappelons que la
constante de Manin cE relative à E est définie par la relation

où WE est une forme différentielle de Néron sur E et JE est la newform de
poids 2 et de niveau N associée à E ( c f . § 1 ) . Quitte à changer wE en son
opposé, on peut supposer que cE &#x3E; 0. On conjecture que la constante CE
est toujours égale à 1. Dans cette direction, on a les résultats suivants ( c f .
[10]) :
a) la constante cE est un entier naturel ;

b) si p est un nombre premier impair et p2 ne divise pas N alors p ne divise
pas CE ]

c) si 4 ne divise pas N alors 4 ne divise pas cE. Si de plus a2 (le deuxième
coefficients de Fourier de f E ) est pair alors 2 ne divise pas cE ;

d) si lV est sans facteur carré on déduit de (b) et (c)

Récemment, Edixhoven a démontré (mais pas encore publié) que pour
un conducteur ~V quelconque, tous les nombres premiers &#x3E; 7 ne divisent
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pas cE. En suivant la même méthode on doit pouvoir majorer les exposants
en 5 et 7 de cE. Mais pour les exposants en 2 et 3, on ne sait rien à l’heure
actuelle.

7. Les résultats

Rappelons les données et notations des pragraphes précédents. On con-
sidère une courbe elliptique E définie sur Q. On note N son conducteur,
A(E) son discriminant minimal, c4(E), c6(E) les invariants habituels as-
sociés à E et enfin L(E, s) sa série de Dirichlet. On suppose que E est une
courbe de Weil et qu’elle vérifie comme au §1. (a) l’hypothèse :

(S) le signe de l’équation fonctionnelle de sa série L(E, s) est - 1.

Rappelons aussi que cE désigne la constante de Manin relative à E (cf.§6) et
que le conducteur N et le discriminant A(E) sont divisibles par les mêmes
nombres premiers. Écrivons alors

et posons :

Le théorème suivant traite le cas général d’une courbe elliptique de Weil.

THÉORÈME 1. Soit E une courbe elliptiques de Weil de conducteur N et
vérifiant l’hypothèse (S). Alors on a L’(E, 1) = 0 ou bien

Démonstration. L’hypothèse (S) veut dire que L(E, 1) est nul. Si L’(E, 1)
est non nul alors en utilisant la formule (2) et les inégalités (6), (7), (8) et
(9) on a le théorème : remarquons ici que l’entier ME intervenant dans (6)
est un diviseur de 12 dE et que le nombre u intervenant dans la formule (2)
est égal à 1 dès que ~D~ &#x3E; 4.

Les deux théorèmes qui suivent traitent successivement le cas d’une courbe
elliptique de Weil semi-stable (i.e. de conducteur sans facteur carré) et le
cas d’une courbe elliptique de conducteur premier.



298

THÉORÈME 2. Soit E une courbe elliptique de Weil vérifiant l’hypothèse
(S). Supposons que son conducteur N est sans f acteur carré. Alors on a

L’(E, 1) = 0 ou bien

Démonstratzon. Comme N est sans facteur carré la constante ME inter-
vanant dans (6) est alors égale à dE et la constante de Manin relative à
E est égale à 1 ou 2 d’après (10). Enfin, l’entier N’ est égal à N ou N/2
suivant que N est impair ou pair.

THÉORÈME 3. Soit E une courbe elliptique de Weil vérifiant l’hypothèse
(S) . Supposons que son conducteur est un nombre premier p. Alors on a

L’(E, 1) = 0 ou bien

Eémonstration. Si L’(E, 1) est non nul alors d’aprés ([2], th.1.3, p. 236) la
courbe E est de rang 1. Et d’aprés Oesterlé et Mestre ( ~11~, th.2, p.183) on
a A (E) = ± p. Par suite on a dE = 1 et le théorème.
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