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Une démonstration élémentaire
du théoréme des idéaux premiers
“via une inégalité du type grand crible.”

par CHEDLI TOUIBI

1. Introduction

Soit K un corps de nombres algébriques (i.e. une extension finie de @)
de degré d. On note o I’anneau des entiers de K.

On désigne dans toute la suite par Na la norme d’un idéal entier a de
K, par p,p;, q, etc des idéaux premiers de K, par Np la norme d’un idéal

. 1
premier de K et on posen =1— —.

d
D’apreés le résultat classique de Weber [5.p : 182] on sait que

(1 E()= ) 1=pz+0(z")

Na<lz

ou p est le résidu en s = 1 de la fonction (x(s) du corps de nombres K,
soit
or1+72 ﬂ-rth

= Res ((n(s),s=1)=
wy/|D|
ou 7y est le nombre de conjugués réels de K,r, le nombre de congugués
imaginaires de K;(r1 + 27, = d), w le nombre de racines de 'unité dans

K, Dle dlscnmlnant du corps K, R le regulateur et enfin h le nombre de
classes d’idéaux de K.

On définit sur les idéaux entiers de K, la fonction de Mobius généralisée
u et la fonction de Von Mangoldt généralisée A par

lsia=o0
p(a) =< (—=1)"si a = py...p, ol tous les p; sont distincts

0 sinon

Ada) = { log(Np)sia=p"s>1

0 sinon

Manuscrit regu le 15 février 1990
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On note
® M) =(3) ¥ we)
Na<lz
et
(3) Uz)= ) Ae)
Na<lzr

et on sait que le théoréme des idéaux premiers d’un corps de nombres est
équivalent & I’'un des deux énoncés suivants

*) ¥(z) ~ z lorsque z — 400

**) M(z) = o(1) lorsque z — 400

Une démonstration élémentaire du théoréme des idéaux premiers peut étre
obtenue a partir de la formule de Selberg pour un corps de nombres [3]

(4) Z log? Np + Z log Nplog Nq = 2z log z + 0(z)
Np<= Npa<ls

ou encore a partir du produit de convolution de Dirichlet et sans utiliser la

formule de Selberg(4)[4].

Nous allons donner ici une nouvelle démonstration élémentaire du théo-
réme des idéaux premiers dans un corps de nombres qui n’utilise aucune des
deux méthodes précédentes, mais qui résulte d’une inégalité du type grand
crible. Cette méthode s’inspire d’une récente démonstration élémentaire
du théoréme des nombres premiers “via une inégalité du type grand crible”

de A. Hildebrand[2].

2. Lemmes

LEMME 1. On a

log N
(5) Z Oirpp = log z + 0(1).

Np<z

Ce résultat est bien connu, on peut le voir par exemple dans 3] ; (lemme

3.1).
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LEMME 2. On a

(6) Z Np loglog:z+C'+0(

Np<lz

DEMONSTRATION: C’est un corollaire du lemme 1 ; en effet, on écrit

Np<:r Np<z NP log Np
log Np

En posant ®(z) = ,
( ) N%;(_I Np

on obtient par la formule d’intégration par parties

1
Z — =loglogz + C + 0(—)
NP<T log
ouonaposé C=1-— loglog?-&-fc>o O(I)ji
LEMME 3. On a
@ S A gy @20,
Na T

Na<r

DEMONSTRATION: La formule d’inversion généralisée de Mobius appliquée
a la relation (1) montre que

1= > p(a)E(z/Na)

Na<lz

1= Y w@)ras +0((37)"}

Na<lr

d’ol ’on déduit que

px Z 'l;\(r—aa) = 0(x)

Na<lz

: p(a)
et par suite — =0(1).
N%f ~va = o)
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LEMME 4. Soit 0 < € < 1. Pour tout ' > « > 2, il existe un nombre
A1 < A < Ay, tel que Pon ait Pinégalité

log Np
(8) 2. Ny 2t

y<Np<y(i+e)

a la fois pour y = Az et y = Az'. Ici 6 = 6(¢) > 0 et Ag = Ag(e) > 1 sont
des constantes dépendant seulement de e.

DEMONSTRATION: Puisque dans le cas d’un corps de nombres, on a encore
la formule de Mertens [cf lemmel]

|
E og N'p = logy + 0(1)
Np
Np<y

et que lorsque y — 400, on a uniformément pour z > y

N
S B8P o)) tog EEY
Np z
< Np<z+y

la démonstration du lemme 3 de [2] s’applique encore dans le cas d’un corps
de nombres.

LEMME 9. L’inégalité

1 Np 1 1
© Y == Y a@ = Y a@f <<= Y la(a)
Np<z p Na<z Na<lz Na<lz
pla

a lieu uniformément pour tout réel x > 2 et toute suite de nombres com-
plexes a(a).

Cette inégalité (9) peut encore s’écrire

Do 12 AW = (Np)T P Ya(a) = D (W) a(a)l

Np<r Na<lz Na<lz
pla pta
<<z Y la(a)]
Na<lz
Posons

()P —(Np)T? i pla
)= { —(Np) P sipta
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alors I'inégalité précédente s’écrit

DY elp,a(a)f <<z Y Ja(a)f?

Np<z Na<lz Na<lz

Par le principe de dualité, cette derniere inégalité est équivalente a

(10) DD epa)bp)P <<z Y |b(p)

Nalzr Np<z Np<z

ou b(p) est une suite arbitraire de nombres complexes.

Nous allons montrer que I'inégalité (10) est équivalente & une inégalité
du type Turan-Kubilius pour un corps de nombres.

LEMME 6. (Inégalité de Turan-Kubilius pour un corps de nombres)

Soit f une fonction a valeurs complexes fortement additive

fl@) =Y f(»).

pla

Pour tout réel x > 0, on pose

A(z) = Z M

Np<z Np
et
B(z)= () IIJ(%P)‘” >0
Np<z
Alors on a
(11) > If(a) — A@®) << zB*(z).

Na<lz:
Si on remplace f(p) par (Np)'/2f(p), Pinégalité (11) s’écrit

DD E(p) - D (Np) T2 (p) << D 1F(0)?

Na<lz pla Np<L«z Np<z

YD epa)f)l <<z Y, 1F ()

Na<sz Np<z Np<az

soit
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qui est I'inégalité (10) avec b(p) = f(p).
Tout revient donc a établir I'inégalité (11).

DEMONSTRATION DU LEMME 6: On peut supposer que f est a valeurs
réelles positives et que z est un entier > 2. Nous devons estimer

S= > If(a) =A@ = D f(a)? —24(z) > fla)+A%(z) D 1.

Na<lz Na<lz Na<lz Na<lz
Posons § = 57 — 25, + 53
ou
Si= Y fla)y =3 O f®)
Na<z Na<lz pla
=Y @Y1+ > () D1
Np<z Na<lz NpNq<lz Na<lz
pla p#q pla;q|a

xr T
Ol‘a ZNaSI 1= pN_p + 0((m)n)

pla
° Z;\lfﬁﬂ b= PNpNq * 0((NPNq)n) i don
S1 < pzB%(z) + pr A% (z) + 0{z™( Z f(pn + Z Zif(;’?f\’(:)
Np<«z NpNg<lz
P#q
D’autre part _
Sp=A(@) 30 1l0)=A@) 35 S0) ez + ()M}
Na<lz Np<Llz
soit Sy = pzA?(z) + 0(=" N%;r (Z{/'(;J))"
Enfin S5 = A%(z) 3. 1= pzA?(z)+ 0(z"A%(z))
Na<lz
Donc
n it J() F(a)
S << zB*(z) + z™{ - + -
N;r p Np%;(:r p Nq
p#4q

Npn-
Np<lz p
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Nous allons montrer maintenant que
z™{...} << zB%(z).

En effet, on a
(1) z" Z ———f(p)% < zB%*(z);

D’autre part, on a

; £(p) S() o) f@
( ) NpNZqSI ]Vpn Nq N;T an Z '

P4 Nq<—

D’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz on peut écrire

S i < BT

Nq(m

ou T(z) = Zl (Ng)'=2" = Zx ph(1=2n).
NqS-N—

k
pSNp

par une intégration par parties, on montre que

x?('l—n) 1
(Np)20-m) "log(z/Np)

T(z) <<

. FICH T 1
d’ou _— " et
Zx Ng™ — (Np)(Np) (log :c),/2
Nq(Np Np

Np<L=z Np(r
Nq<—-——
Np

On applique de nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour évaluer
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1/2

1
) Y Aoy 2 < B | ¥ ——
Np<z Np<z Nplog (Np)

0= Y~ < ¥y
Np<z Nplog — pk<z p¥ log
Np p*

= > > p*(log 22

z'/k
i< [log :c] r<

)7

| log2

La contribution des termes pour lesquels £ > 2 est un 0(1/logz) et pour
k=1,o0na

Z( log——_1 << Z —;—(\/logx)_'

p<J’ pSme‘m

1
+ >, -<<1
xﬁ—\llngm<psr p
Cela montre que C(z) = 0(1).

Finalement, en tenant compte de (i7); et (i7), on obtient

n
NpNqg<z q N
p#q

Par ailleurs, on a d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz

i) A Y L <pE Y

N L)1/QB(.’L‘)( Z (Np)1—2n.)1/2 :

Np

Np<=z Np<z Np<=z
or ( 3 7 )1/2 << y/(loglog z)
Np<zr p

T1—n

et Np)'=2m)1/2 << z
(N;Sx( )’ 7") Toss
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. ' f(P) 2 loglogz |,
d’ot z™A << zB /2,
: (2 )szq Np» @) Toge log z )

Enfin
(iv) 2" A%(z) << zB*(z).
En définitive

S= Y |f(a) - A(z)* << zB*(z)

Na<lzr
ce qui prouve I'inégalité (11) du lemme 6.
3. Le résultat principal

PROPOSITION. Soit n une fonction non négative tendant vers 0 & I'infini.
On a

(12) M(z') = M(z) +o(1) (z— o)
uniformément pour z < ' < PARKICON

Cette proposition entraine le théoréme des idéaux premiers sous la forme
(*%) M(z) = o(1) (2 — +00)

En effet, on a

PR LIC))

M(z) = / ( ) ——~dz' + o(1)

M@= 5 sy~ O

m<zitn Na=m
or avec le choix de n(z) = (logz)~'/2 on obtient
b

nlogz

> u@)=ol) (z—+).

Na<z1+n

D’autre part, si m > z, alors en vertu du lemme 3 on a

Z Z maig:g, ) =o(l)

m<z'+n Na=m

nlogz
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Ainsi
M) = (g Y By o) =0

z<Na<z't+n

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION: Solent 0 < e < 1fixéet 0 < 7 <
1/2. Fixons 2 < z < z' < z'*7. L’inégalité (9) du lemme 5 appliquée avec
a(a) = p(a) s’écrit

) NLP ﬂxﬂ ) p(a)_% 3 u(a)? <<% > lu(a)).

Np<lz Np<z Na<z Na<lz
pla
Or, on a
1
= Y n(a) = M(z)
Na<lz
ot N N N
p p p
i =T b) = — —" M(—
" > u(a) " > u(pb) = . (Np
Na<z Ne<z/Np
pla
Enfin

= 3 lu@) = 0(0).

Na<lz

Par suite, 'inégalité (9) avec le choix a(a) = p(a) s’écrit

(13) ) NLp|M(x) + zvz(--]\-r””-);n2 << 1.

Np<lz

Il en résulte, en écrivant
z z
M(z) = _M(N_p) + (M(z) + M(N_p))

que, pour tout ensemble P d’idéaux premiers de K, de norme < z, on a
M(z/Np
> M) = - 3 HELE o o(3 i (a) + M (o))
PeP peP per

En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient en utilisant la

relation (13) et en posant S = > (1/Np).
peP

SM(z)=-" —M—(%/;V—”) +0(V'S)
pePr
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et une identité analogue avec P’ au lieu de P et z' au lieu de z.

Nous allons montrer que par un choix convenable des ensembles P et

P’ d’idéaux premiers, on a S << S’ << §, il en résultera, en étudiant la
1 . .

différence §[5M(x) — S'M(z")] que |M(z) — M(2')] << € uniformément

pour tout z suffisamment grand et z < &' < 2't7. Posons zq = zV7 et
zq = zo(2'/z). La suite (z;);>1 et les intervalles I; et I} construits dans la
démonstration du lemme 4 de [2] s’appliquent encore dans notre cas.

La suite (z;);>1 satisfait
zj(1+€) < zjpr < dozj(1+¢€);(5 > 0)

de telle facon que I'on ait I'inégalité (8) pour y = z; et y = z' 1= z;(2'/x)
et pour tout j > 1 ot A\g = Ag(€) et & = 6(¢) sont les constantes du lemme
4.

D’autre part, les intervalles I; et IJ'» sont définis par
I; =lzj,z;(1+¢€)] et I;- :]:t;, :c;(l + ¢€)]
On choisit alors les ensembles P et P’

Pc | Jzj,2;(1+ €)] Clzo, 2]
1<5<Jo

P'c | 1a},25(1+¢€) Clzy, 2]
1<5<Jo

ol jo est I'entier défini par z;, < x < .41, tels que pour 1 < j < jo

(14) | Z lo]ngp _ 8 < logz;(1+ ¢)
Nperar, VP L
et
log z'.(1
(14?) | Z log Np -8 < _?_.gj_i_(_l___*___e_)
NpEP'AT, L

ce choix peut étre fait, car on a les inégalités du lemme 4, quitte a en-
lever un nombre convenable d’idéaux premiers dont la norme appartient a
Vintervalle I; ou a lintervalle I].
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D’autre part, si p est un idéal premier de K tel que Np € PN I;, on a

1 1 1 logNp—logz;

| log(1+¢€) 1

logzy logz;

| <

long_logzj ~ logz; log Np

d’ou 1l résulte que

( 1 1 )long —0 1 1 logNp
log Np logz;” Np  ‘logzo logz; Np
et
1 <5250 NpEPAT; logNp logz;” Np
1 1 log Np
=03 2 2
log z i log z; NI, Np
done 1 log N 1
og N'p
S=2 m= 2 X
e VP 1<j<jo NPEPAT; Np logNp
1 1 log Np
1 = (1 _— =2~ 7
(15) 5= +0(loga:0)) Z logz; Z Np
1<5<J0 NpePrni;
e 1 .
on a une égalité analogue pour S' = > —— soit
perr Np
1 1 log Np
1 ) I: 1 - _o°r
(15°) 5= +0(logz0)) Z log z'. Z Np
1<5<Jo J Nper'nl;

On écrit ensuite

NpePni; Np NpePrnl;
on obtient

1 1 log Np

S=(1+0(=—) Y Y ~6)+
lOgl‘O 1<3<s0 logx]- NpePnT; Np

1 )
1 -
+(1+0G2) g7

1<5<Jo
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or, en vertu de ’inégalité (14), on a

040 ¥ (Y g

log ¢

oglxr
1<5<jo &% NpePrnI;

< (1+0( 1 ) Z |lOl log:cj(1+e)|.

log zq 1 &2 gZ; z;
Mais
log z;(1+ ¢€) < logz 1 logzg
Z, A ——\/ﬁ Zo
donc

1 logz;(1+¢€ 1 1 logz
40—y 3 REEUED) gy L)) 0B
log zq 145 z; log z¢

1 1
<0
- (10g$o)1§<:]0 log z;

Finalement, on peut écrire

1 1 6
S=3 ==1+0 ) >
= Np blog zg rei2ie log z;

et une égalité analogue pour S’

1 1 6
§'= 3w =+ NI
p;/ Np slogzg ol log 2,

Puisque, dans notre cas, on a

log ) — logz, _ log(a'/z) _
log z; — logzo

vl

il en résulte que
1

6log zq

S=S5"(1+0(/n)+0( ))

et en particulier que S << S’ << S, pourvu que 7 soit suffisamment petit
et z suffisamment grand, ce que ’on peut toujours supposer.

1

Vi G, T
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En outre, on a

(17) (S >>),5>> >

log z;
1<5<g0 0BT

Par définition de la suite (z;), on peut écrire

1 1
Z logz-z Z log{za(Aa(1+ €))7}

1<j<jo J 1<j5<jo

En comparant cette derniére somme (finie) & une intégrale, on trouve que

1
cette somme est minorée par log 8T _ log —, a une constante prés
log zg Vi
dépendant de ¢, ainsi
(18) S>>, log = et §' >>, log —
clog— e  log —
val Vi

D’autre part, on a

SME)-SM@) = Y {3 MWN”

1<j<j0 NpePNI;

Np
NpeP'NI

On écrit ensuite
M(z/Np) = M(z/2;) + 0(¢)
et

log Np
Np

1 T M(z/z;)log Np n M(z/z;) logz;

—M = -1
(Np) log z; Np log z; Np )

Np

|Z :c/x]) Z (long_ long|

N
1<j<j0 log 2; NpePnI; p

p 1
< .
< 1ogxn(§, ) los(1+ )
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donc

M(z/z;) log z; log Np pS
Z Z (long_ 1) Np _0(logxn)

lo
1<5<jo 08 Z; NpePrni;

Enfin

>y —0(6)_.0(65)

1<j<jo NpeDPNI;

On a les mémes relations avec P’ au lieu de P et I;- au lieu de I;.

On en déduit que
M log N
S’M(Z")—SM(I‘): Z (13/1,']){ Z Ofv p
1<j<jo 08%; NpePrni; p

- > log]1:'0}+0(S+—+\/_)

NpET”ﬂfJf

La différence S'M(z') — SM(z) peut encore s’écrire
3 Mol oy lste )

lo
1<j<jo 08 Z; NpePnI;

log Np S
-( Y =2 _5)}+0(es+lo’;—xo+\/§).

Npe)’"ﬁf;

D’apres les inégalités (14) et (14’), on a

| Z M(‘U/IJ)( Z log Np _8)| < Z |M(z/z;)|logz;(1+¢€)

lo log z; z;
1<j<jo 08 %, NpePrnl; Np 1<j<j0 &%; J

Z (14 log(1+e))

log z;
1<]<J 8

< O(p + €S).
Finalement, on a

SM(x)—SM(x)~0(p + €S+ gi0+x/§)
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d’ou Pon déduit

S'M(z') — SM(z) jo s s 1 VS,

5 =0p o gt 5 T P GiTogay T 57
or S 1
donc

1 N Jo - 1
6 log zq p:cOS' logzg /S’

|M(2") — M(z)] << ey/n+

En utilisant la relation (17) et la définition de zo on voit que si z est
suffisamment grand et n suffisamment petit, alors |[M(z') — M(z)| << € ce
qui montre la proposition.
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