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Entrelacs toriques itérés et intégrales associées
a une courbe plane

par PIERRETTE CASSOU-NOGUES

1. Introduction

Dans cet article, nous définissons le spectre d’un entrelacs torique itéré
de dimension trois. Dans le cas ol l'entrelacs est ’entrelacs algébrique
d’un germe de courbe plane, on retrouve le spectre de la singularité. Sous
certaines hypothéses, si 'entrelacs est ’entrelacs algébrique ou P’entrelacs
a l'infini d’une courbe plane le spectre s’interpréte en termes des bornes du
domaine de convergence d’intégrales associées a la courbe.

Soit f un polyndome a deux indéterminées & coefficients réels positifs.
Dans [CN 1], on étudie, pour (81, 02) € N* 2

Z(f.B)s)= Y Y mi T imE T f(my,ma)

mp=1mso=1

Loo(f,B)(s) = / / 29168 [0y, 09)~*doy das
1 1

1 1
IO(fa ﬂ)(s) = / / $f1_1$€2_1f(1'1,J?Q)Sd.'tlda:g
0 0

Ces fonctions sont convergentes dans un demi plan Re(s) > o, se pro-
longent a tout le plan complexe en des fonctions méromorphes dont on
peut déterminer explicitement les poles. Il y a un lien entre les poles de
In(f,B)(s) et le spectre de la singularité a l’origine de f, défini par Arnold
[AGV] et Steenbrink [St]. Dans [CN 2], on posait le probleme de I'interpré-
tation des poles de la série de Dirichlet et de lintégrale I.(f, 3)(s) de la
méme fagon.

Etant donné un polynéme f, on sait que l'intersection de V = f~1(0)
avec une petite spheére de rayon € centrée a I’origine est un entrelacs, appelé
entrelacs algébrique de V' . De méme, on considére I'intersection de V avec
une grande spheére de rayon r centrée al’origine. Pour r assez grand, le type
d’isotopie de cette intersection ne change pas. C’est I’entrelacs a l'infini de

Manuscrit regu le 19 janvier 1990, révisé le 8 aont 1990.
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V. Ces entrelacs sont des entrelacs toriques itérés que ’on peut représenter
3 I'aide des diagrammes de Eisenbud et Neumann [EN].

D’aprés le théoréme de Milnor, on sait que les entrelacs algébriques
sont fibrés. Ce n’est pas toujours le cas pour les entrelacs a l'infini des
courbes planes. Dans cet article nous définissons le spectre d’un entrelacs
torique itéré, qu’il soit fibré ou non. Dans le cas de l’entrelacs algébrique
de V, recemment Schrauwen, Steenbrink et Stevens [SSS], ont montré que
le spectre défini via les structures de Hodge se calcule par des formules
correspondant aux notres. Le spectre se calcule explicitement a partir des
diagrammes de Eisenbud et Neumann, qui eux-mémes s’obtiennent a partir
des développements de Puiseux locaux ou a 'infini des différentes branches.
Nous faisons le calcul du spectre dans quelques exemples et dans les cas
extrémes des noeuds ou des polyndmes non dégénérés pour leur polygone
de Newton, en zéro ou & l'infini.

Pour 3 € N*2 | nous considerons 'intégrale

I(f,8)(s) = /O /0 2P 100 f 20V da das.

et nous interprétons les bornes du domaine de convergence de cette intégrale
a laide des spectres associés & f~1(0) dans le cas ou f est non dégénéré
pour son polygone de Newton et a coefficients positifs. On devrait pouvoir
généraliser ce type de résultat [CN4].

Cet article a étéinspiré par le travail de Schrauwen, Steenbrink et Stevens
[SSS]. Je les remercie de m’avoir envoyé une prépublication.

Je remercie aussi Claude Weber pour m’avoir fait de nombreuses sugges-
tions et m’avoir corrigé quelques erreurs.

A - DEFINITIONS ET EXEMPLES
1) Définitions [M.W]

A

Un entrelacs & r composantes dans la sphére S est une sous variété
différentiable de $3, difféomorphe & I’union disjointe de 7 cercles 1Ij_, S}.
Un tel entrelacs est orienté si I’on s’est donné une orientation de chaque
composante.

Deux entrelacs sont isotopes s’il existe un difféomorphisme de S3, de
degré +1, envoyant un entrelacs sur I'autre. Ils sont de isotopes de fagon
orientée si le difféomorphisme respecte ’orientation de chaque composante.

Un noeud est un entrelacs a une composante.
2) Exemples [M.W ]
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a) Noeud torique

On considére une paire d’entiers (p,v) tels que (u,v) = 1. La courbe
fermée K, image de ’application

s' — s x §!
2 (2%,2Y)

est un noeud de S3. C’est le noeud torione de type (u,v).

noeud du tore de type (2,3).
b) Entrelacs torique

On considere un tore non noué W dans S3. Par définition, ’adhérence
de chaque composante connexe du complémentaire de W est un tore plein.
Appelons I ’ame (unique a isotopie pres) de ’un des tores pleins et £ I’ame
de ’autre. Sur le tore W dessinons un noeud du tore K(u,v). Nous avons
un entrelacs a trois composantes (I, E,T')

o=

L(2,3;1)
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On note £(—, —) le coefficient d’enlacement avec la convention d’orien-
tation qui fait que dans les deux situations suivantes le coefficient d’enlace-

el

On oriente I arbitrairement. On oriente E tel que £(I,FE) = +1, on
oriente T tel que £L(T,E) > 0. On a L(T,E) = pu,L(T,I)=v.

Si d est un nombre entier strictement positif, on construit un entrelacs
orienté dans S3 en prenant pour composantes I, E et d copies deux a deux
disjointes de T, toutes situées sur le tore W. On obtient ainsi un entrelacs
orienté & d + 2 composantes, dans S3. Nous le notons L(u,v;d).

c) Entrelacs torique itéré

Soit K un entrelacs orienté dans S3. Soit N un voisinage tubulaire fermé

de Ket X =683 - ](\)/'. Soit U une composante connexe de N. C’est un tore
plein d’a4me ’'une des composantes connexes I{; de ’entrelacs K. Son bord
AU est un tore. Il est muni de facon naturelle d’un méridien. Par définition,
un méridien est le bord d’une fibre du voisinage tubulaire, orienté pour que
son coefficient d’enlacement avec ’ame soit égal a 1. Un méridien est unique
a isotopie pres.

Un paralléle sur QU est une courbe fermée simple, orientée sur U telle
que, quand on la pousse dans U, elle soit isotope de fagon orientée a I’ame
de U. Les paralleles ne sont pas uniques méme i isotopie preés. Cependant,
il existe un unique parallele pTOP tel que L(K;,pT9F) = 0. Par définition,
ce paralléle est le parallele des topologues [MW].

DEFINITION. Un choix d’une paire (méridien, paralléle) sur QU est le choix
d’un méridien et d’un paralléle, dans leur classe d’isotopie, de telle sorte
qu’ils se coupent transversalement en un point. Ils forment les deux axes
d’une décomposition de U en produit §* x S!.

Soient maintenant K’ et K" deux entrelacs orientés dans S3. Soient N’
et N des voisinages tubulaires de K', respectivement K. Soit u' une
composante de K’ et u' une composante de K. Soit U’ la composante
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connexe de N’ qui contient u’' et U" la composante connexe de N" qui
contient u".

Hypothése fondamentale. On suppose que ' n’est pas noué.

Supposons que QU’ et QU" sont munis d’un parallele et d’un méridien.
On a le résultat suivant :

Il existe un homéomorphisme, essentiellement unique, ¢ : OU" — oU'
qui échange méridien et paralléle.
0 0
Posons X' =83 — N'et X" =§% - N".

On définit X = X' I X” modulo la relation d’équivalence z" € 9U" &
' = ¢(2") € dU'. X est plongé de facon naturelle dans S3. Clest le
complémentaire d’un voisinage tubulaire d’un entrelacs K dans $3 qui a
r' + 7" — 2 composantes.

On dit que K est obtenu a partir de K’ et K" par satellisation a ’aide
des choix de u' et u".

On prend maintenant K/ = L(uy,v1;d1), K" = L(p2,v2;dz). On fait la
convention :

i) v’ n’est pas la composante E de K"’
ii)u" est la composante E de K.

On effectue la satellisation comme précédemment. La composante E de
K" disparait. On refait une satellisation en prenant pour K’ ’entrelacs
que l’on vient d’obtenir et K" Pentrelacs L(us,vs;ds). Par convention v/
n’est pas la composante £ de L(py,vq1;d1) et w” est la composante E de

L(p3,v3;d3).
On obtient ainsi un entrelacs torique itéré.

En général, on supprime la composante E de L(u1,v1;d;) et éventuelle-
ment des composantes I qui n’ont pas disparu dans le recollement.

3) Entrelacs toriques itérés associés aux courbes planes

Les entrelacs toriques itérés que nous étudions, sont ceux qui proviennent
des courbes V C C? de deux manieres:

1. Par D’entrelacs local associé a une singularité de V.
2. Par Pentrelacs a infini.
a) Entrelacs algébriques

Soit f(z,y) =z +y"* (p1,11) = 1.

TurfoREME (BRAUNER) [Mi]. L’intersection de V = f~1(0) avec la sphére
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S¢ centrée a lorigine est le noeud de tore de type (pu1,v1) dans S.

En effet, 'intersection K = V NS, est sur le tore |z| < &,|y| < n,ou € et
7 sont des constantes positives et I{ consiste en les points

(€e™®, nemi@+mila), § € [0, 2n).

De maniére générale, si f : C2 — C est un polynéme, l'intersection de
V = f~1(0) avec une sphére S, centrée a l’origine, de rayon petit, est un
entrelacs appelé entrelacs algébrique de V. Ces entrelacs sont toujours des
entrelacs toriques itérés.

Ex : L(u,v;1) est entrelacs algébrique de f(z,y) = zy(z* + y*) = 0.

b) Entrelacs a infini [NR]

On consideére encore f : C2 — C un polynéme et V = f~1(0). On
considere ’intersection de V avec une sphere de rayon r. Pourr assez grand,
le type d’isotopie de cette intersection ne change pas. C’est I’entrelacs a

linfini de V dans S,.. Les entrelacs que 'on obtient de cette facon sont
encore des entrelacs toriques itérés.

B. DIAGRAMMES DE EISENSUD ET NEUMAN [EN]
1) Définitions
Ces diagrammes permettent de représenter les entrelacs toriques itérés.

L’entrelacs L(u,v;1) a pour diagramme

<

v,
t.k

Chacune des fleches représente une composante de l’entrelacs et sur
chaque fléche le nombre indiqué est le coefficient d’entrelacement entre les
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deux composantes.

E 3 A T

L’entrelacs L(u,v;d) a pour diagramme

Supposons maintenant que ’on satellise L(u1,v;dy) avec L(pg,ve;ds).
On a deux diagrammes possibles suivant que pour la premiere composante
on satellise avec T ou I.

Satellisation avec T

A
=
N
£
—
v
AN
&
S
N
(o8
o~
—

Si I’on supprime les composantes E de L(uy,v;dy) et I, on remplace les
fleches correspondantes par des points (on considere alors E et I comme
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4,1
g ’)c 44 CL:.
ts
%/ .
(3 g

des composantes virtuelles).

<
-

F

Satellisation avec I.

Vg/\
I&

On obtient des diagrammes minimaux en
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i) enlevant tout aréte de la forme

ainsi que le sommet a sa gauche.

ii) remplagant deux arétes

par un seul et supprimant le sommet.

iii) remplacant

ol apagy — 0q...0pQryq...00 = 0,

par

D’autre part, un coté de la forme

correspond a un scindage de ’entrelacs le long de 2 spheres plongées dans
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$3. On représente alors ’entrelacs par I’union disjointe

On considere toujours des diagrammes minimaux.

On a deux types de sommets : les fleches et les autres. On note F
I’ensemble des fleches et V ’ensemble des sommets qui ne sont pas des
fleches. Pour chaque élément v € V, on note 8, le nombre d’arétes qui
convergent vers v. On remarque que si §, # 1, alors §, > 3. On note A/
I’ensemble des sommets v € V tels que 6, > 3.

A chaque v € V, on associe une composante S,, appelée composante
virtuelle!. On note alors ¢, = £(S,,L) le coefficient d’enlacement de
cette composante virtuelle avec ’entrelacs. C’est la somme des coefficients
d’enlacement de S, avec toutes les composantes de ’entrelacs. On calcule
ces coefficients en utilisant le lemme suivant.

LEMME 1 [EN]. Le coefficient d’enlacement d’une composante avec une
composante de multiplicité m de ’entrelacs est le produit de tous les entiers
adjacents au chemin du diagramme qui joint ces composantes (qui ne sont
pas sur le chemin) et de m.

On note C ’ensemble des cotés du diagramme qui joignent deux sommets
v € N. Pour C € C et w € F, on note ¢, le chemin qui contient C et qui
relie C & w. On note £¢,, le produit des entiers adjacents a oc,, qui ne

sont pas sur o¢,,. On note wy, -+, w; les fleches qui se trouvent a gauche
de C et wyyq,- -+, w, celles qui se trouvent a droite de C. On définit
mc = milew, + -+ milc w,

;
me = mt+lecywz+1 +- 4 ’nlnfc,w"

et d¢ = pged(mc, my).

Si C € C, on définit son déterminant

Ac = apafy — ay -+ - ag

1A chaque opération de satellisation, on ajoute une composante paralléle, sur laquelle
on ne satellise plus ensuite
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On peut montrer que si ’on casse le diagramme le long de C, on obtient
les entrelacs

dont la satellisation donne ’entrelacs précédent. On peut calculer les £, a
I’aide de cette “désatellisation”.

2) Diagrammes d’Eisensud et Neumann pour les entrelacs algé-
briques [N].

On obtient les diagrammes d’Eisensud et Neumann a partir du déve-
loppement de Puiseux. Rappelons ces notions.

Soit f(z,y) € C{z,y} telle que f(0,0) = 0. Alors f(z,y) = 0 définit
un germe de courbe plane en l'origine de C2. Supposons que f(0,y) # 0
et que la valuation en y de f(0,y) soit m. On sait qu’il existe une unité
u(z,y) € C{z,y} et un polynéme F(z,y) € C{z}[y] avec F(z,y) = y™ +
bm—1(z)y™ 1 4 ... + bo(z) et b;(0) = O tels que f(z,y) = u(z,y)F(z,y). De
plus, u(z,y) et F(z,y) sont uniques. Le polynéme F(z,y) est le polynéme
de Weierstrass associé & f(z,y). Le polyndome F(z,y) se décompose en
produit [] Fj(z,y)* ol les Fj(z,y) sont irréductibles, de Weierstrass, et
ou Fi(z,y) # Fj(z,y) si ¢ # j. Par définition F(z,y) est réduit siles pu;
sont tous égaux a 1. Les courbes Fj(z,y) = 0 sont les branches du germe
de courbe plane f(z,y)=0.

Notons z!/™ le choix d’une racine primitive n-ieme de z. Soit C{z!/"}

'extension de C{z} engendrée par z!/*. On pose C{z} = U,C{z'/"}. Si
F(z,y) est un polynéme de Weiestrass de degré m, alors il existe un entier
n, avec 1 < n < m et une série ¢(z1/") dans C{z!/"} tels que ¢(0) = 0 et
F(z,¢(z'/™)) = 0. Soit Fj(z,y) un polyndme de Weierstrass, ¢; une racine
de Fj(z,y) dans C{z}. Soit o; le générateur du groupe de Galois de ¢;.
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On a

)

Fi(z,9) = [[(s - 0(65))

i=1

Une racine de Fj(z,y) dans C{z} s’appelle un développement de Puiseux
de la branche. Un développement de Puiseux est de la forme

. ko ky
¢(1’) = Zao’izi + a1$m1/n1 + Zalyix(ml-l-i)/nl + ...

=1 1=1

00
o aswm,/nl...n, + Zciz(m,+i)/n1...n,

=1

avec ny..ns = n et (m;,n;) = 1 . Les couples (m;,n;) s’appellent les
paires caractéristiques. On utilise souvent les développement de Puiseux
sous forme multiplicative

é(z) = x‘“/”l(cl + a,%/pxpz(c? S csxq’/”""”’)...).

Pour construire les diagrammes de Eisenbud et Neuman, si I’on a une seule
branche, on écrit un développement de Puiseux sous la forme

y =27 (cp + 2B/PP2 ey (Cooq + @ /PIIP)L).

L’entrelacs algébrique correspondant a pour diagramme

- - rd

X 4 % 1
Ia F &

avec oy = q1, Qjy1 = Qj41 + PjPj+1%5, J > 1. Quand on rend le
diagramme minimal, il ne reste que les sommets ol les p; sont différents de
1, qui correspondent aux paires caractéristiques

Si ’on a une autre branche

1y f tiptpt o ) ' ' gt
Y= x‘Il/pl(cl + qu/plp-(c2 + “oe + (C’I‘—l + crqu/pl pr) . ..)
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On suppose que pour ¢ < n, pi = p;, qi = ¢, o(c}) = ¢i. Si quy1/Pn1 =

! / .
qn+1/pn+1 - ona

A
-—- rd
Pava P,
% Oyt 4 ;
P
1 Pn\ﬂ ‘*"Mz, 0‘; 1
-=- —¢ >

Sinon, ou 7 = 1 ol ¢ny1/Prt1 < @41/Phsr1, dans ce cas

— % 1 . %t 4 L o, 4
Pi P'ud FA
! {
mi |1 s %xn 1 >
Pt Pr.

On rend ensuite le diagramme minimal. Dans ce cas, il n’y a pas seule-
ment les paires caractéristiques qui interviennent, mais aussi les exposants
de coincidence, ol les branches se séparent. Si f = fi*t - fimr, on met
(m;) en face de la fleche correspondante.

Exemples
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i) (y2 —2®)™

o— > (™M)

i) (v 4+ 23)(y° + 2?)

).
v

i) (42 — 29)? — 222 + 29?)((4 — )2 — 2%y + 22%4?)

Un développement de Puiseux pour la premiére branche est

Yy = 1,‘3/2(]_ + 11/4(1/2+ 371/4(1/4 _ 9/64-’131/4)))

pour la deuxiéme branche

y = 23/2(1 4+ 214 (1/2 4+ 214(1/4 — 25/64z/1)))
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On obtient

et le diagramme minimal est

Les entrelacs algébriques vérifient la propriété suivante.

ProprosITION 3. Si K est un entrelacs algébrique, alors pour tout cété C
de son diagramme minimal d’Eisensud et Neumann, on a A¢ > 0.

Etudions le lien entre le diagramme d’Eisensud et Neumann de I’entrelacs
algébrique de f = 0 et le polygone de Newton de f.

Soit f(z,y) =Y ayzmy™.

On note Supp f = {y € N*|a, # 0}.

On appelle polygone de Newton & l'origine de f ’enveloppe convexe de

P’ensemble
U {r+Ri)
YEsupp f

On note Ag(f) le polygone de Newton a’origine de f. On indice les faces
de Ag(f) de la maniére suivante. On note oy la face de pente 0 d’équation
k = 0, on note g;, 1 <1 < n les faces non paralleles aux axes, indicées par
pente croissante et enfin o, la face de pente infinie, d’équation 2 = k.

On sait [W] qu’a chaque face 0;,1 < ¢ < n de Ag(f) correspond au moins
une branche
y — xq'/p'(ao’i + . .)
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ol ¢;/p; est la pente de la face o;.

Posons A; = qi(keo + Y. kjpj) + pi(ko + Y. kjg;).
Jj2i j<i-1

L’équation de o; est
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Le diagramme de Eisensud et Neumann est donc de la forme

- —————

}
i
I
|
I
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Si I'on désatellise 'entrelacs on obtient comme composantes

On note ¢; la multiplicité des premiers sommets sur chaque branche.
LEMME 4. Pourl1 <i<m, £; = A;.

On considere maintenant deux sommets de A consécutifs du diagramme
que ’on note v et v’ en allant dans le sens des fleches.

X A A
P«r P‘\r'

LEMME 5. £y > Lypy
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PrREUVE: En effet, on écrit
by=0,—-z2+2

ou z désigne la somme des coeflicients d’enlacement de S, avec les fleches
qui se trouvent & droite de C Pareéte qui joint v & v'. On peut écrire,

by = (L, —2)pl +al A
et ¢ = a,p,A
Ly = Lypy, + (af, — @upupur ) A > Ly,

On en déduit que si K est un entrclacs algébrique, alors £, > 0 pour tout

veN.

Soit C une branche analytique irréductible définie par I’équation
f(z,y) = 0. Soit O = C[[z,y]]/(f), O est un anneau local intégre. On dit
que O est ’anneau local de la branche C[Z]. Le théoréme de Puiseux dit que
la cloture intégrale de O dans son corps des fractions F' est 'anneau C[[t]]
des séries formelles & une indéterminée. La valuation ordinaire définie sur
les séries en fait un anneau de valuation discrete. Cette valuation s’étend

de facon naturelle 3 F' = C((t)). Le semi-groupe I' = v(0O) s’appelle le
semi-groupe de la branche C. Il posséde les propriétés suivantes :

i) Zy — T est fini
i)' =< Bo, ..., Bg > ol Py, ..., B4 est une suite croissante d’entiers
iii) posons e; = pged(fo,....,Pi—1) pour 1 < i< g+ letn; =e;/e41, 1 <
1< g. Alors egpg =1letn; >1pour2<i<yg.
iv) B; est le plus petit élément de I' qui n’appartient pas au semi-groupe
engendré par o, ..., 3;_1, mais n;8; €< Bo, ..., Bi—1 > .
V) Bix1 > nif; pour 1 <1 < g.
Siy = 2n/P1(ay 4 292/P1P2(gy 4 . - +(ag_1+ angQ/Ply""pg) o) ou (pi, qi)

sont les paires caractéristiques, on a a; = —— . n; = p..
P ques, j Prai-pg W Pj

LEMME 6. Si I{ est le noeud algébrique de la branche de semi groupe
I' =< Bo, ..., >, alors si €; est le coeflicient du j-iéme sommet de son
diagramme d’Eisensud et Neumann

fj = ,Bj’llj.

3 - Diagrammes de Eisensud et Neumann pour les entrelacs a
Pinfini [EN] [N].
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Si f est homogene son entrelacs a 'infini est le méme que son entrelacs
algébrique.

Sinon, on considere le polynéme homogeéne F(z,y, z) tel que
F(z,y,1) = f(z,y). On considere les branches des germes a l’origine de
F(1,y,z) =0 et F(z,1,2)= 0. Pour chaque branche

T = qul/pll(. .o
ou
Y= zQ;,/p'l'(. .o

on écrit le diagramme d’Eisensud et Neumann en remplagant

(p1, 1) par (p1,p1 — 1)
(pi, i) par (pi, pips - pi_1pi — ai)

Iz
E P4
Py
y ]
EL P4"°‘4A
~ Ui T
e

On joint ensuite les deux diagrammes par les composantes F en inter-
calant éventuellement les diagrammes des branches y = z(---).

Exemples :

i)aPy?+y=0 (p,g-1)=0.
F(z,y, z) = zPy? + yzPte-1
F(l,y,2) = y9 + yzPte-!
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F(z,1,z) = aP 4 zPta-1

v
-0
N\
v

>

o]~

ii) (y* +2%)(2® +4°) = 0.

1 2 2 4

Py O >

3 : 3

<
~

PRroPOSITION 7. Si K est ’entrelacs a I’infini d’une courbe, alors pour tout
c6té C de son diagramme d’Eisensud et Neumann, on a A¢ < 0.

Examinons le lien entre I’entrelacs a linfini de la courbe f(z,y) = 0 et
le polygone de Newton a l'infini du polynéme f.

On écrit encore

fy) =) ayamy™.

On appelle polygone de Newton de f, noté A(f) I’enveloppe convexe de
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I’ensemble Supp f

On note Ao (f) = A(f)=(Ao(f)NA(f)). On appelle A (f) le polygone
de Newton a l'infini de f. On note 09, la face de Ao (f) d’équation z+y =
N, N étant le degre de f et a! et a? les sommets de A (f) qui sont sur
cette face, avec a} < of. On note A (f) la partie de A (f) qui se trouve
au-dessus de la droite passant par lorigine et ol et A” (f) la partie de

w(f) qui se trouve en-dessous de la droite qui passe par l’origine et 2.

On note F(z,1,z) = f'(z,2) et F(1,y,2) = f"(y,2). On note Ay(f) le
polygone de Newton a l’origine de f’ et Aj(f) le polygone de Newton a
lorigine de f”.

On montre qu’il y a bijection entre les faces de Aj(f)(resp.Ag(f)) et les
faces de AL (f)(resp.AL(f)).

Soient 3; et B2 deux sommets de AL (f) avec B} < B%. L’équation de la
droite passant par 31 et 3? est

(81 - B3)a + (62 - By _
BL5T I |
Les points de Supp f vérifient
(B3 = B3)aa + (B — B )z < B3 81 — B1 ;.

Les points correspondant a 3! et 82 sur A}(f) ont pour coordonnées
respectives (3}, N — (B} + B3)) (B}, N — (B3 + B2)). L’équation de la droite
qui passe par ces points est

((BF +B3) - (ﬂl +83))z + (B — Bl)y ~1
N (B} - BY) - (B3BF - B381) '
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Remarque :

BB} — B3B1 _ (B3 — BL)BY + (B} - 53)B1
B — Bl ﬁ 6]

ﬂ+@° DV < B4 Bl < N
1~

On a

(8% + B3) — (B + B2))on + (B = BN = (01 + a2)) = N(B]

(B} - B3) — ea(B} — BY) > N(B} - B1) — (BIBE — B133)

Ce qui prouve que la droite d’équation

((Bf +B3) — (Bt + 1))z + (Bt — By
N(Bt — B1) — (B3B3 — B3B1)

est une face du polyhédre de Newton a l'origine de f'.

On note o3 la face de Ay (f) passant par 8! et 32. On note

kg = pged(B7 — 1, By — B3)
Ap = (8387 — B1B3)/ ks

On écrit I’équation de og sous la forme

qpT + ppY

Ag =1

avec

ps >0, (pp,qp) = 1.

295

- B1) -

La partie du diagramme de Eisensud et Neumann de I’entrelacs & D’infini
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de f =0, qui correspond a f' et y = z(...)

-

(k)
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On obtient comme composantes

_ 1.1 (%i': Zkf) 4 -
< el < > -==
« 1
{ 7 } \
A

yd

y (‘K;)-\— 2k \:)

!

On note £y le coefficient du premier sommet qui correspond a g et {3 le
coefficient du premier sommet qui correspond a og.

LEMME 8. i)y = N
i) L5 = Ap.

Si v et v’ sont deux sommets de A consécutifs du diagramme ordonnés
dans le sens des fleches, on a

LEMME 9.
Zul < fupvl

D’apres le calcul fait pour le lemme 5, on a
by = eupv' + (alv - avpupv’)A < Evpu’

d’apreés la proposition 6.

On remarque tout d’abord que {g peut étre négatif ou nul, et que, a
partir du moment ol ’on trouve un v tel que £, est nul ou négatif, pour
tous les v’ € N consécutifs & v, on a £, < 0.



298 P. CASSOU-NOGUES

Supposons que la courbe C, f(z,y) = 0, ait une seule place a 'infini. On
a le théoréme d’Abhyankar-Moh [P].

THEOREME 10. Soit A = C[z,y] "anneau affine d’une courbe ayant une
seule place & linfini. Posons n = —v(z),m = —uv(y). Alors, si T est le
semi groupe du point a linfini, il existe un entier h et une suite d’entiers
80,...,6n € T', engendrant T tels que

i) posons d; = pged(bo,...,0i—1) pour 1 < i < h+1etn; = d;/dis1,
1<i< h. Alors 6p41 =1etn; >1 pour2<i<h.
ii) n;é; appartient au sous groupe engendré par g, ...,6;_1 pour1 < i < h.

iii) 6; < é;_1mi_1 pouri=2,...,h.

LEMME 11. Si f(z,y) = 0 est une courbe avec une seule place & ’infini de
semi groupe I' =< &y, ..., 6, >, alors le noeud a linfini de f(z,y) =10 a le
diagramme d’Eisensud et Neumann suivant ot oj = rj’—nh Si € est le
coefficient du j-iéme sommet,

IZ]- = 5]n]

On remarque que dans ce cas, on a toujours £; > 0.
C - SPECTRE D’UN ENTRELACS TORIQUE ITERE
1) Polyndéme d’Alexander d’un entrelacs

Soit K un entrelacs orienté de S3, & n composantes. On appelle groupe
de D’entrelacs, le groupe G = m1(S® — K,y) ot y € $* — K. On sait
que Hy(S® — K) = Z". 1l en résulte que G/G' est isomorphe & Z™ et
Z[G/G'] est isomorphe & Z[t;, 71,22, t5), ..., tn, t51]. D’autre part le groupe ~
de ’entrelacs est engendré par un nombre fini de générateurs et relations.

Quand on a un groupe G défini par des générateurs z,...,z, et des re-
lations rq,...,7, (on peut toujours supposer p > ¢, quitte & rajouter des
relations redondantes) on définit la dérivée formelle dr;/0x ; de r; par rap-
port aux z;, de la fagon suivante :

P €1 €y
T‘z —_— wilunﬂmir
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avec €, = +1.
Ori/0zj = €10 g /Ha-D + €28ji,2, :2/2(62 -1)

.711 11
Fot €60 iy Y.

De cette fagon on peut deﬁnlr une matrice jacobienne formelle (a;;) ou
aji = Or;/dz; a coefficients dans Z[G].

L’application canonique o : G — G/G' s’étend en un homomorphisme
unique de Z[G] dans Z[G/G'] que I’on note encore . Nous nous intéressons
a la matrice (o(aj;)) & coefficients dans Z[G/G"|(~ Z[t1,t7%, ... tn, t;71]).
La matrice M = (o(a;;)) a ¢ lignes et p colonnes. Comme p > ¢, on
peut considérer les mineurs d’ordre p — k avec k = 0,...,p— 1. On note ¢
'idéal de Z[ty,t7?,...,t,, ;1] engendré par ces mineurs. On a € = (0) et

= AKT ot AK € Z[ty, 17!, tn,t7 et T= (8 — 1, ... tn — 1).

Si K = (83,m151,...,mpS,), c’est-a-dire si les composantes S, ..., Sy
apparaissent avec les multiplicités myq,..., m,, on définit

(t? — DAK (™, .. tme), sin > 2

At = { AK(¢m) n=1

ou d est le pged des m;.
Le polyndme AX(t) est appelé le polynome d’Alexander de K.

ProrosiTiON 17 [A’C].

AI\ ) _ (td H(té 5 -2

veV

Exemples :

i) Pour I’entrelacs algébrique de f(z,y) = (y* + 23)(2? + %),
AR = (t - 1)(&® + D) + 1).
ii) Pour D’entrelacs a l'infini de f(z,y) =0
AR = (- D0+ + D0 +¢° +1).

LEMME 18. Si K est le noeud algébrique de la branche de semi-groupe
I' =< Bo,..., B4 >, alors

AK(1) = H(tﬂ,n,— - 1)/ H(tﬁi -1)

i>1 720
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LEMME 19. Si K est le noeud & linfini de la courbe ayant une seule place
a Dinfini de semi groupe I' =< &y, ., 05 >,

alors

AK(t) - H(téjnj -1)/ H(tsj -1).

j21 j20

LEMME 20. Si f(0,0) = 0 et si f est non dégénéré pour son polygone de
Newton en 0, alors si I est I'entrelacs algébrique de f

Siko #0 et koo £ 0 AK(1) = (t = 1) [] (12 — 1)k
=1

Siko =0 et si koo # 0 AN(t) = (t 1) [T (¢4 = D)k /(t* - 1)

=1

(% = DR /(t* = 1)

-~

Siko#0et ke =0 AK(t)=(t-1)

2

Siko=0et ke =0 AR(t)=(t-1)I(@* - DF/(* = 1)(tb - 1)
=1

L=

3|

otta = Ay/q (resp b = Ay /pn) est I’abscisse (resp. I'ordonnée) du point
ol Ao(f) coupe ’axe des abscisses (resp. des ordonnées).

On dit que f est non dégénéré pour son polygone de Newton a 'infini, si

pour toute face o de Ay (f), les dérivées partielles %%,%% n’ont pas de

zéros communs sur (C — {0})2.

LEMME 21. Si f est non dégénéré pour son polygone de Newton & l’infini,
alors si K est ’entrelacs a I'infini de f = 0.

Sikoo #0, ki, # 0 AK(t) = (t = 1)(tN = 1)k [](t28 — 1)ks
8
Sikeo =0, et k) #0 AK(t) = (t = 1)(tN = D)k [[(¢22 — 1)ka /(1> = 1)
g
Sikeo #0, et ki, =0 AK(t) = (t - 1)V = 1)k [[(¢42 — 1)ks /(t* = 1)
B

Sikew =0etkl, =0
AR (= D — 1 [[(1% - D1 — (& — 1)
B

ol a(resp.b) est I'abscisse (resp. Iordonnée) du point ol A (f) coupe
Paxe des abscisses (resp. des ordonnées).

Si v € NV, on note d, le pgcd des multiplicités du multientrelacs que 1’on
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obtient en désatellisant autour de v. C’est encore le pged des de, C € C et
C aboutissant & v, et des m,,, pour w € F adjacent a v.

On définit
Al(t) = (¢4 -1) I (¢* - 1)/ ] (t% = 1).
cec

vEN
Si §; est une composante de K, m; sa multiplicité et £; son coefficient
d’enlacement avec le reste de I’entrelacs ', notons d; = pged(m;, £;).

On définit

A1) = (1 = ) T - 1)
=1

Ac(t) = (1! = 1)/(t-1)
LEMME 22. Si f est non dégénéré pour son polygone de Newton & I’origine

(resp. pour son polygone de Newton a linfini) et si K est lentrelacs al-
gébrique (resp. a 'infini) de f = 0, alors

N = [ - 1)

olt ¥ parcourt I’ensemble des sommets de Ao(f) (resp. As(f)) et ky =
(11,72)-

2) Surface de Seifert et forme de Seifert d’un entrelacs [M]

DEFINITION. Soit K un entrelacs orienté dans la sphére S3. Une surface
de Seifert de K est une sous-variété différentiable de S de dimension 2,
orientée compacte, de bord K .

Un entrelacs de $3 admet toujours une surface de Seifert.

Soit F' une surface de Seifert de /. On note x(F) la caractéristique
d’Euler-Poincaré de F et
N~ (F) = maz(0, ~x(F)).

On définit la norme de I(, || I || par

|| K ||= min(x—(F)|F surface de Scifert de K')
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ProprosiTION 23.

| K 1= (6, = 2)[6].

veEV
Soit f:C?* — C tel que f(0,0) = 0.

Notons Ap(f) la surface balayée par le segment dont un sommet est
lorigine et "autre sommet parcourt oy, ., 0, les faces du polygone de New-
ton a 'origine de f.

Notons Vp( f) l'aire alterné de Ao(f). D’apres le lemme 4, on a
LEMME 24. Si K est I’entrelacs algébrique de f = 0, alors || K ||> Vo(f)-1.

LEMME 25. Si f est non dégénéré pour son polygone de Newton en zero,
alors

| K ||=Vo(f) - 1.
Les lemmes 24 et 25 constituent le théoréme de Kouchnirenko [K] lorsque

la singularité en zéro de f est isolée.

LEMME 26. Si K est le noeud algébrique de la branche de semi groupe

I' =< Bo,.,By >. Alors
K 1= Bmi = B;.

i1 20

Si K est ’entrelacs qui correspond au semi-groupe

Bo B1 B;
—, ) ey
Pj+1-+-Pg Pj+1---Pyg Pj+1---Pg
on retrouve la formule bien connue

| K || +1 = pi(ll -1 || +1) + (pj — D)(ej = 1).

LEMME 27. Si f(z,y) = 0 est une courbe avec une seule place a I'infini
de semi groupe I' =< &, ., 6, >, alors le noeud a I'infini K de f(z,y) =0

vérifie
= Zéjnj - 26-7

i1 70

P]‘ =<

>,

|| I

N

1l existe aussi une généralisation du théoréme de Kouchnirenko & “I’infini”
que ’on se propose de traiter dans un autre article.

Soit K un entrelacs de $3 et F une surface de Seifert de K. Soit
iy :F—S3F
I’application qui consiste a pousser les points de F' dans la direction positive
du fibré normal de F' & distance constante suffisamment petite.
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DEFINITION. La forme de Seifert de K est la forme bilinéaire
AH](F)XHl(F)—»Z
définie par A(z,y) = L(z,i4+(y)).

Fixons une base de H;(F') et notons encore A la matrice de la forme de
Seifert dans cette base. Le polynéme d’Alexander AX(t) est le déterminant
de la matrice (At — A?).

Soit £ € C tel que |£| = 1. On considére la matrice hermitienne A(§) =
(1 -86)A + (1 - £)At. Alors [G] la signature de A(£) ne dépend que de
l’entrelacs K et donc définit une fonction

O’KISl — 2.

Cette fonction est continue par morceaux sur le cercle unité. Les disconti-
nuités ont lieu aux racines du polyndéme d’Alexander. Nous notons ox ()
le saut de la fonction ok ala racine A du polyndome d’Alexander.

3) Spectre d’un entrelacs torique itéré

Précédemment, on a défini des polynomes AK, Al A’ A® qui sont pro-
duits de polyndomes cyclotomiques. Si A est une racine de I'unité on note
my, m}, my, m§ la multiplicité de A dans les polynémes précédents. On a
aussi défini la fonction

oK . Sl A
dont on peut calculer les sauts a partir du diagramme de I de la fagon
suivante.

Pour z € R, on note {z} la partie fractionnaire de z et
L_ {2} sizg¢Zz
@n={3 |
0 siz € Z.
On calcule o (A) tout d’abord sur tous les multientrelacs que 1’on obtient

en désatellisant autour de chaque v € A et on fait la somme de tous les
o,(A) obtenus.

Pour le multientrelacs de diagramme

(™)
X, %
X,
o R (mg)

on note m; = 0 pour ¢ = k + 1,...,n. On choisit des entiers 3;, j =1,.,n

Bjion..Gj..an =1 mod o
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et si £, > 0 on définit s; = (m; — 8;{,)/a;
sif,=0 s; =0.

Si A = exp(27i p/q) avec (p/q) réduit, alors
0 siqgtl,

() = 'Qi:l((w/q)) SR

DEFINITION. On définit 'ensemble des paires spectrales de ’entrelacs tori-
que itéré K
Spp K = E M w(a, W)

—-1<a<1

0<w<2
comme élément du groupe abélien libre engendré par Q@ x Z, ol
1< a<0 mye=m}
—1<a<0 mg1=(my—mh—2ml —or(N))/2
O0<axl Ma,1 2(7’)1)\——772{\-—2771%\-}—0'1((/\))/2
0<axl Me0 = M_q,2

mo1=7-—1

et A = exp 27ia.

DEFINITION. On définit le spectre de ’entrelacs torique itéré K

Sp K = Zma(a +1)

ol My = E Me,w
w

ProrosITION 28. Symétrie du spectre.

Soit K un entrelacs, soit « € Q,0 < a < 1. Alors m_, > 0 si et
seulement si mgy > 0.

PRrEUVE: Il suffit de montrer que my,1 = Mm_q,1.
Si —1<a<0, myy=(my—my —2ml —og(A))/2
0<a<l, mgy=(my—mh—2ml +oxg(N))/2.

La multiplicité de A comme racine de AKX A’/ Al est égale & la mul-
tiplicité de A~! comme racine de AX,A’, Al respectivement. Il suffit
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donc de montrer que o,(A) = —o,(A7!) , pour tout v.

A = ezxp 27i p/q. Alors

0 siqgtd,
=9 9 S (sipfa)) sial b

=1

ou(N) = 2Z(l/2 — {sip/q})
{-sip/q} =1 - {sip/q}

o,(A7) = 22(1/2 —{1-sip/q})

=23 -1/2+ {sp/a} = —ou(})

Exemples
1) Entrelacs algébrique de (y% +z3)(2? + ¢°) = 0.

Le diagramme est

AR(t) = (1 - 1) + D(* + 1)
Al(t) = (t+1)
Alty=t-1

On a deux multientrelacs identiques.

.A:-6 < 3‘\1 —> A’-"S
2
A=-5

On pose ¢ = exp(27¢/10)

305

On considere
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au(¢) = 2[((=15)) + (- 10)) + (-] =

au(¢®) = 2[((-)) + ((-13)) + (- }—3))] =

au(¢®) = 2[((-15)) + ((— )+ (=16 =

ao(¢") = ok (%) = -

0,(¢%) = -1

m_yq= 1= Mios Myg=m_1,= 0

m_l;a'1=m1;6,1=2

ml%'1=m_1%,1=2

moy =1

Spp K = (-1,2)+2(= 3, 1)+2(— 5, D+(0, D+2(55, 1)+2(F%, 1)+(3,0)

2) Entrelacs a Pinfini de 27 + 23y" + 22y =0.

Le diagramme d’Eisensud et Neumann

1) (49)
_ 1-6 L A
@ #)

AK‘(t) = (t -1 -1 - 1)/t - 1)
Al(t) =1
A'(t) = (t-1)?
49)

- A=-36 < b 1 > Az-L3
?.

Az-1L

= emp(21ri/49)
Uu()‘) =2[((-8)+ (=) + (- =1
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0,(A) =15 0,(A) =15 0,(A) =15 0,(X®) =1 ;
0,(A8)=1; 0,(A8) =1; 0,(N%) =1; 0,(A\0)=1;
o,(A) = =15 0,(AN1?)=1; 0,(A3) =1 0,(A%) = -1
0,(A18)=1; 0,(A1T) =15 0,(A8) = =1 ;0,(N9) =1;
0,(A0)=1; UU(/\22) -1;0,(A8)=1; 0,(A) =1;
0, (A\¥) = —

1)
A=+12 < 1 ,:6 (/:H A=l
1
A=13

A = exp(27i/11)
au(M) = 2[((11)) + (=1 + (=) = +1

o(A?) = +1; 0,(A3) = +1; 0,(A\Y) = =1; 0,(A%) = -1
0',,(/\'6) = +1.

SppI(=(—%,1)+( 49’1)+( 49a1)+( 497 )+( 49’1)'*'( 49’ )+
( 49’1)+( 49’1)+( };3,1)‘*'( 13,1)4'( 4971)+( 49’1)+( 49’1)+
(- 49,1)+( 49,1)+( 49,1)+( 33,1)+( D+ (- 1, )+ (g D+
( 49’1)+( 11’1)+( 11’1)+( 11v1)+( 11’1)+( 11’) (49,1)+
49’1)+(49’1)+(49’1)+(49’1)+(49’ ) (49’1)+(49,1)+(49’1)+(49?1)+
(49’1)"'(13’1)+(49’1)+(;g’1)+(28’ D+(H, D+, D+, D+, D+
(5 D+ED+E D+ D+ D+ & D+ (65 D+ (0, 1),

3) Entrelacs a l’infini de z° + 2%y +y® = 0
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Le diagramme de Eisensud et Neumann

(3) (35)
-3 31 _(5)
1

(3)

AK(1) = (1= 1)(8% - 1)(8 = 1?/(8 = 1)(t° - 1)

A=-11

A = exp(27i/35)

oo(A) = 2((=FN+ (=3 + (=) =1
g,(A%) = 1; 0,(X3) = 1 i 0u(AY) = 1 ;0,(A%) = 15 0,(X8) =1
0,(\8) =1

0,(A%) =15 0,(A19) = =1; 0,(A1) =1; 0,(A12) =1;0,(A3) = -1

0,(A®) =1;0,(A1%) = -1 ;0,(A\7") = =1; 0,(AN8) =1; a,(AN¥) =1;
0,(A%0) = —1;0,(A%) = -1; ov(/\”) =1; 0,(AB)=-1; av()\“) -1;

0’,,(/\25) =1.

A = exp 271/3
ox(N) = 2[((=3)) + (=3 + (=3) +((-3)] =1
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On a donc

Spp K = ( 35,1)+( 35:1)+( 35»1)"'( 35’1)+( 355’1)+( ;;3511)+

35’1)+( 35’1)+( :135’1)+( :13271)+(_ﬁ’1)+(—3—5';31)+( 35,1)+

35a1)+( 35’1)+8( 3’1)+( 1)+(35’1)+(35’1)+(35v1)+(13571)+
(# D+ D+ (G D+ G0+ G D+ GHD+EE D+ (G5, D +
(35 D+ (G D+ (3, D+200,1)

4) Entrelacs a Dinfini de z° + y3(1 + zy?)? = 0.

On a le méme polygone de Newton al’infini que dans ’exemple précédent,
mais le polyndme est dégénéré pour son polygone de Newton.

Le diagramme de Eisensud et Neumann.

(20) (3) (35)

(10) et 42 37 L (5)
4 1 1
3)

AR() = (t - 1) = (72 - 1)/(t71° = 1)(£* - 1)

(35)
D37
= 1

Le calcul est le méme que précédemment

20)
4=10 , 34 D 4
1
5231

A = exp(27i/20)
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ox(M)=1; 0x(A?) =15 ox(V7)=1; UK(/\’Q) =1

Spp[\"=( 35a1)+( 35’1)+( 35’1)+( 35? )+( 355’1)+( 365s1)+
(g D+ (o DH (-3 D+ (30 D+ (55 D+ (—35 D) + (-3 1)+

—3 D+ (=% D+ (=5 D+ (-5 D+ (=55, D+ (- 20»1)+( w1+
(20’1) + (230’1) + (250’1) + (20’ )+ (290’1) + (35, 1) + (35’1) + (335’1) +
35’1) + (35’1) + (35’1)'*' (35’1) + (35’1) + (3.*13’1) + (32’1) + (35’1) *
(3 D+ G+ G D+ 5D+ 0,1

Nous allons maintenant calculer le spectre d’un entrelacs pour les dif-
férents cas particuliers que nous avons déja étudiés.

a) Noeud torique de type (p,q)
Le diagramme de Eisensud et Neumann est (Pq)
- 1
bz-pa i A2 1-bq
) P

(9)
A:-qb

1l existe (a,b) € Z2 tels que ap + bg = 1 avec |a| < q et |b| < p.
On note Az, = exp 27i((zp + yq)/pg) ou (z,y) € N** et pz + qy < pg.

ox(Az,y) = 2[(((1 - pq)f}il;%y_q)) + ((_M)) + ((_M))]

1 zp+yqg 1 blzp+yq), , 1 ,a(zp+yq)
= - = - Y7 PR ok Sl ML V4
(- iy Moy oy J
__b(zptyq) _ a(zptve) _ _ zptyq - _
On a - . = s > 1
Donc
UI\’(’\r,y)
1 zp+yq 1 b(zp+yq), , 1 a(zp + yq)
) et L. STEP § P SR L. 0 DR § [l ik 2.2
- 2EM 45 - 2y 2o - HE )y
= -1

On en déduit donc

, +
spk= 3 (+(1- ’"’pqqy),l)

0<z<g
0<y<p
rz+qy<pq
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b) Noeud algébrique de la branche de semi-groupe
['=<fo,...., By >.
On note K; le noeud algébrique de la branche de semi groupe

r;=< 20 b B ¢ B, ... B > .

Pj+1--—Pg’ Pj+1~--Pg’ b Pj+1---Pg

Le noeud K;_; a pour diagramme

) 1) A g
ﬁo “4(& 0(? .) L 0(:31 11 N
P’l Pa, P& A
=) ¢
o) B

Le noeud K; a pour diagramme

%)
%, o, axa %" g
B B ) B Py
@) &QA )
1 g1 ]
. G=-1 «
agj'l) = b =_B - agj) = a; pour tout z et 7.

Pi41.--Pj-1 Pi4+1:.-Pg
Soit # < 7 — 1 pour le noeud K;_y,0n a

A1

Sy
>

- ) P - . (A= P
A"bLPL Pim By A=R Pa-"( P
bz~ O X Pryae Pia

On note a; et b; les entiers tels que a;a; + b;p; = 1, |a;| < pi |bi] < ;.



312 P. CASSOU-NOGUES

a a : :

Supposons que (- Iy ,1), avec s < 1, soit une paire

spectrale pour K;_;. Alors (m— + p%, 1) avec b < p; est une paire
iPi 5

spectrale pour K;. La composante correspondante de K; est

P ol "
A:_bL?LPL-\-'\”P& P 4z PH P&M “Pi)

A0 % BBy

La signature correspondant a W + = est

2(pis-p3(1 = )z + 2+ (s + ) +

((=bipipi(gm2 + 2] = 2[((Pz+1 Pi-1(1 = cipi)(g575%))
H((=aioi..pj-1(g7-5))) + (=bipie-pi1 (555 = 1

Pouri=j

- % 1 -
—-b, b, si1-a
A200 § 2%
/s:—CLédé

On note A, , = exp(27i((zp; + ya;)/pja;)) avec (z,y) € N? et zp; +
yaj/pjaj < 1.

Le méme calcul que pour le noeud torique montre que ox(Az ) = —1.
Donc
. a b -
Spp K; = Y, #Fl-(=+=)1)
' (a1)ESpp K,y Pi P
0<a<l1
0<b<p;
To; +
+ Z (£(1 - MJ.) 1)
a;pj
0<z<p,
0<y<aj

zoy+yp; <o;p;
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On a le méme type de résultat si ’on considere ’entrelacs a linfini de la
courbe ayant une seule place a l'infini de semi groupe I' =< 6y, 61, ..., 65 >.

c) Cas de Dentrelacs algébrique de f = 0 lorsque f(0,0) =0 et f
est non dégénéré pour son polygone de Newton en 0.

Si f est non dégénéré par rapport a Ag(f) le diagramme de Eisensud et
Neumann de son entrelacs algébrique est

(R,) %

%

-————

¥(ka)
Supposons tout d’abord que kg > 0 et k, > 0

La premiere composante est

On considere (z,y) tel que 0 < ﬂ%ﬂﬂ <let
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ko <Y ko + k1q1
koo + 30 kjp; @ koo + Y kjpj)
Jj21 i>2

On pose A = exp 2mi((q1z + pr1y)/ A1)
ol qrztpy, 1
—z(k1q1 + ko) + y(koo + 3 kjpj)
_q i>2
Ay
koz — y(koo + 32 Kipj)
S j21
2 A

}

1

+

On remarque que
a=—a(kiqi + ko) + ylkoo + 3 kjpj) <0
i>2
b=rkox —y(keo + Y kjp;) <0
Ji>1

a+b=—-ki(qpz+pry).

Premier cas : ki(q1z + p1y) < A;.

Alors
a b qartpy

&2 -1,
A1+A1 Ay >

On en déduit oy, (A) = k1 — 2
etdoncsia=1- H%M,ma,l =1

Deuxieme cas : k(12 + pry) > A.

Montrons que si @ = 1 — %lply,

Mo, = #{(z,y) EN? | 1 - DEERY = o et

ko < ¥ ko+kig1 .
kot kipi T " ket kipj
i1 i>2

Soit (z,y) € N? tel que

y-a ko y
T

<
T+p1 ~ ko+ Y kjip;
|
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y+m11< ko + k1qq <y+(n+1)q1

z—npy kot X kip;  T—(n+1)p
i

Alors -
zko — (koo + Y kjpj)y
izl

A <0

-1<

—z(ko + k1q1) + y(koo + g% kip;)
3>

—-(n+1)< N < -n
1

On en déduit 0, (A) = k1 —2(n+ 1) et me1 =n+1.

La i-eme composante est

A s=(Rr I Ra)

3¢ i1

Z

V b= (ﬁw+d§“+i%a Pa)

On procede de la méme facon.

Soit (z,y) € N? tel que

ko+ > kjq;
Yy—4q i<i-1 < Yy
z +pi ks + E kjpj z
i

ko + X kig;

Tyt (it D

kot > kipj @ —(ni+1)p;

J2i+l

ko+ Z k;‘h
y+(ni+1)gi+ni419, 41 < 1<+l y+(ni+1)g+(nig1+1)qi 41

z—(n,+1)pi—Ni+1Pi+1 koo + z ki p, z—(n,+1)pi—(ni1+1)q41
1242

315
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On a
a(ko+ 30 kjg5) = ylkeo + 30 kip;)
i<i— j2>t
_ < = 0
1< A <
—z(ko + Y kjgi) +y(keo + > kjpj)
i<i jzitl =—(ni+1)

A;
—z(kot D kig))+y(keot+ D kipj)
~(i4 D)= (nip1+1) < = < —(nit )i
On en déduit

ki ]‘"z
0w (V) = 2 + A2 b2t 2 =i nigy —2)
=k; + ki+1 - Z(nz + N1 + 1)
Moy = (ki +kig1 —2— ki — ki1 + 2(ns + nigq + 1)) /2
=n;+nit1 et my2 =1

Si kg = 0, les termes de la forme 1 — %% avec0 < 1— QAI—T < 1 apparaissent

dans AKX avec une multiplicité diminuée de 1 et donc dans 1’ensemble des
I
paires spectrales aussi avec une multiplicité diminuée de 1.

Si I’on note }O’,- P’ensemble des points & coordonnées entieres qui sont a
Pintérieur du triangle P; de sommet 0 et de base o; et L; ’ensemble des
points & coordonnées entieres qui se trouvent sur la face de plus petite pente
du parallélogramme P;. On note L,4, la face de plus grande pente de P,.
Siko#0, koo 0

Spp K = Z Y-, )+ ¥ (#(1- 2),0)

=1 (.’L‘ y)EP (zvy)eLl
+ X (1 - ) 1) 4 (0,1)(r — 1)
(z)y)ELn-}-l
+ Z E (1 zp.+uq. 2)+( ( _ zps+.yq.)’0)'
1=2 (z,y)EL; !

Si ko = O(resp koo = 0) on enléeve la somme sur Ly (resp sur Lp41).

d) Cas de P’entrelacs a l’infini de f = 0, lorsque f est non
dégénéré pour son polygone de Newton a infini
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Si f est non dégénéré pour son polygone de Newton a l’infini, son dia-
gramme de Eisensud et Neumann est

%) v (&)

[es]

ol I'on écrit I’équation des faces 9'—’-”7}1”—'1 = 1 pour les faces de Al _(f) avec

p;i > 0et ”:i\#zy = 1 avec p} > 0 pour AL (f).

[l

On a éventuellement des coefficients négatifs sur les branches et des £,
négatifs sur certains sommets. La premiere composante est

A=-

Y -< —_— ,62—0(4
A 2

A=1-N

On considere (z,y) € N? tel que 0 < ZH¥ < 1 et

2 1
o3 _ Y _ @
<<
af T o

Az,y = exp 2mi(z + y)/N
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1 z+ 1
Tu(Aay) = 2ko(5 = ) + 5
az(w +y),, 1 —af(z +y)
{- b5 A i
-—alm+y —adz +aly
(mletyy  (carraiy,
al(z 4y a3z — aly
(-2lzry)y oz ey,
_oetajy ajz—ofy  zty
N N =~ OTN T

Le calcul se poursuit comme précédemment.

Pour une composante quelconque, avec A; > 0

" @M Ab)/%

QLﬁ oAb

<

v /s:(;fj‘- b, )/p;

On note a; et b; les entiers tels que a;q; + b;p; = 1, |a;| < pi, |bi] < ¢;.
On considere (z,y) tels que 0 < ZLt¥P: < ] et

o v B
5 e B

cgi+uypiy 1 —zfi +yBi

o (Mg o) = 2k;(1 = 2L TYPiy 2 (ZTP TYPL
1 2By - yBP

+5 1 A }

On est encore ramené au méme type de calcul que précédemment.
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Pour une composante avec A; < 0.

On considere (z,y) tel que 0 < ZLFVPe < ] gt

i i

2 Y 2
T<;<—z_{

1 1

et on est encore ramené au calcul précédent.

Pour chaque face 0 de A (f), on considere ?30 I’ensemble des points
a coordonnées entieres qui sont a l'intérieur du triangle P, de sommet 0
et de base 0. On note aussi L,n, ’ensemble des points & coordonnées
entiéres sur la face intersection des parallélogrammes P, et P,.. On note
Ly et L, les segments de droite qui joignent origine aux intersections

de Ao(f) et Aso(f).

Si koo # 0 et k' #0

swE=Y ¥ (-t

(z,y)EP

zp1 + TPpn + Yqn
DD e R RD DI R L RY
(z,y)ELy (z,y)€ELn 41 "

Tps +y TPs + Yqs
+Y Y a-EEE g a- 0
oNo’! (xyy)eLana’ ? ’

Si ks = O(resp kL, = 0) on enléve la somme correspondante & Ly
(resp a Ly).
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4) Entrelacs fibrés

Soit K un entrelacs de S° et F une surface de Seifert de K.

DEFINITION. On dit que K est fibré s’il existe une application surjective
continue
p: Fx[0,2r] - 83
telle que
i) p(z,t) = p(x,0) = = pour tout z € K.
ii) p(z,2r) = p(h(z),0) pour tout 2 € F, ot h : F — F est un
homéomorphisme de F appelé monodromie.

iii) p ne fait pas d’autre d’identification.

Pour chaque t € [0,27], 'application p|py(:} est un homéomorphisme
de F sur son image F;. On a Fy = F5, = F ; sinon deux fibres n’ont en
commun que leur bord K.

Le théoreme de Milnor affirme que les entrelacs algébriques sont fibrés.
Par contre les entrelacs a l'infini des courbes planes ne sont pas toujours
fibrés. On a le critére suivant pour qu’un entrelacs torique itéré soit fibré.

ProrosiTiON 29 [EN]. Si K est irréductible et si I' est un diagramme
minimal d’Eisensud et Neumann, alors K est fibré si et seulement si £, est
non nul pour tous les sommets v € V.

On retrouve ainsi le fait que les entrelacs algébriques sont fibrés. On voit
aussi que si K est le noeud a l’infini d’une courbe plane ayant une seule
place a Dinfini, il est aussi fibré [NR].

Exemple d’entrelacs non fibré.

flz,y)=2Py' +y+ 1.

L’entrelacs a linfini de f(z,y) = 0 a pour diagramme

(0)
P 4q P
1 1

L’entrelacs n’est pas fibré.
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Soit I’ un entrelacs torique itéré fibré. Nous pouvons alors interpréter
les polynémes A, Al et A’ en terme de la monodromie d’une fibre.

Soit F' une fibre quelconque,
h:F—F

sa monodromie et

h* . HI(F) — III(F)
la monodromie homologique.

THEOREME 30. Le polynéme caractéristique de la monodromie homolo-
gique h, est A = AK au facteur £t prés.

On note ¢ un multiple des entiers £,,v € N.
THEOREME 31. La monodromie homologique
he : Hi(F) — Hy(F)
satisfait (hl —1)? = 0.

Ce théoréme nous dit que la forme de Jordan de h, n’a que des blocs
d’ordre 1 ou 2.

THEOREME 32 [EN]. Le polynéme caractéristique de h,ger(ns—1y est égal
a Aq(t) lorsque les A (C € C) sont tous de méme signe.

Le théoréme 32 s’applique donc aux entrelacs algébriques et aux entrelacs
a 'infini qui sont fibrés.

Enfin soit
H' = Im(H,(6F;C) — Hy(F,C))

alors
THEOREME 33 [EN]. Le polynéme caractéristique de h.|g: est A'(t).
5) Interprétation du spectre d’un entrelacs algébrique

a) Décomposition de Neumann

Soit I un entrelacs algébrique et F' une surface de Seifert de K. On note
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THEOREME 34 [N]. (H,h.,A) se décompose suivant les espaces suivants

avec la multiplicité :

Iy :=(C,(A),(0))

"A% = (C7(1)’ g__l))

Al = (C,(A),i(A - 1)_)
=A% = (C,(A),i(1- X))

A0 .
A2 — [ 2
AA.—-<C,<)\ A)’l(

1 -1 i
1-) 1 A

mh si A # 1.

r—1

(mx —mh —2m} +ox(N))/2 A#1
(mx —mh —2m} —og(N)/2 X #1

A#£1

On voit donc que si A = exp 27, on a si

-1<a<0 Mq,2 = multiplicité de A%
-1<a<0 Mq, = multiplicité de — A}
0<ax<l Mg, = multiplicité de A}
0<axl Mo = M_qg,2

moy=7—1
b) Spectre et paires spectrales d’une singularité de courbe plane

Le spectre et les paires spectrales d’une singularité de courbe plane, ont
été introduits par Arnold et Steenbrink [AGV] et [St].

Soit (X, z) une singularité isolée de l’espace complexe équidimensionnel
de dimension (n + 1) > 0. Soit f: (X,2) — (C,0) un germe de fonction
holomorphe s’annulant en 2. On prend un représentant quelconque, X',
plongé dans C™ tel que 2 corresponde a 0. Alors, on choisit €,7 > 0 avec

0<n<<e<<let

X={2eX'||z] <e et |f(z)| <n}

On pose
A={teC|[t| <n}

A* = A\ {0}
X*=Xnflan.

Alors f : X* — A* est un fibré vectoriel C*°. Une fibre typique est appelée
la fibre de Milnor de f, notée Xy ;.

Soit h : Xf, — Xy, un difféomorphisme caractéristique de ce fibré
vectoriel. La monodromie de f est I’action induite 7" = h*~! sur I’anneau
cohomologique H*(Xy ;).
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La structure de Hodge mixte sur H*(X;,) consiste en une filtration
croissante par le poids de W, sur H*(X; ,,Q) et une filtration de Hodge
décroissante F'* sur H*(X,C). Si l’on écrit T’ = T, T, = T, Ts avec T, semi
simple et T, unipotente, alors T préserve les filtrations F'*, W, tandis que
N =log T, vérifie N(W;) C W;_y et N(FP) C FP~1. Pour chaque A de T
sur H*(Xy 4, C), on définit

HY(k) : = Ker(Ts — M ;Gr})y GrhH*(X 4 5, C))

h2(k) : = dime HY(k)
olt A? est la cohomologie réduite et Gr/V = W, /W,;_; et
Gr}. = FP[FP*l, De plus, soit

n
h2Y = Z(—l)"‘kh’;'q(k).
k=0

Pour o € Q et w € Z, on définit les entiers mq ,, comme suit. On écrit
a=n—-p-—Pf,avec0 < B < let A= exp(—2mia). Si A # 1, alors
Mo,w = A3 7P, sinon mq , = pEwt1=p,

L’ensemble des paires spectrales est

Spp (f) =) maw(a,w)

comme élément du groupe abélien libre engendré par Q x Z.

THEOREME 35 [S.S.S.]. Sin =1, si K est ’entrelacs algébrique associé a
f =0, alors
Spp (f) = Spp K.

Le calcul du spectre que ’on a fait dans le cas d’une branche analytique
de semi groupe I' =< f,...0, > redonne les résultats de M. Saito [Sa] et
dans le cas ol f est non dégénéré pour son polygone de Newton, ceux de
Arnold [AGV].

II - SPECTRE ET INTEGRALES ASSOCIEES A UNE
COURBE PLANE

Soit f : C* — C un polynéme. On a vu que l'on pouvait associer
a la courbe V = f~1(0) deux entrelacs, ’entrelacs algébrique Ko(V) et
Pentrelacs a infini, Koo(V'). On définit le spectre de V/

SpV =S5p Ko(V)+ Sp Koo(V)
=) ma(SpV)(e)

a€EQ
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On interpréte maintenant ce spectre en termes de bornes du domaine de
convergence d’intégrales associées a f.

On suppose que f(z,y) = Y a,2"My” € R[z,y] ol ay > 0 pour tout
v € Supp f. Pour (B1,B2) € N*2, on considere Iintégrale

I(£,8)(s) = /0 /0 f(z,y)'s" " yP N dody.

Rappelons les résultats de [CN2] et [CN3].

Dans ces articles, on considere pour (81, 3;) € C? I'intégrale

Lo (f)(s, 8 / / Fz,y) Py ﬁgd z dy

4

On note £x(f) ’enveloppe convexe de ’ensemble

U {a - R%}

a€Supp f

|

On note {,(z,y) = 1,’équation d’une face £, (f). Pourv = (Vi)(i,5)eSupp 1>
v;; € N, on définit

Sa(,B,l/):gg(ﬂ,I/)— Z Vi.j(l_ea(i,j))‘

(i,j)€Supp f

Io(f)(B,s) est convergente dans
ﬂ{ B)|Re(s) > Res, (53,0)}.

On peut prolonger I (f)(f,s) en une fonction analytique en dehors de

S(8) = | UL(s:B)ls = s.(B,v)}.
oV
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Soit o une face de £, (f). Posons
H(s,B) = Ioo(f)(s,8) - 21 (for)(s, ﬁ+ZW)

ol o' désigne ’ensemble des faces de Eo.(f) telles qu’il existe v tel que
$q1(B,v) = 35(8,0) et & = Supp f— (¢' N Supp f).
Alors H(s,[3) est analytique en dehors de

S(B) = {(s, B)ls = s4(83,0)}.

On peut écrire

e da
' = rsd‘(ﬁvo)_‘s__ S
Ioo(fd )(S,ﬂ-*- _%, 71/) ‘[ €z T I(Q’/B)
ol

© Bty My d
I('S)/@)z/l v s fo’(val)_—s_vE

Si o n’est pas parallele aux axes (resp. si o est parallele & I’axe des z)
(resp. si o est parallele a I’axe des y)

) o roo Bt mv ﬁ2+2’)’2u J
I(s,pB) = O] fo fo e 7y 7 exp(—fo(z,y)F r‘g
ﬁ1+2 Y1V
(resp. [;* for(z,1)7% (P02 = d2)
o o B2t ny

(resp. [~ for(l,y)=2 B0y = 2)

+(s = 841 (B,v))Hy(s, B)

ou Hi(s, ) est analytique au voisinage de

5= 85(B,v), si sq(B,v) # 551(B,v) et

801(B,v) # 801 (B,v) ol 0] et o} désignent les faces de Eoo(f) voisines de

o'. Sinon, on a (3—36 (B,v))(s,B) = a(B)+(s—34:(B,v)) (s, 3) ot a(B)
est un élément non nul dans le corps engendré sur Q par les coefficients de
K.

Revenons maintenant a l’intégrale I(f, 3)(s). On DPécrit
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I(£,8)(8) = Io(f)(=3,B) + Lo (£, B)(s) + L (£, B)(s) + Lo (£, B)(s)
Io(f,ﬁ)(s) = fol fol f(:L‘ 1)52;,(31?/{32@&
L(f,B)(s) = [y J{° f(z,y)*alryPededy

I2(f’ﬁ)(3)—f1 fo z,y) Tﬁlyﬁq?dyy

D’aprés les résultats que l'on vient de rappeler, I(f)(-s,p)
= I(f,B)(—s) est convergente pour Re(s) > —s,(3,0) ou o est la face
de €.(f) coupée par la droite Dg qui passe par origine et le point de
coordonnées (1, F2). Si cette droite coupe o, (f) sur une seule face le pole
est simple. 1l est double sinon.

Ensuite, on écrit
- - - —B,dx d
L(f,B)(s)= [° J{7 f(a=t y~t)oa—Pry=Fdz sy
Notons, si f(z,y) = Z a1y,
7 = Supyr 73 = Supy
YESupp { ~YESupp {
et g(z,y) = Y a 2Ny - Alors

IO(f’ ﬂ)(S) = Ioo(g)('s’ _7(1)5 - ﬁla _7'.1213 - ﬁf.’)
Les calculs sont faits dans [CN2] et [CN3]. On montre que Io( f, 5)(s) est

convergente pour Re(s)> —s,(3,0) ot o est la face de Ag(f) coupée par la
droite Dg. Le pole est simple si Dg coupe Ag( f) sur une seule face, double

sinon.
1 o)
dz dy
e 2 \8 01,082 77
// f(l,y)x VT

dz dy
— s -6 ,32

On note g1(z,y) = ¥ a,a" Ny
Il(f7 ,3)(8) = - f1°° floo gl(a’.’ y)—sl—wls 'Blyﬂ2 4z dyy
I](f,,B)(S) = _Ioo(gl)(s’ ‘"7?‘9 - ﬂhﬂ?)'
On considere le polygone £.(g1). Soit o une face de £,,(g1) d’équation

az-i-bl = 1. Alors pour tout (71,72) € Supp f, on a a(7 — 1) +by2 —¢c < 0,
c’est-a-dire que —ay; + by2 — (¢ — ay)) < 0, ce qui veut dire que la droite

Il(f,:B)(s)
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o' d’équation =2Z+% — 1 est une face de A(f).
q c—av;

Notons £!,(f) la réunion de la partie de A’_(f) qui n’appartient pas &
Eoo(f) et des droites

z = inf et y = 5.
’)’ESuppf’y1 y 70

Alors I (f,B)(s) est convergente pour
—Sg! (,3, 0) < RC(S) < —8gn (,3, 0)

ot o' et 0" sont les intersections de Dg avec &£1(f), et elle admet des poles
pour

§=—55(0,0) et s = —s41(f3,0).

Si Dg contient une face de £1(f), il n’y a pas de poles correspondants.

On a donc finalement

THEOREME 32. Si f est a coefficients réels positifs et n’est pas quasi ho-
mogeéne, alors I( f,3)(s) est convergente pour

—551(8,0) < Re(s) < —s,1(B,0)

ol o' et o' désignent les deux faces de A(f) coupées par la droite Dg qui
passe par lorigine et le point de coordonnées (31, 2). La fonction I( f, 3)(s)
se prolonge a tout le plan complexe en une fonction méromorphe ayant tous
ses poles sur la droite réelle en des points rationnels.
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Si Dg ne contient pas une face de A(f) alors I(f,3)(s) admet des péles
pour s = —84,(3,0) et s = —s,4(B,0). Ces poles sont simples si Dg ne
passe pas par un sommet de A( f), double sinon.

Si f est & coefficients réels positifs et quasi homogene de poids (w1, w2)
le théoréme précédent dit que I(f,3)(s) converge pour

———-—<Re(s)<—él——&

wy W2 wy w2
c’est-a-dire que I(f,B)(s) n’a plus d’intervalle de convergence, mais le
prolongement de I(f,3)(s) (défini comme somme des prolongements de
Ioo(faﬂ)(s)7 IO(f,ﬂ)(S)’Il(f’ﬂ)(s) et I2(f713)(s)) n’admet pas de p01e €n
s = =B _ B2 QOp dit dans ce cas que l'intervalle de convergence de

w2

I(f, ,8)(33 est réduit a un point.

COROLLAIRE 33. Si f est & coefficients réels positifs et non dégénéré pour
son polygone de Newton alors a € Q vérifie mq(Sp(V')) # 0 si et seulement
si il existe (B1,32) € N*? tel que —(a + 1) soit une borne de l'intervalle de
convergence de I(f,3)(s).

Terminons par quelques remarques.

Remarque 1. Considérons toujours f a coefficients réels positifs et soit
t un nombre réel strictement positif. On s’intéresse a I(f + ¢,5)(s) pour

t#0.

La partie de A(f) qui nous intéresse maintenant est celle qui ne contient
pas les faces de Ag(f) ni les faces o de Ay (f) telles que A, < 0. On la
note AL (f).

Alors I(f +t,0)(s) est convergente pour

Re(s) < —s,(8,0).
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ou o est la face de AY_(f) coupée par Dyg.

Une fibre f~1(t) est dite réguliére & I'infini si toutes les fibres voisines
ont le méme entrelacs a l'infini. Il y a seulement un nombre fini de fibres
qui ne sont pas régulieres a 'infini et toutes les fibres réguliéres définissent
le méme entrelacs a l'infini. On appelle cet entrelacs entrelacs a Pinfini de
f et on le note L(f,00) [N]. On écrit

Sp L(f,00) = Y mo(L(f,00))(a).
a€EQ

COROLLAIRE 34. Si f est & coefficients réels positifs et si f + t est non
dégénérée pour Al (f), alors my(Sp L(f,00)) # 0 si et seulement si, il
existe (f1,02) € N*? tels que —(a + 1) soit I’abscisse de convergence de

I(f+1t,B)(s).

C’est Claude Sabbah qui a suggéré d’étudier les intégrales associées a
[+t
Remarque 2. L’origine de ’étude de l'intégrale

/ / flz,y)* e~ tyP2=tdady
1 1

est ’étude de la série de Dirichlet

Z(f,B8)(s) =Y. flma,my) " m T ImfEt
1 1

C’est le polygone E.(f) qui donne la position des poles.

On dit que le polyndme f est commode, si il existe 7; € N et 7, € N,
tels que (¥;,0) € Suppf et (0,7,) € Supp f.

On dit que le polyndéme f est hypercommode si il existe 7; € N et
¥, € N, tels que (7;,0) € Supp f et (0,7,) € Supp f et pour tout (y1,72) €
Supp fv1 <7; et 72 <7,. On remarque que lorsque f est hypercommode
les polygones de Newton £ (f) et Aso(f) coincident.

COROLLAIRE 35. Soit f un polynéme a coefficients réels positifs, hyper-
commode et non dégénéré pour son polygone de Newton. Alors

ma(Sp Koo(V)) # 0 si et seulement si il existe (B, 82) € N*? tel que (a+1)
soit ’abscisse de convergence de Z( f,[3)(s).
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I y a maintenant deux fagons de généraliser ces résultats d’une part
en étudiant les polynémes a deux indéterminées a coefficients quelcon-

ques, d’autre part en étudiant les polynomes & un nombre quelconque
d’indéterminées.
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