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Quelques exemples de suites unimodales
en théorie des nombres.

par MICHEL BALAZARD

1 - Suites unimodales

Soit I un intervalle de Z. Nous dirons qu’une suite de nombres réels
positifs ou nuls est unimodale s’il existe ko E Z U {2013oo, +oo} tel

si k  ko et Uk+l si k &#x3E; ko. Le nombre ko est appelé
mode de la suite uk ; il peut ne pas être unique.
En ce qui concerne le sens de variation, l’unimodalité est donc la propriété

la plus simple après la monotonie, qui en est d’ailleurs un cas particulier.
L’attention particulière portée aux suites unimodales vient de la théorie des
probabilités et de la statistique : si uk est la probabilité qu’une certaine
variable aléatoire X~ prenne la valeur I~, ko est la valeur la plus probable
de X et la probabilité que X = k est d’autant plus faible [ est
grand (cf. l’ouvrage récent [7]).
Des suites unimodales appara,îssent dans de nombreux domaines des

mathématiques et les démonstrations d’unimodalité, souvent délicates, sont
d’une surprenante variété. Ainsi l’unimodalité de la suite des coefficients du

n

polynôme Il (1-f- xk) ~ut démontrée par Hughes en 1977 grâce à la théorie
k=1

des algèbres de Lie, et redémontrée par Odlyzko et Richmond en 1982 par
la méthode de Laplace d’évaluation des intégrales. Nous reviendrons sur
cet exemple au paragraphe 3.

Notre objectif est ici d’illustrer cette diversité de méthodes par des

exemples issus de la théorie des nombres. Au paragraphe 2, nous rap-
pelons les relations existant entre unimodalité, concavité logarithmique, et
convolution. Au paragraphe 3, nous donnons quelques exemples de suites
unimodales tirés de la théorie des partitions. Enfin, le paragraphe 4 est
dévolu à la solution récente d’une conjecture d’Erdôs, objet de l’exposé
oral tenu à ce séminaire. Signalons que notre article complète dans une
certaine mesure le récent tour d’horizon de Stanley (cf. [22]), avec lequel il
a cependant une intersection non vide (essentiellement, notre paragraphe
3).

Manuscrit reçu le 21 novembre 1989.
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2 - Unimodalité, concavité logarithmique et convolution

La suite de nombres réels positifs ou nuls (uk)kEI est dite logarithmique-
ment concave (en abrégé, log-concave) si Uk+l Uk-1 pour tout k E I
tel que k ~ 1 E I, et si le support de u (l’ensemble des h pour lesquels

0) est un intervalle de Z. La log-concavité de u entraîne son uni-
modalité : est décroissante donc il existe ko +oJ ) tel que

uk

Le produit de convolution de deux suites de réels positifs ou nuls (uk)kEr
et (vk)kEJ est la suite définie par

si la série du second membre converge pour tout k E I + J. On note

Nous énonçons maintenant une suite de propositions concernant les re-
lations entre unimodalité, log-concavité et produit de convolution.

1) Le produit de convolution de deux suites log-concaves est log-concave.
2) Le produit de convolution de deux suites unimodales n’est pas néces-

, , 
2 1

sairement unimodale (prendre u = v avec uo = -, u2 - - et
3 6

Uk = 0 si k 54 0,1,2).
3) Une loi de probabilité est log-concave si et seulement si

p * q est unimodale pour toute loi de probabilité (q,,),,EZ unimodale
(Keilson et Gerber 1971, cf. [10]).

4) Si est une loi de probabilité telle que p~ - 0 pour 11  0 et
n &#x3E; d, po &#x3E; 0, pi &#x3E; 0, Pd-1 &#x3E; 0, &#x3E; 0, alors il existe un entier
mo tel que pour m &#x3E; mo la puissance m-ème de convolution (Pn)*m
soit log-concave (Odlyzko et Richmond 1985, cf. [17]).

5) Le produit de convolution de deux suites unimodales symétriques
(par rapport à leurs modes respectifs), s’il est défini, est unimodal
et symétrique.

Si en,... an sont n nombres réels positifs, la suite des fonctions symétri-
ques élémentaires :

est unimodale. Elle est en effet log-concave, étant le produit de convolution
ul * , , , * un, où ui = 1, ui = aj et uk = 0 si 0, 1. Si tout les ai valent
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1, on retrouve l’unimodalité bien connue des coefficients du binôme. Si

ai = i - 1, on obtient l’unimodalité de k ~ ls(n, k)l, où les s(n, k) sont les
nombres de Stirling de première espèce (cf. [6], chapitre 7).
Ce résultat a aussi une intéressante conséquence arithmétique. Soit 

la densité asymptotique de la suite des entiers dont le k-ème diviseur pre-
mier (par ordre croissant) est égal à p. Le crible d’Eratosthene-Legendre
permet de montrer que  k(p) existe et vaut p-l ( 1 - 1 1 où le

qp q mm

produit porte sur les nombres premiers q  p et la somme sur les entiers
m &#x3E; 1, ayant exactement k -1 diviseurs premiers, tous inférieurs à p. Cette
somme est évidemment la (k - l)-ème fonction symétrique élementaire des

no bres , q  p, q premier et on obtient donc 1 ’ unim ’ o dal ité de la
q - 1

suite k ~ ak(p). Erdôs et Tenenbaum ont étudié en détail le comportement
asymptotique de Ak(p) et ont en particulier montré que pour chaque p, le
mode ko de la suite ak(p) vérifie ko = loglogp + 0(1) (cf.[9]). On peut
d’ailleurs généraliser ce résultat de manière élémentaire. Si Sk désigne la

n

somme de Newton £ ak, il est clair que
1=1 .

donc le mode ko de la suite (Qk) vérifie :

3 - Partitions

A la frontière entre la théorie des nombres et l’analyse combinatoire, la
théorie des partitions est riche en exemples de suites unimodales. Rappelons
qu’une partition de l’entier positif n est une suite d’entiers 1  ... 

telle que "1 -~- ~ ~ ~ + B, = n ; les Bi sont les parts de la partition.
Nous commençons par une liste de résultats, puis nous donnerons, à

titre d’illustration, quelques détails sur le théorème de Hughes déja cité au
paragraphe 1.

1) Soit p(n, k) (resp.q(n, k)) le nombre de partitions de n en k parts
(resp. k parts distinctes). Pour n assez grand, les suites k - p(n, k)
et k - q(n, k) sont unimodales (Szekeres 1953, cf. [23]).

2) Une composition de n est une suite quelconque d’entiers positifs
a1, ... ar telle que "1 -~- ~ ~ ~ + = n ; les Bi sont les parts de la
composition. Soit a(n, m) le nombre de compositions de. n dont la
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plus grande part est égale à m. Pour n &#x3E; 1, la suite m ~ a(n, m)
est unimodale (Odlyzko et Richmond 1979, cf. [15]).

3) Soit p (N, M, n) le nombre de partitions de n en exactement M
parts, toutes  N. Pour N, M &#x3E; 1, la suite n - est

unimodale (Andrews 1975, cf. [2], theorem 3.10).
4) Soit c (N, M, n) le nombre de compositions de n en exactement M

parts, toutes  N. Pour 1, la c(N, M, n) est
unimodale (Star 1976, cf. [2], theorem 4.2). quad Intéressons-nous
maintenant au nombre j(n, k) de partitions de k en parts distinctes,
toutes  n. Ainsi .

Nous dirons qu’un polynôme est unimodal si la suite de ses coeffi-
cients l’est.

THÉORÈME A (Hughes 1977, cf.[13]). Pour tout n, le polynôme
n

rl (1-f- xl ) est unimodale.
1=1

Ce théorème peut être vu comme corollaire de l’un ou l’autre des deux
suivants :

THÉORÈME B (Stanley 1980, cf. [21]). Soit R ul~ système de racines
de rang n, ( a l , ... , a ~, ) une base de R, R+ l’ensemble des racines posi-
tives de R relativement à cette base. Soient xi, - - - , xn n indéterminées

n

indépendantes. Pour tout {3 aiai E R+, où les ai sont des entiers
i=1

naturels, on pose x = ... On déduit enftn

Alors, si m1, ... , m t sont des entiers positifs, le polynôme en t
- ’-

est unimodal et symétrique.

THÉORÈME C (Odlyzko et Richmond 1982, cf. [16]). Soit une

suite non-décroissante d’entiers positifs vérifiant les hypothèses : .-
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où Il ~~ [ désigne la distance à l’entier le plus proche.
Alors il existe une constante A (dépendant de la suite (ai), ma,is pas de

nr - -

Notre seul commentaire concernant le théorème B sera de le rendre in-

telligible au lecteur ignorant la théorie des algèbres de Lie. Un système de
racines de rang n est un sous-ensemble fini R de l’espace euclidien ~’~ tel
que :

1) R engendre RI et ne contient pas 0 ;
2) 
3) si a E R, R est invariant par la symétrie orthogonale par rapport à

l’hyperplan orthogonal à a ;
4) si E R, alors 2(a, 0)/(a, 0:) est entier, où ( , ) désigne le produit

scalaire.

Une base (al , ... , an) de R est une famille d’éléments de R qui est une
n

base de Rn telle que tout (3 E .R puisse s’écrire (3 = 2: ki(1i, où les ki
1=1 

,

sont des entiers tous &#x3E; 0 ou tous  0. On peut montrer que tout système
de racines admet une base. L’ensemble .R+ des racines positives de R
relativement à la base (ai , ... , an ) est alors l’ensemble des Q E R tels que

n

les ki soient positifs ou nuls dans l’égalité 6 = 2: 
i=1

Pour retrouver le résultat de Hughes, on prend

où {ei,...,6~} est la base canonique de R’. On vérifie que Cn est un
système de racines dont une base est ~1 2013 E2, (2 - ~3,..., En, 2’Cn et
que les racines positives de Cn ont pour coordonnées dans cette base :

0 soit (0,..., 0,1,..., 1,0,..., 0) a zéros, suivis de b "1" et de c zéros
(avec a &#x3E; 0,6 &#x3E; 1 et c ~ 1)

0 soit (0, ... , 0, 1 , ... , 1, 2, ... , 2,1) a zéros, suivis de b "1", de c "2" et
d’un " 1" 

On choisit 7~1 =M2 = ***=Mn-1 = 1 et mn = 2 ; dans

n’interviennent que les racines positives du second type et ce polynôme
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on le voit facilement par récurrence sur n.

Quant au théorème C, observons d’abord que les conditions (I) et (II)
sont celles introduites par Roth et Szekeres dans leur important article [19] ;
elles sont vérifiées entre autres par les suites ai = f (i) ou ai = f (p=), pi
désignant le i-ème nombre premier et f(x) un polynôme ne prenant que
des valeurs entières pour x entier et tel que pour tout nombre premier p il
existe un entier x tel que p ne divise pas f (x).
La méthode de démonstration du théorème C peut être adaptée dans le

cas particulier du théorème d’Hughes pour supprimer la restriction A  k.
Nous donnons maintenant une esquisse de la démonstration d’Odlyzko et
Richmond du théorème d’Hughes.
Nous allons procéder par récurrence en posant

Supposons que bn-1,k croisse avec k pour 1  n(n - 1~~4 puis décroisse.
Il en résulte que croît pour k  n(n - 1)/4 et décroît pour
k &#x3E; n(n - 1)/4 + n. Il nous suffit donc de considérer l’intervalle

Nous partons de la formule intégrale :

où 1 Ainsi, nous obtenons
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Pour montrer que b m décroît quand 0  m  n , il suffit de montrer
que la dérivée b’(rri) est négative, m étant maintenant considéré comme une
variable continue. Or

et l’intégrale I peut s’évaluer par la méthode de Laplace.
Au voisinage de 0, on a :

et cette fonction "décroît suffisamment" quand 0 s’éloigne de 0, d’où

quand n tend vers l’infini et 0  m  n , où C = 21 2 ,31 I2 -3 /2 .- - 

2

En utilisant des versions numériques explicites des approximations que
nous venons d’indiquer, Udlyzko et Richmond prouvent que, pour n &#x3E;
60 et 0  m  n, l 2: 01 368 mn-9/2, donc b’(m)  0. Ils terminent
la démonstration par une vérification sur ordinateur de l’unimodalité de
n

TI (1 -~ xk) pour n  .59.
k=1

Terminons ce paragraphe par une conjecture dûe à Almkvist (cf. [1], où
la conjecture est vérifié~ pour 3  n  20 et n=100,101).

CONJECTURE. Le polynôme est unimodal si

Pour n = 2 on retrouve le théorème de Hughes. Notons que le coefR-

cient de tj dans le polynôme TIr est le nombre de partitions de j
en parts  r, chacune répétée moins de n fois.



20

4 - Solution d’une conjecture d’Erdôs

Il y a deux façons naturelles de compter le nombre de facteurs premiers
de l’entier positif n : avec ou sans multiplicités. On définit ainsi deux
fonctions arithmétiques additives :

Pour étudier le comportement statistique de’ ces fonctions quand n décrit
la suite des entiers ou la suite des entiers sans facteur carré, on introduit ~
les lois locales :

k &#x3E; J(x), où 7~ = E(x) est défini par p1 ... pI~  x  Pi
désignant le j-ème nombre premier. On a log x/ loglog x quand
x -~ +oo, d’après le théorème des nombres premiers.

L’étude locale des fonctions "nombre de facteurs premiers" a progressé
au cours du vingtième siècle, et n’est d’a,illeurs pas terminée. Ainsi Landau
démontrait en 1900, comme corollaire du théorème des nombres premiers :

pour k fixé et x tendant vers l’infini, mettant ainsi en évidence une loi de
Poisson de paramètre logloga:. En 1917, Hardy et Ramanujan s’interes-
saient aux valeurs normales de cv(n) et Si(n) et prouvaient :

x tendant vers l’infini, où les trois sommes portent sur les entiers k tels
tendant vers l’infini avec x, ar-

bitrairement lentement. En 1939, Erdôs et Kac prouvaient le théorème
central limite correspondant à cette loi des grands nombres :
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x tendant vers l’infini, où les trois sommes portent sur les entiers
k  loglog x + tv4ôg-rog-x, t étant un nombre réel arbitraire fixé. En 1948,
Erdôs démontrait la version locale de ce théorème central limite :

x tendant vers l’infini, uniformément pour loglog z[  
B désignant une constante positive arbitraire. Dans le même article, il
démontrait le

THÉORÈME D (Erdôs 1948, cf. [8]). Pour x assez grand, les trois suites

sont unimodales en k.

Enfin, il conjecturait l’unimodalité pour x assez grand des trois lois lo-
cales k), p(x, k) et cr(x, k).
En 1953, Sathe donnait des formules asymptotiques pour ces lois locales,

uniformes pour k = o(loglog x). La longueur et la complication de l’article
de Sathe motivaient alors Selberg en 1954 à redémontrer ces formules plus
simplement, en introduisant une méthode d’une grande fécondité (cf.[20]).
L’idée est d’écrire, par exemple :

le cercle izl = r étant parcouru une fois dans le sens positif. Selberg re-
marque alors que le polynôme générateur E () est la fonction somma-

nx

toire ~~B fonction multiplicative de n dont la série de Dirichlet
est "proche" de La méthode classique d’intégration dans le plan
complexe, utilisant la formule de Perron et les propriétés connues de «,S),
permet d’obtenir une bonne approximation de E puis, par un choix

v 

nx

convenable de r, d’estimer précisément 
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On obtient ainsi :

uniformément pour x &#x3E; 2 et Izl  B, puis

uniformément pour x &#x3E; 3 et 1  k  B log log x, où B est une constante
positive arbitraire, soumise à la condition supplémentaire B  2 dans le
cas de (3) et (6), et 

’

les produits portant sur l’ensemble des nombres premiers.
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En 1984, Nicolas achevait pratiquement l’étude locale de Sl(n) en démon-
trant la formule (cf.[14]) :

uniformément pour 1

E étant un nombre positif fixé mais quelconque et 0  b(E)  1.

Il faut remarquer ici ia différence entre la formule (6), montrant un com-
portement statistique proche d’une loi de Poisson, et la formule (7), essen-

. tiellement géométrique de raison 2. En 1988, l’auteur, Delange et Nicolas2
montraient que (6) et (7) étaient en fait deux aspects d’une formule unique
dont le terme principal est, de façon approchée, le produit de convolution
d’une loi géométrique et d’une loi de Poisson. En particulier, leur résultat
entraîne que :

uniformément quand y = ~2-k -~ +oo (cf.[3]).
Dans [4], nous donnons la démonstration complète de l’unimodalité de

k H Q(x, k) pour x assez grand, en nous appuyant sur (8), sur un raffine-

ment de la formule (6) de Sathe-Selberg (on explicite le terme 1

nous revenons plus bas sur ce point, à propos de 1r(x, k)), enfin sur l’argument
suivant : si k &#x3E; log 1 tout entier n compté dans (1 x, k) est pair et la cor-g

n

respondance n 2 prouve que Q(x, k  Q(x, k - 1).
Le comportement de a(x, k) et p(x, k) pour les grandes valeurs de k

(loglog x = O(k)) s’est avéré plus difficile à appréhender. Après les travaux
de Pomerance (1984, cf. [18]) et Hensley (1987, cf. [11]), Hildebrand et
Tenenbaum adoptaient une nouvelle approche de la formule (0), fondée
sur la méthode du col en deux variables complexes, et démontraient une
formule asymptotique pour dont un corollaire est (cf.[12]) :
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uniformément pour

En combinant cette formule et le résultat (4) de Sathe-Selberg, on voit
qu’il existe xo(B) et une constante absolue C &#x3E; 0 tels que, xo(B),
on ait x(z, k + 1) &#x3E; pour k  loglog x - C et x(z, k + 1)  

, 
pour loglog x + C  k  B 

Nous avons récemment pu lever les incertitudes sur le sens de variation
de 7r(x, k) et démontrer ainsi la conjecture d’Erdôs.

THÉORÈME E(1989, cf.[5]). Si x est assez grand, les trois suites
et u(x, k) sont unimodales en k.

Indications sur la démonstration : L’idée essentielle est de considérer
comme cas particulier de la quantité 1r(x,t,k), nombre des entiers

 x ayant k diviseurs premiers, tous &#x3E; t ; on a k) = x(z, 2 - c, k) pour
tout E &#x3E; 0. On définit de même p(x, t, k). Ces généralisations de 1r(x,k) et
p(x, k) ont l’intérêt de vérifier des équations fonctionnelles : -.

qui se prêtent à un raisonnement par récurrence. Dans le cas de 
ce raisonnement est compliqué par la présence des exposants a &#x3E; 2 (cf. [5]),
c’est pourquoi nous le présentons ici pour 
Pour montrer que p(x, k + 1 )  p(x, k) si k &#x3E; 2 log log x + 2 (par exem-

ple) et x assez grand, il nous suffit de montrer l’existence d’une constante
absolue positive xo telle que :

Cette dernière assertion est elle-même une conséquence de
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Supposons en effet (11) vérifiée et démontrons (10) par récurrence sur k.
. 

Pour k - 0, c’est une évidence ; si maintenant c’est vrai pour un entier
k &#x3E; 0, supposons x &#x3E; &#x3E; exp (exp( --1 ) ) et k + 1 &#x3E; 2 log u. Observons_ _ 

x _ 
_

que tout terme non nul p(-, p, k - 1) de la somme
p

doit vérifieur j On peut donc appliquer

l’hypothèse de récurrence : si

Il reste donc le cas où 2log u  k + 1  2log u + 1, cas auquel l’assertion
(11) s’appli que directement.
Pour démontrer (11), on utilise des travaux d’Alladi sur le comportement

asymptotique de p(x, t, k) quand k = 0(log u). Par la méthode de Selberg
quand t est "petit" et par la méthode de l’équation fonctionnelle quand t
est "grand", on obtient :

quand x tend vers l’iiifiiii, uniformément pour 4

L 1

Ci étant une constante positive absolue ;

quand x tend vers l’infini,

uniformément pour ( est

définie par récurrence :
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Une démonstration élémentaire montre que
on déduit alors de (12) et (13) que

uniformément pour exp(exp(-1))  t   2logu-t- 1, ce
qui prouve (11).
Pour supprimer l’incertitude sur le sens de variation de n(x, k) dans

l’intervalle 1 k - log log x 1  C, on procède comme dans [4]. Le lemme

principal est le suivant :

LEMME. Soit J(z) une fonction holomorphe pour Izl  R. Posons

Nous avons alors :

uniformément pour

On en déduit, comme dans [4], l’existence d’une constante absolue D
telle que, si

~ D

alors
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Si x est assez grand, l’intervalle [Ax, Bx~ contient au plus un entier et
cela suffit à assurer l’unimodalité de 

Remarquons ici que

donc

donc il existe une constante

absolue Dl telle que

En particulier, si la distance de
j

à l’entier le plus proche est supérieure

l’intervalle [Ax, ne contient aucun entier et 1r(x, k) atteint

son maximum en i , résultat que nous pouvons

énoncer de la manière suivante : .- ....

PROPOSITION. Il existe une constante absolue E telle que, si

alors la suite k - 1r(x, k) atteint son maximum en- 

Terminons ce paragraphe par une liste de questions.
1. Des expériences sur ordinateur semblent indiquer que 1r( x, k), p(x, k)

et u(x,k) sont unimodales dès que x &#x3E; 1 : est-ce vrai ?

2. Ces trois suites sont-elles log-concaves ?
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3. Notons

Pour k assez grand relativement à x, les inégalités 
O’(x,k - 1), ~r(x, k)  ~r(x, k - 1), et p(x, k)  p(x, k - 1) ont des in-
terprétations combinatoires : on peut construire une injection ik de II(x, k)
dans (resp. de P(x, k) dans P(x, k - 1), resp. de dans

E(x, k - 1)) telle que ik(n) soit toujours un diviseur de n.

Quelle est la valeur Iil(x) (resp. resp. de plus petit k tel

qu’une injection ik existe ? On a vu que .

montrer que

4. Peut-on étendre le d.omaine de validité de la relation (9) de Hildebrand
et Tenenbaum ?

5. Les suites 1r(x,t,k), p(x, t, k) et (définie par 
~{n;1  n  x, O(n) = k et (pln) =&#x3E; (p &#x3E; t)}) sont-elles unimodales pour
tout x et tout t ? Dans ce contexte, signalons comme exercice pour le lecteur
que pour tout u &#x3E; 1, la suite k ~--~ &#x3E; fk(u),1  k  u, est log-concave.

6. Le calcul que nous avons présenté pour 1 k - log log x 1   1 prouve que
si x est assez grand atteint son maximum en une ou deux valeurs
de k ; nous dirons qu’il y a un pic ou un plateau. Pour combien d’entiers
y  x, 1r(y,k) a-t-elle un plateau ? Existe-t-il pour tout entier 1 &#x3E; 0 un
entier xi tel que + j, k) ait un plateau pour j = 0, .. , , 1 ? Les mêmes
questions peuvent être posées à propos de p(x, k) et de a(x, k).

7. Comparer la ou les valeurs de k rendant a(x, k) maximum avec la
1

valeur de 1 rendant maximum (cf. [8]).
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