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RESUME

L’Analyse en Composantes Communes et Poids Spécifiques (ACCPS) est une
méthode qui permet de traiter simultanément des tableaux multiples appariés par
lignes. Elle stipule I'existence de composantes communes pour tous les tableaux
mais les «poids» de ces tableaux pour chacune des composantes peuvent étre
différents. Cette méthode a été introduite pour analyser des tableaux dans le
cadre de I’évaluation sensorielle. Par la suite, la méthode a été appliquée dans le
cadre du couplage de plusieurs appareils de mesure et la caractérisation d’aliments
par des méthodes instrumentales telles que la spectroscopie infrarouge et ’analyse
d’images multispectrales. Des propriétés de I’ACCPS sont démontrées permettant
de D’enrichir en procurant de nouveaux outils d’interprétation. En particulier, une
nouvelle formulation de la méthode est proposée conduisant & un algorithme pour
la détermination des composantes communes et des poids spécifiques plus rapide
que lalgorithme original. L’intérét de I’ ACCPS et des propriétés discutées dans cet
article est illustré sur la base d’une étude de cas en évaluation sensorielle.

Mots-clés : Analyse en composantes principales, tableaux multiples, INDSCAL,
STATIS.

ABSTRACT

Common components and specific weights analysis which is a technique for the
analysis of several data sets is presented. It stipulates the existence of common
dimensions to the various data tables, but each dimension may be differentially
weighted for each data set. The application of this method to the analysis of
sensory and instrumental data was presented in previous papers. We highlight a
new formulation of the method from which new properties emerge. These properties
are illustrated using real data.
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NOUVELLES PROPRIETES DE L’ANALYSE EN COMPOSANTES COMMUNES
1. Introduction

1.1. Généralités

La méthode Procruste Généralisée (Gower, 1975) et STATIS (L’Hermier des
Plantes, 1976; Lavit, 1988) sont trés populaires dans le cadre de l'analyse
de profils sensoriels (Arnold et Williams, 1986; Schlich, 1993; Qannari et
al., 1997). Ces deux méthodes permettent de déterminer un compromis en
imposant, en particulier, un facteur d’échelle unique pour chaque tableau.
L’Analyse en Composantes Communes et Poids Spécifiques (ACCPS) per-
met de relaxer cette hypothese qui semble étre restrictive en déterminant
des composantes communes sous-jacentes aux différents tableaux mais les
poids attribués a ces composantes pour les différents tableaux peuvent étres
différents. Des lors, il apparait que ces hypotheses sont celles qui sont a la
base du modele INDSCAL (Carroll et Chang, 1970). Cependant, L’ ACCPS
présente plusieurs avantages. Le premier avantage est que les poids associés
aux composantes sont toujours positifs, alors qu’ INDSCAL peut conduire a
des solutions dégénérées. Afin de contourner cette difficulté, Ten Berge et al.
(1993) ont proposé des alternatives a l’algorithme original d’INDSCAL en
imposant des contraintes de positivité aux poids. Un deuxieme avantage de
I’ACCPS par rapport & INDSCAL réside dans le fait que les composantes com-
munes sont contraintes d’étre orthogonales, ce qui a un intérét évident pour
linterprétation des résultats. La aussi, nous pouvons noter que Kiers (1989)
a proposé des algorithmes pour imposer aux composantes ' INDSCAL d’étre
orthogonales. Un troisieme avantage de ’ACCPS est de procurer des espaces
de représentation emboités ce qui, la aussi, peut présenter un grand intérét
pour linterprétation des résultats. Enfin, il est a souligner que la démarche
poursuivie dans le cadre de ’ACCPS est davantage ancrée dans un contexte
de tableaux multiples plutot que dans un contexte de positionnement multi-
dimensionnel (multidimensional scaling) comme c’est le cas pour INDSCAL.
Un des objectifs de ce papier est de souligner davantage cet ancrage en mon-
trant de nouvelles propriétés qui, en particulier, montrent les liens et les simi-
larités de I’ ACCPS avec les méthodes d’analyse de tableaux multiples du type
«analyses canoniques généralisées ».

L’ACCPS a été introduite et utilisée dans le cadre de l'analyse sensorielle
(Qannari et al., 2000; Qannari et al, 2001), pour 'analyse d’'images mul-
tispectrales (Courcoux et al., 2002), pour I’étude de données instrumentales
(Pram Nielsen et al., 2001) et pour le couplage de plusieurs appareils de mesure
(Mazerolles et al., 2002; Mazerolles et al., 2006 ; Hanafi et al., 2006). Cepen-
dant, son aspect algorithmique n’a jamais été discuté de maniere détaillée.
Ce que nous faisons dans ce papier. De plus, nous discutons une nouvelle for-
mulation de la méthode qui permet d’exhiber de nouvelles propriétés utiles
pour l'interprétation des résultats et qui suggere un nouvel algorithme plus
rapide que ’algorithme original. Ce dernier aspect peut étre déterminant dans
des applications traitant de tableaux de grandes dimensions ou exigeant des
réponses rapides comme dans le cas du controle de qualité en ligne (Gourvénec
et al., 2005).
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NOUVELLES PROPRIETES DE L’ANALYSE EN COMPOSANTES COMMUNES

1.2 Données et modeles

Etant donné un ensemble de tableaux (X%) (k = 1,...,m), portant sur les
mémes individus (tableaux appariés par lignes), nous désignons par Wy =
XX}, la matrice des produits scalaires associée & Xj . L’importance des
matrices de produits scalaires pour l'analyse des données a été soulignée par
plusieurs auteurs (Cazes et al., 1976 ; Robert et Escoufier, 1976 ; L'Hermier des
Plantes, 1976 ; Glagon, 1981). Dans la suite, nous supposons que les tableaux
Xk (k=1,...,m) sont centrés et, si I'utilisateur le juge utile, les tableaux peu-
vent étre standardisés en pré-multipliant par des facteurs d’échelle appropriés
de maniere a avoir, par exemple, || X}|| = \/trace (X; X;) = 1.

Pour I'analyse des tableaux (Xj) (k = 1,...,m), nous pouvons définir une
hiérarchie de modeles sur la base des matrices Wy, (k = 1,...,m). Les trois
modeles proposés sont d’une complexité croissante car ils permettent a chaque
fois de tenir compte de davantage de variations entre les configurations. Cette
hiérarchie de modeles est identique & celle préconisée par Kiers (1991) et par
Flury (1988) sur la base des matrices des covariances associées & des tableaux
qui sont appariés par variables.

Le premier modele stipule ’égalité des matrices des produits scalaires :

Wi = W + E), (E) désigne une partie résiduelle associée & la matrice Wy,).
En négligeant les termes résiduels, ce modele est équivalent a supposer que
les tableaux peuvent étre parfaitement ajustés & l'aide de rotations (Glagon,

1981). Afin de déterminer une configuration compromis, une matrice W est
recherchée de sorte a minimiser :

S Wi = WP = trace (Wp — W) (W), — W)).
k=1 k=1

m
Ceci conduit a la solution : W = % Z Wy W étant semi-définie positive peut
k=1
s’écrire sous la forme W = CC’ et C peut alors étre considéré comme étant
une configuration compromis. Il est bien connu que cette procédure revient
en définitive & effectuer une analyse en composantes principales (ACP) sur
le tableau obtenu par juxtaposition horizontale des tableaux X7, Xo, ..., X,,.
L’analyse factorielle multiple (Escofier et Pages, 1998) rentre dans ce cadre
apres pondération de chacun des tableaux.

Le deuxieme modele stipule que les matrices Wy, sont proportionnelles :
Wi = apW + Ej.

Ceci conduit & rechercher des coefficients ay (k =1, ...,m) et une matrice W
m

de sorte & minimiser la quantité suivante : E ||[Wy, — i, W )2

k=1
En choisissant une contrainte de détermination sur les coefficients oy, (k =
1,...,m) : E ai = 1, par exemple, nous pouvons vérifier que le compromis
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déterminé a partir de cette stratégie est proportionnel a celui obtenu par la
méthode STATIS.

Le troisieme modele qui est a la base de 'ACCPS stipule l'existence de
composantes communes pour toutes les configurations; cependant, les poids
des configurations sur ces composantes peuvent étre différents. Ceci peut
s’écrire en termes des matrices des produits scalaires Wi(k = 1,...,m) :

n—1

Wi = QM@ + By = Y AYq,q) + By ;
r=1

ou n est le nombre d’observations, () est une matrice supposée étre orthogonale
dont les colonnes sont g1, go, ..., ¢n—1 (composantes communes dont le nombre
est au plus égal & n — 1 du fait du centrage des tableaux) et Ay est une
matrice diagonale dont les élément diagonaux sont notés )\gk), )\(Qk) )\(k)
(poids associés aux composantes communes). Nous pouvons remarquer que
I’appellation « composantes communes » peut apparaltre comme un abus de
langage car il n’est pas exclu qu'un poids )\Sk) soit égal a zéro indiquant que
la composante g, n’est pas sous jacente a la configuration associée au tableau
Xk

2. Analyse en composantes communes et poids spécifiques
(ACCPS)

La détermination des composantes communes de ’ACCPS et des poids qui
leur sont associés est conduite de maniere séquentielle. Dans un premier temps,
une premiére composante, ¢; (de norme égale & 1) ainsi que les poids associés
sont déterminés de maniere a minimiser la fonction de perte :

m

k
Ly =Y (Wi = 2" |1
k=1
11 vient :

m

L, = Z [|[Wel|? — Z k) trace (Wrqiqy) + kz
=1

=1
Il apparait, que pour /\gk) (k=1,...,m), fixés, le vecteur optimal qui minimise

m
L, est donné par le vecteur propre normé de Z)\gk)Wk associé a la plus

k=1
grande valeur propre. Lorsque ¢; est fixé, les poids optimaux sont donnés

par :
)\gk) = trace Wiq14}) = ¢4 Wia1-
Ceci suggere l'algorithme suivant (Qannari et al., 2000) :

(a) Les poids )\gk) (k=1,...,m) sont initialisés & 1.
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m
(b) Le vecteur g1 est donné par le vecteur propre normé de Z )\gk)Wk
k=1
associé a la plus grande valeur propre.
(c) Les poids sont définis par : )\gk) = Wi
Par la suite, la fonction de perte est évaluée :

m

- k - k
Ly =YW = 2P adh | =Y (1wl = S ()2,
k=1 k=1 k=1

et lalgorithme commengant & partir de (b) est réitéré jusqu’a ce que la
variation de cette fonction devienne inférieure a un seuil fixé par 'utilisateur.
La convergence monotone est assurée par le fait que les choix successifs des
composantes et des poids assurent une diminution du critére L;. De ce fait, les
valeurs successives du critére constituent une suite décroissante, minorée par
0 et, par conséquent, convergente. Nous pouvons vérifier qu’a la convergence,
nous avons les propriétés suivantes :

m
(1) (Z )\:(Lk)Wk> q1 = p"*q (ot pi*** est la plus grande valeur propre de
k=1

m
Z /\gk)VV;C associée au vecteur propre ¢ ).
k=1

@) AP =W

m m m m

(@ii) Ly=_ Wi = A gl = Y (Wl = ()2 = 3 [jwal]? -
k=1 k=1 k=1 k=1

e

Nous pouvons également montrer (voir annexe 1) que la composante commune
q1 est solution du probléme suivant :

m
Maximiser z:(q’qu)2 sous la contrainte ||g|| = 1.
k=1

Cette équivalence sera tres utile, par la suite, pour la démonstration des
propriétés de I’ACCPS.

Afin de déterminer la deuxiéme composante g et les poids qui lui sont
associés, nous proposons de considérer les tableaux X 22) = Xr — i Xk
qui contiennent les résidus des projections orthogonales des variables de

X} sur la composante gi. Soit W,§2) = X,EZ)XIS), la matrice des produits

)

scalaires associés a Xlg . La composante ¢o est déterminée en effectuant

le méme algorithme présenté ci-dessus en considérant W}gz) a la place de
Wy (k =1,...,m). Nous pouvons intuitivement concevoir que g2 ainsi obtenue
est orthogonale & ¢;; une démonstration de cette propriété est donnée en
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annexe 2. Nous pouvons également montrer que la deuxiéme composante
commune est solution du probléme consistant & minimiser (relativement & g et

/\gk)) la fonction Ly = Z [|Wh — ( Qg — /\ qq’||2 ol ¢ est la composante
k=1

déterminée ci-dessus et g est supposée orthogonale a ¢;. La démonstration de

cette propriété est donnée en annexe 3.

Nous pouvons facilement vérifier les propriétés suivantes :
m
(Z )\gk)W,52)>q2 = ud"*qo (ol u5*** est la plus grande valeur propre

m
de Z )\gk)WIEQ) associée au vecteur propre ga);
k=1

(i) AP = WP gy = ¢y Wi ;

m
(iii) Li= > |Wi = A q1g] = 2\ bl
k=1

m m

= DIl = Do) = Do) anu? T — e

k=1 k=1 k=1 =

La méme stratégie peut étre adoptée afin de déterminer des composantes
communes d’ordre supérieur a deux ainsi que les poids qui leur sont associés.
A chaque étape r, une composante commune est déterminée en considérant

les matrices W(r) X,gr)X,ir) , ou X,gr) = X — quq;Xk. Les propriétés
Jj<r
énoncées ci-dessus s’étendent comme suit :

m
(Z )\Sk)W,ET)>qT = g, (ol p™** est la plus grande valeur propre

m

de Z A&“W,ﬁ” associée au vecteur propre ¢ );
.. k T
(@) A =W g, = ¢ Wia, ;

(&
(4i7) Z||Wk—2)\§ )qjqj||2

j=1
=kZ||Wk||2—kZ Z:@;’“ Zumw Zu’"”
=1 =1 j= =

Nous pouvons remarquer que les poids spécifiques associés a chaque com-
posante commune sont positifs et qu’ils refletent la part d’inertie des différents
tableaux expliquée par la composante commune considérée.
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De ces propriétés, il ressort, en particulier, que I'importance relative de la
composante commune déterminée a ’ordre r peut étre évaluée a I'aide de :

Pt Mmaw

‘/’I" = poa = peas T .
ZHWkHQ ZHWkH2
k=1 k=1

3. Nouvelle Formulation de I’ACcPS

Une nouvelle formulation de ’ACCPS basée sur un nouveau critére est
proposée. Son intérét est multiple.

(i)

(i)
(i)

Elle permet de jeter un nouvel éclairage sur ’ACCPS en exhibant des
composantes partielles dans les différents tableaux qui sont associées de
maniére optimale aux composantes communes.

Elle procure de nouveaux éléments d’interprétation qui précisent davan-
tage la nature des composantes communes et des poids spécifiques.

Elle suggere un nouvel algorithme pour la détermination des composantes
communes et des poids spécifiques ainsi que des composantes partielles.
Dans la pratique, cet algorithme s’est avéré plus rapide que 'algorithme
discuté ci-dessus.

Elle permet de mieux positionner 'ACCPS par rapport a d’autres
méthodes d’analyse de tableaux multiples notamment I’analyse de Co-
inertie multiple (Chessel et Hanafi, 1996)) ou les méthodes de type ana-
lyses canoniques généralisées (Kettenring, 1971 ; Hanafi et Kiers, 2006).

La nouvelle formulation stipule que la premiere étape de I’ACCPS consiste a
déterminer une composante commune ¢; ainsi que les composantes partielles

e

=X kug ) de maniére & maximiser la quantité :

Gi(guV,u®, .. u™) = 200114(Xku(k),q), sous les contraintes ||q|| =
k=1

[lu®]| = 1.

Les poids spécifiques associés a la composante g; sont donnés par :

)\gk) = con(Xkugk), qQ)-

De maniére analogue, nous montrons que 'étape r (r > 1) de ’ACCPS,
consiste a déterminer la composante commune ¢, ainsi que les composantes

(k)

partielles ¢,/ = X ,Ef)ugk) de maniere a maximiser la quantité :
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m
G, (q,u(l),u(z), ...,u(m)) = Zcov4(X,£T)u(k),q), sous les contraintes ||q|| =
k=1
[u®]] =1,
ou X" = X = Y q;d) X
j<r
Les poids spécifiques associés a la composante g, sont donnés par :

A®) = cov? (X ul, q,).

La démonstration de ces propriétés est reportée a I’annexe 4.

4. Propriétés des composantes communes et des poids
spécifiques

Comme cela est souligné ci-dessus, les propriétés qui sont discutées dans cette
partie sont notamment utiles pour l'interprétation des résultats.

4.1. Propriétés des poids spécifiques

Nous avons déja montré que AR = q;W,ET)qT = ¢/ Wiq,. Ainsi AP refldte une
part de variabilité du tableau X expliquée par la composante commune g¢,..
II est possible d’évaluer I'importance de chaque variable du tableau Xj dans
la détermination de la composante ¢, en remarquant que :

)\(k) = Zcov xé]),qr)

ol x(J) est la j

ce tableau

ieme yariable du tableau X}, et pi est le nombre de variables de

PropPrRIETE 1. —
Inertie(Xy) = Z )\(k =1,....,m.

En effet, la matrice des composantes communes () étant orthogonale, il en
résulte :

n—1
Inertie(Xy) = trace (W) = trace (Q'WiQ) = Z ' Wray) = Z AR,
r=1

Cette propriété pourrait étre utile pour choisir le nombre de composantes
communes en adoptant une stratégie similaire a celle poursuivie en ACP
consistant a évaluer I'inertie restituée par les composantes successives.
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PROPRIETE 2. — Pour tout k = 1,...,m et pour tout r = 1,...,n — 1, nous
avons :
AB) = cov?(Xpul®| q,).

En effet, nous avons )\gk) = cov?(X ,i%ﬁ,’“), ¢r). Comme les composantes com-

munes sont orthogonales, il s’ensuit : con(Xlir)ugk), qr) = cov? (Xkugk),qr).

Ainsi le poids spécifique )\gk) apparait comme étant la part de variance de la

composante partielle X kugk) expliquée par la composante commune g,..

4.2. Propriétés des composantes communes

La nouvelle formulation de I’ACCPS permet d’établir deux liens intéressants
entre 'ACCPS et ’ACP. Ces liens sont résumés dans les deux propriétés
suivantes.

PROPRIETE 1. — La composante commune g, (r =1,...,n—1) est la premiére
composante principale standardisée du tableau global suivant :

Cette propriété résulte directement des équations qui caractérisent la com-
posante commune ¢,, & savoir que g, est le premier vecteur propre associé a

m

la grande valeur propre de la matrice (Z )\gk)Wér)) De ce fait, elle est la
k=1

premiere composante principale du tableau

{\/ASDXY) VAP X )\Sm)ng)}.

Le fait que chaque composante commune apparaisse comme la composante
principale d’un tableau permet d’adopter dans le cadre de ’ACCPS une
stratégie de représentation des résultats similaire a celle adoptée en ACP, no-
tamment la représentation simultanée individus-variables dite représentation
Biplot (Gabriel, 1971). Ce dernier point sera davantage précisé par la propriété
3 ci-apres.

ProPRIETE 2. — La composante commune ¢, est la premiére composante

principale standardisée du tableau constitué par les composantes partielles
X4 2 ces compos 5 specti dérées les poid
o Ur posantes etant respectivement pondérées par les poids

al? = \cov(X,(CT)w(»k),qr)\ =/ A¥) ie. ACP du tableau :
[aﬁ”X{”uﬁ” a£2)X2(T)u£2) a&m)Xg)ugm)} _
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Cette propriété découle directement de la nouvelle caractérisation des com-
posantes communes en tant que solution du probléeme de maximisation de la
quantité :

Gi(q.u® u®, u™) =3 covt (Xu®, q)
k=1

L’intérét de cette propriété sera souligné dans le cadre de 1’étude de cas.

PROPRIETE 3. — Les composantes communes q; et les axes u;k) (j =
1,..n—1;k =1,...,m) permettent la reconstitution des tableaux de données :

n—1

k k)’

= S
j=1

Cette formule de reconstitution peut étre interprétée comme une généralisation

de la décomposition en valeurs singuliéres a plusieurs tableaux. Cependant, Il
(k)

faut noter qu’en général les axes u;" ne sont pas orthogonaux.

n—1
Afin de montrer cette propriété, nous pouvons remarquer que X = Z q; q;- Xi.
j=1
k X4 . k j .
Comme ug ) = HXZTZH (voir annexe 4) et )\g ) = qQW,Ej)qj = q¢;Wkg;, il en
résulte :

n—1 n—1
k) k k)’
Xi= Y g0 Xe = Y 1IXGg gl =3 /AP gul)
j=1 Jj=1 Jj=1

4.3. Nouvel algorithme pour la détermination des composantes
communes et des poids spécifiques

La nouvelle formulation de ’ACCPS suggere un nouvel algorithme pour la
détermination des composantes communes et partielles; les poids spécifiques
se déduisent en considérant la relation établie ci-dessus (propriété 2 des poids
spécifiques). Les étapes suivantes de I’algorithme correspondent & la premieére
étape de ’ACCPS.
Choisir m + 1 vecteurs normés (g, u® @) ...u(m)).
Répéter jusqu’a convergence, les étapes suivantes :

a) Calculer ay = |cov(Xu® )| (k=1,...,m).

b) Considérer le tableau [c; X;u(!) asXou® ... U X u™], puis extraire

la premieére composante principale standardisée ¢

Xid

X5l

d) mettre & jour : u® par a*) (k =1,...,m) et ¢ par § et aller & a)

c) Calculer a*) = (k=1,..,m).
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Nous pouvons montrer (voir annexe 5) que ’algorithme converge de fagon
monotone croissante.

Pour les composantes (communes et partielles) de rang r supérieur a 1,
le méme algorithme peut étre mis en ceuvre en remplagant les tableaux
Xk (k=1,...,m) par les matrices X,ET) (k=1,..,m).

Sur la base de plusieurs exemples et d’une étude de simulation que nous ne
présentons pas ici par manque de place, 'algorithme discuté ici s’est avéré
beaucoup plus rapide que l'algorithme original. De plus, il parait clair que ce
nouvel algorithme peut étre plus facilement adapté pour le cas ou les tableaux

comporteraient des données manquantes en adoptant une stratégie de type
NIPALS (Wold, 1966).

Remarques. — Des propriétés énoncées ci-dessus, il apparait que ’ACCPS
permet de déterminer des composantes partielles ¢, = Xpu® (k= 1,...,m)
associées aux différents tableaux. Ces composantes sont liées de maniere
optimale & une composante commune ¢, déterminée a partir de 1’ensemble
des tableaux. De ce fait, ’ACCPS apparait ici comme une méthode qui réalise
simultanément une double synthese : une synthese par tableau et une synthese

globale de I'’ensemble des tableaux.

La nouvelle formulation permet de mieux clarifier les similarités de ’ACCPS
avec les méthodes de type «analyses canoniques généralisées » (Kettenring;
1971) et surtout ’ACOM (Analyse de Co-inertie Multiple ; Chessel et Hanafi;
1996). En effet, ces méthodes visent également & déterminer des composantes
partielles et des composantes globales mais elles sont basées sur des criteres
différents.

Il faut, en particulier, souligner que la nouvelle formulation de ’ACCPS
permet de déterminer des axes ugl),u£2)7 ...7u£m) (r = 1,.,n — 1) que
nous appellerons, par analogie avec la terminologie utilisée dans le cadre de
I’ACOM, axes de co-inertie. Bien évidemment, 'intérét pratique de ces axes
réside dans l'interprétation des résultats et dans la représentation graphique
des variables par tableau.

5. Applications

Nous considérons un jeu de données a caractere didactique qui a été proposé
par Williams et Langron (1984). Nous renvoyons le lecteur aux références
données en introduction qui présentent des applications réelles de ’ACCPS
dans le cadre de la chimiométrie et la sensométrie.

Un jury constitué de quatre juges a évalué ’apparence de huit vins selon la
procédure dite de profil libre ou chaque juge note sur une échelle allant de 0 a
10 les produits selon ses propres descripteurs (variables). Pour un produit et
un descripteur donnés, la note attribuée par un juge correspond a l'intensité
qu’il percoit et qu’il est capable, grace a un entrainement préalable, de traduire
sous forme d’une note. Les données sont reproduites dans ’annexe 6.
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Les inerties associées aux tableaux des juges varient de 3.1 (pour le juge 4)
a 13.4 (pour le juge 1) indiquant que la dispersion des produits dans ’espace
est tres différente d’un juge & un autre (probléme d’échelle de notation). Pour
cette raison, nous avons jugé utile de centrer chaque tableau et de le normaliser
de maniere a ramener touts les inerties a 1.

Le tableau 1 donne les poids spécifiques associés aux quatre juges pour les
composantes communes déterminées par I’ACCPS. Comme l'inertie de chacun
des tableaux a été ramenée a 1, chaque poids spécifique s’apparente a un
pourcentage d’inertie restituée par la composante commune (propriété 1 des
poids spécifiques). Il ressort que trois composantes communes permettent de
restituer un pourcentage d’inertie de I'ordre de 90% pour chacun des juges
offrant ainsi une bonne synthese de ’ensemble. Les poids spécifiques relatifs
aux deux premieres composantes communes sont représentés sur la figure 1
qui met clairement en évidence la particularité du juge 4 qui a nettement
privilégié la deuxiéme composante par rapport a la premiere composante.

TABLEAU 1. — Poids spécifiques, pourcentage des inerties des différents tableaux
restituées par les composantes communes.

dimension 1 2 3 4 5 6 7

Poids spécifiques 0.67 0.01 0.19 0.08 0.02 0.01 0.02
Juge 1 % Inertie Cumulée  0.67 0.68 0.87 0.95 0.97 0.98 1.00
Poids spécifiques 0.66 0.04 0.22 0.03 0.01 0.03 0.01
Juge 2 % Inertie Cumulée  0.66 0.70 0.92 0.95 0.96 0.99 1.00
Poids spécifiques 0.78 0.06 0.11 0.01 0.02 0.01 0.01
Juge 3 % Inertie Cumulée  0.78 0.84 0.95 0.96 0.98 0.99 1.00
Poids spécifiques 0.21 0.47 0.28 0.03 0.01 0.00 0.00
Juge 4 % Inertie Cumulée  0.21 0.68 0.96 0.99 1.00 1.00 1.00

Sur la figure 2, les huit variétés de vin (désignées par v1, v2, ...v8) sont
représentées sur la base des deux premieres composantes communes. Les
configurations individuelles des juges pourraient étre représentées dur la méme
figure et correspondraient & un étirement ou une contraction selon la premiere
ou la deuxieme dimension.
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F1G 2. — Représentation des huit variétés de vins (v1, v2, ...v8) sur la base des deux
premiéres composantes communes.

L’interprétation des composantes communes peut étre faite sur la base de la
figure 3 qui montre une représentation simultanée des vins et des descripteurs
individuels des juges (propriété 3). En particulier, nous retrouvons le constat
établi précédemment concernant la deuxieéme dimension qui est spécifique du
juge 4. En effet, ce juge différencie les produits sur la base des descripteurs
«brillant » et «frais» et cette description ne semble pas se recouper avec les
descriptions des autres juges.
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F1G 3. — Représentation simultanée des vins et des descripteurs par juge.

6. Conclusion

Comme nous l'avons souligné, PACCPS est une méthode d’analyse d’un
ensemble de tableaux qui est basée sur un modele moins restrictif que d’autres
méthodes classiques telles que la méthode STATIS. De ce fait, elle permet un
meilleur ajustement des données et jette davantage de lumiere sur la structure
des tableaux.

Les nouvelles propriétés qui sont discutées dans ce papier permettent de mieux
situer cette méthode d’analyse par rapport a d’autres méthodes et procurent
de nouveaux outils pour I'interprétation et la représentation des données. Dans
cette perspective, les composantes partielles associées aux différents tableaux
revétent un intérét particulier car elles refletent a 1’échelle de chaque tableau
I'information véhiculée par les composantes communes; 'intensité de ce reflet
étant évaluée par les poids spécifiques.

L’étude de cas illustre bien la pertinence de ’ACCPS par rapport a une
méthode alternative commeSTATIS. En effet, si du point de vue de la
disposition des produits les uns par rapport aux autres les résultats de
PACCPS (figure 2) et de STATIS (résultats non présentés) se recoupent
dans une large mesure, il n’en demeure pas moins vrai que I’ACCPS permet
d’accéder directement & des informations qui sont utiles pour le décideur. En
effet, bien que 'objectif en évaluation sensorielle soit, in fine, de caractériser
les produits et les positionner les uns par rapport aux autres, il est, cependant,
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primordial de jeter un regard critique sur les données collectées et d’évaluer la
performance des juges. Dans cette perspective, I’ACCPS a permis de révéler
le comportement atypique du juge 4 en indiquant (et en quantifiant grace
aux poids spécifiques) en quoi ce juge est en désaccord avec les autres. Par
comparaison, les résultats de STATIS ont bien indiqué que le juge 4 est en
désaccord avec les autres juges car son poids est relativement faible (tableau
2) mais des investigations supplémentaires auraient été nécessaires afin de
localiser la nature du désaccord de ce juge avec les autres juges. Soulignons
également que la pondération attribuée par STATIS aux différents tableaux
est une pondération globale qui peut cacher des disparités. De ce point
de vue, les pondérations attribuées par ’ACCPS sont plus pertinentes car
elles tiennent compte de maniere différentielle de ’accord des juges sur les
dimensions sous-jacentes aux données. Soulignons, enfin, que STATIS procede
en deux étapes : détermination d’un tableau compromis puis application
de 'ACP sur ce tableau compromis afin de permettre une visualisation
des données. A contrario, les composantes utiles pour la représentation des
données sont directement déterminées par ’ACCPS.

TABLEAU 2. — Poids des juges dans la détermination du compromis de STATIS.

Juges 1 2 3 4
Poids | 0.528 | 0.541 | 0.599 | 0.263

A Tavenir, il serait utile d’explorer l'intérét des composantes partielles en
considérant différents cadres d’application. Il serait également intéressant
d’explorer de maniere plus approfondie les propriétés de I’ACCPS duale basée
sur les matrices de covariances de tableaux qui portent sur les mémes variables
(Courcoux et al., 2002).
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8. Annexes

Annexe 1

Nous montrons ’équivalence entre les deux problemes suivants :

m
Minimiser Ly (g, A, A®), ., At™) =3[ — AFgq/|2 (A1.1)

sous la contrainte ||¢||* =

m

Maximiser Z(q'VV,ET)q)2 sous la contrainte ||q|| = 1. (A1.2)
k=1

Pour la démonstration, nous nous limitons au cas (r = 1). Pour le cas (r > 1),
la démonstration est identique ; la seule modification consiste a remplacer dans
le développement qui suit Wy, par Wm

La premiére composante commune ¢; et les poids spécifiques associés

/\gl), )\52), reny Aﬁ"” sont solutions du probleme (A1.1). Il en résulte, pour tout
choix d’un vecteur normé ¢ et de m scalaires XY, \(2) . \(m)

Li(g, A0 Ay > Ly (g, AP AP A (1.1)

Cette inégalité est en particulier vraie pour les m scalaires A\(¥) = ¢/ Wyq (k=
1,...,m). De plus, sachant que )\gk) =@ Wiq1 (k=1,...,m), le développement
des deux membres de I'inégalité (1.1) conduit & 'inégalité suivante :

m m

SOl =D (@ Weg)® 2 D Wl = (@i Wi )? (1.2)
k=1 k=1

k=1 k=1
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Il en résulte que :

m m
Z (¢ Wiq)? Z (¢} Wiq1)? pour tout vecteur normé q. (1.3)
k=1 k=1

Cette inégalité signifie que la premiére composante commune ¢; est solution
du probléeme de maximisation (A1.2)

()

Inversement, si nous désignons par ¢; ’ la solution du probleme (A1.2), alors

le vecteur qg ) vérifie I’inégalité suivante :

qdWiq)® < )Wq )
kzl ’ Z (1.4)

pour tout choix d'un vecteur normé gq.

Il en résulte I'inégalité suivante :

m m

m m
STIWElP =3 @ Wi)? = ST Il =Y (0l Wial”)? (15)
k=1 k=1

k=1 k=1

Soit )\Sﬁk) m scalaires donnés par la relation : Aik) = qi*)/qui*) k=1,....m
alors :

m

Li(gf A0 AP Ay = ZIIWkIF S @ w2 (16)
k=1

De plus, pour tout choix de m scalaires ()\(1), A2 )\(m)), nous avons :

m m

Li(g AD A A > S W2 = S @ Wag)?. (L)
k=1 k=1

A partir des inégalités (1.5) et (1.7), nous pouvons déduire 'inégalité suivante :

Li(g, A, A@ Ay > 1y A AP A, (1.8)

Ceci montre que la composante qY)

probleme (A1.1).

et les scalaires )\gk) sont bien solutions du

Annexe 2

Nous montrons que les composantes communes ¢; (j = 1,2, ...r, ) sont orthogo-
nales. Nous précédons par récurrence en utilisant les équations stationnaires
qui caractérisent les composantes communes (voir § 2), & savoir :

(Z&“Wér))q = 1", (2.1)
k=1
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on W = [ﬁ(l - QjQ;‘):l Wi ﬁ:[l(f— qg‘é]ﬁ)}

j=1 j=1

Nous nous restreignons au cas pu;"** # 0 car le cas contraire ne présente pas
d’intérét pratique puisque qu’il est équivalent a supposer que tous les poids
spécifiques Aﬁ,’“) sont égaux a 0.

Dans un premier temps, nous montrons que les deux premieres (r = 2)
composantes sont orthogonales. Dans ce cas, I’équation (2.1) peut s’écrire
sous la forme :

- qq (ZA Wk) — q191)%2 = p3" g2 (2.2)

En multiplant les deux membres de cette équation par ¢j et en remarquant
que ¢f(I —q1¢}) =0, il est facile de conclure que ¢jg2 = 0.

Supposons maintenant I’orthogonalité entre les r — 1 composantes communes :
(ie. ¢jqr =0pour 1 < j#I<r—1). Ceci permet d’écrire :

r—1 r—1
(I—qiq) =1-> ¢ (2.3)
j=1 j=1

Par conséquent, I’équation (2.1) peut s’écrire :
r—1 r—1
DGR (ZA W) | T16 - i |o = a2
j=1 j=1
La multiplication de l’équation (2.4) par q} pour 1 < j <r—1 donne

r—1

4 [Z I —aqq) } (Z Mk)Wk) {Z(I - qzqf)} ar = gy
1=1 =1

L’hypothese de récurrence implique que q;» [(I —Z qlq{)] = 0; ce qui permet

de conclure que pour 1 < 5 < r — 1 nous avons q;qr =0.

Annexe 3

Nous montrons I’équivalence entre les deux problemes suivants :

m

Minimiserz [|Wh, — Z )\;k)qjq;' — AFgq'|1?
k=1 j<r—1 (A31)

sous les contraintes ||¢|| =1 pourl < j <r—1
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Minimiser S || — A®)gq/||2
k; (A.3.2)

sous la contrainte ||g|| = 1

ou Wér) = X,gT)XIET)etX(T)k’ =X — Z QjQ;Xk

j<r—1
Nous désignons par qﬁ ) 1a solution du probléme (A3.1) et par g, la solution
du probleme (A3.2).

D’apres 'annexe 1, la démonstration de I’équivalence entre les deux problemes
(A3.1) et (A3.2) revient a la démonstration de 1’équivalence des deux

problemes suivants :
m 2
Maximiserz (q/ [Wk — Z )\gk)qjq;} q)
= =l (A.3.1bis)

sous les contraintes ||¢|| =1 et ¢’ ¢; =0
pour < j<r—1

m

Maximiser Z(q'VVlgr)q)2 sous la contrainte ||g|| = 1. (A3.2bis)
k=1

Sous les contraintes ||g||*> =1 et ¢’ ¢ =0 1< j <r—1, nous avons I'égalité

suivante :
m

> <Q' {Wk > Aﬁ»’“)qqu} ) = 3 (¢ Wig)? (3.1)
k=1

k=1 j<r—1

Comme vérifie la contrainte du probléme (A3.1), nous avons l'inégalité sui-

vante :
m m

D (@ Wika)? <D (a8 Wig!))? (3.2)

k=1 k=1
Par ailleurs, comme ¢, est solution du probleme (A3.2 et A3.2bis), il vient :

m m

S (@ Wil =" (g Wigt )2 < S (g W) =D (6, Wiay)?
k=1

k=1 k=1 k=1
(3.3)
11 résulte des inégalités (3.2) et (3.3) I’équivalence entre les deux problemes
considérés.

Annexe 4

Nous démontrons ’équivalence les deux problemes suivants :

Minimiser L, (q, A1, A2, ...y Am W — /\(k)qq' 2
T S L L

sous la contrainte ||g|| = 1
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Maximiser Gr(q,u(l),u(z), ™) = Z cov4(X,£T)u(k), q),
1 (A4.2).
sous les contraintes ||g|| = ||u®|| = 1

D’apres Pannexe 1, il suffit de montrer que le probleme (A4.2) est équivalent
au probléme (A4.1bis) suivant :

Maximiser Z:(q’T/V,gr)q)2 sous la contrainte ||¢|| = 1. (A4.1bis)
k=1

II suffit alors de remarquer que pour tout vecteur normé g fixé :

(q'VVIET)q)2 = max cov4(X,§T)uk, q) (4.1)

’ —
ukukfl

La substitution de ’égalité (4.1) dans le critére du probleme (A4.1bis) conduit
a définir la composante commune de ’ACCPS a I’étape r comme la solution
du probléme de maximisation (A4.2).

Inversement, si nous désignons par qg*), w* (k) (k = 1,...,m) la solution du
probléeme (A4.2), alors pour tout choix de m + 1 vecteurs normés g, u®),
k=1,...,m, nous avons :

Z cov X(T) (&), Zcov X(T) k) ¢ ) (4.2)
k=1 k=1
X(T)/q
En particulier, pour les vecteurs normés u®) = W, nous avons :
XkT q

3 cort (X u®, ) = 3 11X g2
k=1 k=1

= > @W g <3 o' (X ) (4.3)
k=1 k=1

Par application de 'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous déduisons I'inégalité
suivante :

Zcov (r) *(k) q(* Z *(k)’ X(r) *))4
k=1
m , m
<Y G =3I (44
k=1 k=1

La combinaison des inégalités (4.3) et (4.4) donne I'inégalité suivante :

m

m
Z q Wér)q Z )’ W ) , pour tout vecteur ¢ normé.
k=1 k=1
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Ceci montre que ¢*) est bien solution du probleme (A4.1bis).

Annexe 5

Nous démontrons la convergence monotone de ’algorithme de détermination
des composantes communes et des poids spécifiques discuté dans le paragraphe
4.3.

Soit ay, = |cov(Xu®), q)|, nous considérons le probleme suivant :
m
Maximisechon(akau(k),q) sous la contrainte ||g|| = 1. (5.1)
k=1
La solution de ce probleme est bien connue. Il s’agit de la premiere com-
posantes principale normée ¢ du tableau [qulu(l) ars Xou® ... ameu(m)].
Il en résulte I'inégalité suivante :

Zcov Xku Zcov oszku Zcov akau(k),(j) (5.2)
k=1 k=1
~(k) _ X}Q(j . N
Par ailleurs, pour ay fixé le vecteur a'*) = X7l est solution du probleme
suivant :
Maximiser cov?(a X;u'®, §) sous la contrainte |[u™|| = 1. (5.3)
Il en résulte :
cov? (g Xpu®, §) < cov?(apXpa™, §) (5.4)

Apreés sommation sur k des inégalités (5.4), on obtient, compte tenu de (5.2),
et en remplacant oy, par sa valeur |cov(Xpu®), ¢)| 'inégalité suivante :

ZCOV (Xpu® ZCOV (Xu® | q) cov?(Xpa®, g) (5.5)

L’application de I'inégalité de Cauchy Schwartz au membre de droite conduit
a:

3

Zcov4(Xku(k),q)< Zcov4(Xku(k),q) Zcov‘*(Xkﬂ(k),Q) (5.6)
k=1 k=1

Apres simplification, nous obtenons :

m

Zcov Xku <Zcov Xku() q)

k=1

Autrement dit Gl(q,u(l),u@), ) < Gy(q,at N 7ﬂ(m)).

Ainsi I’algorithme définit itératlvement une suite réelle G(q, uM u? )
croissante. Cette suite étant de plus bornée, par conséquent, elle converge.
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Annexe 6 : données

X Xs
rouge | Doré | Doux | prune Rubis | fauve | intensité
V1 7 0 5 8 4 0 5 V1
V2 5 6 6 3 3 6 5 V2
V3 7 2 5 5 3 3 7 V3
V4 5 7 7 4 1 6 3 V4
V5 5 7 6 4 2 5 5 V5
V6 6 8 6 1 1 5 4 V6
V7 5 4 10 3 0 4 2 V7
V8 6 6 6 5 2 6 4 V8
X3 X4
rouge | bleu | doré | intensité Profond | frais | brillant
V1 7 4 2 6 9 7 9 V1
V2 2 0 6 6 8 6 7 V2
V3 6 3 4 7 10 6 7 V3
V4 2 0 6 4 7 7 8 V4
V5 5 1 5 6 8 7 8 %)
V6 3 0 5 5 8 8 10 V6
V7 2 0 4 3 6 5 10 V7
V8 4 0 4 5 8 9 10 V8
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