DETECTION DE CHANGEMENTS ABRUPTS
DANS LE GRADIENT D’UN CHAMP
GAUSSIEN ET APPLICATION
AUX SCIENCES DE L’ ENVIRONNEMENT

Edith GABRIEL!

RESUME

Ce papier propose une méthode pour estimer et tester les zones ou une variable
échantillonnée dans le plan varie brusquement. Ces zones sont appelées Zones de
Changement Abrupt (ZCAs). La méthode repose sur les propriétés statistiques du
prédicteur du gradient local de la variable. Une statistique de test local définie &
partir de celui-ci est comparée & un seuil critique calculé sous 1’hypothese nulle
d’une moyenne constante sur le domaine d’étude. Cela permet de définir les ZCAs
potentielles comme ’ensemble des points ou le test local rejette I’hypothese nulle.
Afin de tester la significativité globale des ZCAs potentielles détectées, les tests
locaux sont ensuite agrégés en utilisant les propriétés géométriques des composantes
connexes des ZCAs potentielles. Le schéma d’échantillonnage, et en particulier
sa densité locale, détermine la puissance du test local. La cartographie de cette
puissance est illustrée et permet d’identifier les zones ou d’éventuelles ZCAs peuvent
étre détectées ou non. La méthodologie est appliquée a des données de sol prélevées
dans une petite région du Jura suisse. L’analyse des teneurs en métaux lourds tels
que le nickel et le cobalt révele les principales structures géologiques de la région.

Mots-clés : Champs gaussiens, Champs de x2, Ensemble d’excursion, Estimation de
gradient, Géostatistique, Puissance.

ABSTRACT

We propose a method for estimating and testing the zones where a variable presents
discontinuities or sharp variations in the mean. Such zones are called Zones of Abrupt
Change (ZACs). Our method is based on the statistical properties of the predictor
of the local gradient of the variable under study. A local test statistic is defined from
it and is compared to some critical threshold computed under the null hypothesis
of a constant mean. The locations where the null hypothesis is rejected define the
potential ZACs. Then, to assess their significance, we aggregate the local tests using
geometrical properties of the connected components in the potentials ZACs. The
sampling pattern, in particular its local density, is crucial in the power of the local
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test used for detecting ZACs. It is shown that mapping the power allows us to
identify zones where ZACs may or may not be detected. The methodology is applied
to a soil data set sampled in a small part of the Swiss Jura. Analyzing heavy metal
concentrations for ZACs allowed us to identify the main geological structures of the
region.

Keywords : Excursion set, Gaussian random fields, Geostatistics, Gradient estima-
tion, Power, X2 random fields.

1. Introduction

De nombreuses études en biologie, en sciences de l’environnement ou en
sciences du sol requierent la connaissance des variations spatiales des variables
d’étude. Cela se traduit souvent par la nécessité de cartographier les zones ou
les variables présentent des changements abrupts. Un premier exemple s’inscrit
dans le cadre de ’étude des populations en biologie et en écologie (Womble,
1951; Barbujani et al., 1989) : les changements abrupts dans les fréquences
d’alleles peuvent étre associés aux frontieres entre différentes populations. Un
deuxieéme exemple, utilisé ici pour illustrer la méthodologie (section 5), est
issu des sciences de I’environnement. La variation d’éléments potentiellement
toxiques dans le sol, associée a la complexité de la nature du sol, implique des
concentrations tres hétérogenes. Afin d’expliquer certaines pollutions, il est
important de connaitre non seulement les sources, mais aussi la distribution
spatiale des polluants et donc de déterminer les zones de forte variation de la
concentration.

Dans ces exemples, la variable d’étude n’est connue qu’en un nombre limité
de points et les méthodes de détection de zones de changement abrupt doivent
étre basées sur l'estimation du champ aléatoire sous-jacent. Dans ce travail,
le modele général est que, sous ’hypothese nulle, la variable d’intérét est une
réalisation d’un processus stationnaire d’ordre deux, noté Z(-). L’hypothese
alternative est que l'espérance de Z(-) présente des changements abrupts,
ici modélisés par des discontinuités le long d’un ensemble de courbes notées
I'. Sous ce modele, nous proposons une méthode de détection des lieux ou
Z(+) varie brusquement. Ces lieux sont appelés Zones de Changement Abrupt
(ZCAs). Comme ’échantillon de points est d’assez faible densité, il n’est pas
possible d’estimer précisément les courbes I', mais plutot les zones de forte
variation.

Avant de présenter de facon détaillée la méthode, nous l'illustrons sur un
exemple. Nous avons simulé dans le carré unitaire un échantillon Z de
100 points répartis aléatoirement (réalisation d’un processus de Strauss),
issus d’'un champ aléatoire gaussien centré réduit de fonction de covariance
exponentielle Cz(h) = exp(—||hl|/b), de portée b = 0.1. Une discontinuité a
été introduite le long d’une courbe sinusoidale (Figure la courbe en pointillés)
en ajoutant une constante a aux échantillons situés au-dessus de cette courbe.
Le cas a = 0 correspond a ’absence de discontinuité. La figure la représente
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une réalisation pour a = 2.5, la taille des disques étant proportionnelle a la
valeur représentée. La figure 1b représente les Zones de Changement Abrupt
obtenues par notre méthode. Celles-ci se situent le long de la discontinuité.
Notons que la méme procédure appliquée pour a = 0 n’a détecté aucune ZCA.
La figure 1c représente les lieux de variation maximale dans les ZCAs.
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F1G 1. — (a) 100 points répartis aléatoirement issus d’un champ gaussien centré
réduit, une constante a = 2.5 a été ajoutée aux échantillons situés au-dessus de la
courbe en pointillés. (b) Détection des ZCAs. (¢) Lieux des variations maximales
dans les ZCAs.

La méthode repose sur les propriétés locales de l'estimation du gradient du
champ Z(+). Le principe est le suivant. Dans un premier temps le gradient est
interpolé de fagon optimale en utilisant des techniques de la géostatistique.
Dans un deuxiéme temps, nous définissons une statistique de test local, T'(x),
comme étant la norme standardisée du gradient local. I’ensemble des points
pour lesquels T'(x) est au-dessus d’un seuil t1_, (que nous déterminons)
définit des zones de changement abrupt potentielles. Cet ensemble, noté Ay, __,
est appelé ensemble d’excursion du champ T'(-) au-dessus de t;_,. Enfin
dans un troisieme temps, afin de tester la significativité globale des ZCAs
potentielles, les tests locaux sont agrégés en un test global en utilisant la
distribution asymptotique de la surface des composantes connexes de Ay,
sous I’hypothese nulle. Nous verrons comment il est possible de déterminer
le niveau local a controlant le niveau global 7. La théorie liant les niveaux «
et 1 dans le plan est basée sur les ensembles d’excursion de champs de x?2,
voir Adler (1981 and 2000), Aronowich and Adler (1988), Worsley (1994) et
Cao (1999) pour le cas de champs de x? standards (somme du carré de deux
champs gaussiens indépendants et identiquement distribués). La variable étant
irrégulierement échantillonnée, le gradient estimé est non stationnaire et nous
verrons a la section 3 que la statistique 7(x) est un champ de x? non standard.
Aussi nous ne pouvons pas utiliser les résultats existants sur les champs de
x? standards et développons de nouveaux résultats théoriques sur les champs
de x? non stationnaires afin de déterminer la distribution asymptotique de la
surface d’'une composante connexe lorsque t;_, — 0.
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La qualité de l'estimation du gradient étant liée a la densité d’échantillon-
nage et la variable pouvant étre irrégulierement échantillonnée, nous devons
regarder s’il est pertinent d’appliquer la méthode sur I’ensemble du domaine
ou s'il existe des zones sur lesquelles elle ne peut étre appliquée. Une réponse
a ce probleme repose sur le calcul de la puissance du test local de détec-
tion de changements abrupts, i.e. la probabilité de rejeter I’hypothese nulle de
stationnarité de la variable, sous I’hypothese alternative d’existence de discon-
tinuités. La puissance est ainsi calculée en chaque point du domaine d’étude.
Sa cartographie permet ensuite d’identifier les zones ou ’échantillonnage n’est
pas approprié a ’estimation des ZCAs.

La deuxiéme section de ce papier est consacrée a I’émergence du probleme de
détection de ZCAs dans différents contextes, aux méthodes qui en ont découlé
et a la présentation des notions nécessaires sur les champs aléatoires et la
géostatistique. La méthode et le calcul de la puissance du test de détection sont
ensuite présentés dans la troisieme section. Dans la quatrieme section, nous
verrons comment nous avons pu résoudre les problémes liés a I'implémentation
de la méthode : approximation du domaine par une grille, détermination du
niveau local a et estimation de la fonction de covariance du champ Z(.),
mais aussi comment le schéma d’échantillonnage affecte la détection de ZCAs.
L’application de la méthode a des données de sciences de ’environnement est
présentée dans la cinquieme section. L’analyse des concentrations de métaux
lourds dans une petite région du Jura suisse montre que des mémes ZCAs
sont détectées pour différentes variables et qu’elles sont fortement liées aux
frontieres entre différentes zones géologiques.

2. Contexte

2.1. Pourquoi et comment détecter des ZCAs?

L’estimation de courbes de discontinuités & partir d’un échantillon de points
aléatoirement répartis dans le plan est un probleme qui a été peu abordé en
dépit de son importance concrete évidente. Le probleme a été introduit par
Womble en 1951 lors de I’étude des populations en biologie et en écologie. Dans
ce contexte les changements abrupts dans des fréquences de génes peuvent étre
liés aux frontieres entre différentes populations. Par exemple des études sur
la diversité génétique montrent que les différences de langues réduisent les
échanges génétiques entre populations (Pagel and Mace, 2004). La procédure
proposée par Womble (1951), connue sous le nom de wombling, est assez
simple. La variable d’étude est interpolée linéairement sur une grille réguliere.
Un vecteur de gradient est ensuite calculé par différences. Le wombling et
ses extensions (Barbujani et al., 1989; Oden et al., 1993 ; Bocquet-Apple and
Bacro, 1994 ; Fortin, 1994) définissent les barrieres comme étant les 5% ou 10%
des valeurs du gradient les plus élevées. Une synthese des méthodes basées sur
le wombling est proposée dans Jacquez et al. (2000).

Hall and Rau (2001) ont développé une méthode basée sur les approximations
spatiales de la vraisemblance locale qu'une courbe de discontinuité passe par
un point donné, comme fonction de ce point. Il s’agit d’'une méthode de
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tracking, i.e. elle avance pas a pas le long de la discontinuité en prenant, a
chaque pas, la direction qui maximise la vraisemblance locale. Cette méthode
présente plusieurs inconvénients. Etant basée sur une méthode de tracking,
elle suppose implicitement ’existence d’'une courbe de discontinuité et elle
nécessite un point de départ situé pres de la courbe de discontinuité, de
préférence le long du bord d’un domaine rectangulaire de sorte que la
discontinuité I'intersecte.

Plus récemment, Banerjee et al. (2003) ont proposé une approche bayésienne
d’estimation du gradient d’un processus spatial irrégulierement échantillonné.
Cependant cette approche n’est pas spécifiquement vouée a détecter des
barrieres ou des ZCAs. En particulier, elle ne permet pas de tester globalement
la présence de ZCAs dans le domaine d’étude.

Le point commun, et principal inconvénient, a toutes ces méthodes est qu’elles
ne testent pas la significativité des barrieres ou ZCAs détectées, i.e. elles ne
permettent pas de décider si celles-ci sont dues au hasard ou si elles traduisent
un réel effet. Dans le wombling, I'utilisation de seuils fixes pour identifier
des barrieres entraine une détection systématique, que leur existence soit
significative ou non. Des tests de permutation ont été proposés afin de tester la
significativité des barrieres (Fortin and Drapeau, 1995; Jacquez and Maruca,
1998; Gleyze et al., 2001). Ces permutations déstructurent les données et
ne peuvent donc s’appliquer que dans le cas ou la variable est spatialement
non corrélée. Cette hypothese étant le plus souvent irréaliste en sciences de
Ienvironnement, 'approche par tests de permutation est d’un intérét limité.

La méthode de détection de ZCAs proposée dans la section 3 répond a ces
problemes; en particulier elle permet de tester la significativité des ZCAs
détectées. Cette méthode se situant dans le cadre des champs aléatoires
(Adler, 1981; Yaglom, 1986) et de la géostatistique (Cressie, 1993; Chiles
et Delfiner, 1999), les sous-sections suivantes rappellent quelques résultats
théoriques sur lesquels elle repose.

2.2 Rappels sur la théorie des champs aléatoires

Soient D un sous-ensemble de R? et (£, B, P) un espace de probabilité. Un
champ aléatoire est une fonction de deux variables Z(x,w), w € €, telle que
pour tout x € D, Z(x,-) = Z(x) est une variable aléatoire sur ({2, B, P).
Chaque fonction Z(-,w) est une réalisation de la variable aléatoire. Pour
simplifier les notations, le champ aléatoire sera dans la suite noté Z(-).

Afin de détecter des zones de changement abrupt, nous supposons qu’en
Pabsence de ZCA, le champ aléatoire Z(-) est un champ gaussien stationnaire
d’ordre 2.

Stationnarité

Un champ aléatoire est dit stationnaire d’ordre 2 (ou faiblement stationnaire)
s’il satisfait les conditions :

(1) E[Z(x)] =m,
(it) Cov(Z(x),Z(x+h)) = Cz(h),vh € R%
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L’hypothése intrinséque suppose que, pour tout h, les accroissements Z(x +
h) — Z(x) sont de moyenne nulle et que leur variance ne dépend que du
vecteur h :

E[Z(x+h) — Z(x)] =0 et Var(Z(x+ h) — Z(x)) = 2v(h).

La fonction v(h) est appelée variogramme. L’estimateur classique du vario-
gramme proposé par Matheron (1962) est :

3N (Z(xi) - Z(x))7, (1)

N(h)

1

I ——
2[N(h)|

ol la somme est prise sur N(h) = {(7,7) : x; — x; >~ h} et [N (h)| est le nombre

d’éléments distincts de N (h).

Un champ aléatoire stationnaire d’ordre 2 est un champ aléatoire intrinseque

et par conséquent possede un variogramme. Dans ce cas variogramme et

covariance sont liés par la relation :

v(h) = Cz(0) — Cz(h). (2)
Continuité et différentiabilité

Rappelons que pour (x,), une suite de points et x = (z',2?) fixé dans R?
tel que ||x, — x| — 0 quand n — oo, si E [[|Z(x,) — Z(x)|[*] — 0 quand
n — oo, alors Z(-) est continu en x en moyenne quadratique.

THEOREME 1 (Adler, 1981). — Un champ aléatoire Z(-) est continu en
moyenne quadratique en X*, si et seulement si sa fonction de covariance
(x,y) — Cz(x,y) est continue pour x =y = x*. Si Cz(-,-) est continue
sur la diagonale, alors elle est continue partout.

TugoriME 2 (Adler, 1981). — Si 8°Cz(x,y)/0z 0y’ existe et est finie au
point (x,x) € R*, alors :
0Z(x) Z(x+€d;) — Z(x)

— = lim 3
oz’ =0 € )

existe et est appelée dérivée en moyenne quadratique de Z(-) en x, ol ¢;
désigne le iéme vecteur unitaire de R2. Si cette dérivée existe Vx € R?, alors
Z(+) posséde une dérivée en moyenne quadratique. La fonction de covariance

de 0Z(x)/0x" est 9*°Cz(x,y)/0x Oy".

Lorsque le champ aléatoire est stationnaire d’ordre 2, les conditions assurant
la continuité en moyenne quadratique et I'existence de dérivées en moyenne
quadratique se simplifient : si C'z(-) est continue & l'origine alors le champ
Z(-) est continu en moyenne quadratique et si Cz(.) est dérivable deux fois a
Porigine, alors Z(-) est dérivable en moyenne quadratique en tout point.
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Champs gaussiens et champs de \?

Un champ gaussien est un champ aléatoire tel que pour tout échantillon
X1,...,X, de points de R? la distribution jointe de (Z(xl),...,Z(xn))/
est une gaussienne multivariée. Il est entierement spécifié par sa fonc-
tion moyenne m(x) = E[Z(x)] et sa fonction de covariance Cz(x,y) =
E[(Z(x) —m(x))(Z(y) —m(y))]. Si un champ gaussien est de moyenne
constante et de fonction de covariance dépendant seulement de x —y, alors le
champ est stationnaire d’ordre 2.

ProprosiTiON 1. — Si Z(-) est un champ aléatoire gaussien possédant une
dérivée en moyenne quadratique, alors 0Z(-)/0x" est aussi un champ aléatoire
gaussien.

Cela vient directement du théoréeme 2 et du fait qu'un vecteur aléatoire est
gaussien si et seulement si toute combinaison linéaire de ses composantes est
une variable aléatoire gaussienne.

Pour construire un champ de x? & p degrés de liberté, Adler (1981) considere
p champs gaussiens, Z1(x),..., Z,(x), x € R? indépendants et stationnaires.
Supposons que chaque Z;(+) soit de moyenne nulle et que tous les Z;(-) aient
la méme fonction de covariance, Cz(h), telle que Cz(0) = 1. Alors, pour
tout x € R?, le champ Y'(x) = [Z1(x)]? + - + [Z,(x)]? définit un champ de
x? & p degrés de liberté, avec E[Y (x)] = p et Var(Y(x)) = 2p. Comme les
Z;i(+), i =1,...,p sont stationnaires, il en va de méme pour le champ Y'(-).

ProposiTiON 2 (Adler, 1981). — Soit Cz(x,y) la fonction de covariance
commune des Z;(+). La fonction de covariance, Cy (x,y), du champ x?(p),

Y (), défini précédemment est : Cy (x,y) = 2p[Cz(x,y)]> .

La distribution de Y(-), ainsi que toutes ses propriétés statistiques, sont
entierement déterminées lorsque p et Cy (-) (ou de fagon équivalente Cz(-))
sont connus.

2.3. Le krigeage

Soit Z = (Z(x1),...,Z(x,))" un échantillon de valeurs réelles d’un champ
gaussien Z(-) aux points x1,...,x, du domaine D. Lorsque Z(-) est station-
naire d’ordre 2, de fonction de covariance connue et de moyenne inconnue, le
krigeage ordinaire est un prédicteur de la valeur du champ en un point x utili-
sant les valeurs Z. Celui-ci est défini comme le meilleur prédicteur linéaire sans
biais au sens des moindres carrés (ou BLUP, Best Linear Unbiased Predictor),
et s’écrit :

1'c™!

2 =02+ (1-C'(xCT )

z, (4)
o 1 est le vecteur de longueur n d’éléments 1, C(x) est le vecteur de
covariance entre Z(x) et les Z(x;), i = 1,...,n, et C est la matrice de

covariance entre les Z(x;). Notons que le champ Z*(-) est non-stationnaire.
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Supposons maintenant que le champ aléatoire vérifie les conditions de la
stationnarité intrinseque et non plus celle de la stationnarité d’ordre 2.
Cela signifie que l'incrément Z(x + h) — Z(x) est d’espérance nulle et que
Var (Z(x + h) — Z(x)) = 27v(h). Ces hypotheses ne permettent pas de tra-
vailler directement sur Z(-) mais seulement sur des accroissements de Z(-).
On peut montrer que le prédicteur de krigeage intrinseque a la méme forme
que celui du krigeage ordinaire, mais dans lequel on remplace terme a terme
la fonction de covariance C par le variogramme « (Chiles et Delfiner, 1999).

3. Détection de Zones de Changement Abrupt

Nous rappelons le modele général sous lequel nous nous plagons. Sous ’hy-
pothese nulle le champ aléatoire Z(-) est d’espérance constante sur le domaine
D. L’alternative est que E[Z(-)] présente des discontinuités le long d’un en-
semble de courbes notées I'. Aucune hypotheése n’est faite sur la forme de
ces courbes. A ce stade il n’est pas réellement nécessaire de considérer que
I’espérance présente des discontinuités; il suffirait de considérer des variations
localement fortes. Ce modele nous sera toutefois utile lorsque nous aborderons
la question de la puissance du test a la section 3.4. Nous faisons les hypotheses
suivantes :

H; : la fonction de covariance de Z(-) est stationnaire :
CZ(X7 Y) = CZ(X - y)avx7y € D7

Ho : Cz(h) est indéfiniment différentiable pour tout h tel que ||h|| > 0.

L’hypothese H; est usuelle en géostatistique. Elle est nécessaire pour 1’estima-
tion de la fonction de covariance lorsqu’il n’y a pas de répétition des données et
que la densité d’échantillonnage n’est pas tres élevée. Sous 'hypothese nulle,
'H; entraine que le prédicteur optimal de Z(x) en un point non échantillonné
x est le krigeage ordinaire (Equation 4). L’hypothese Hs est moins usuelle car
elle porte sur la régularité de la fonction de covariance en dehors de 0. Elle
est vérifiée par un grand nombre de fonctions de covariance. L’hypothese Ho
entraine le résultat suivant :

ProposiTION 3. — Sous les hypothéses Hy et Ha, le champ Z*(-) est
indéfiniment différentiable presque stirement et en moyenne quadratique pour
tout x € D, sauf éventuellement aux points d’échantillonnage.

En effet, d’apres la relation (4), le champ aléatoire Z*(+) hérite des propriétés
de différentiabilité de la fonction C(x), ie. de Cz(x — x;),¥i = 1,...,n.
Ainsi, si la fonction de covariance est supposée indéfiniment différentiable
pour ||h|] > 0, Z*(-) sera indéfiniment différentiable pour tout x, sauf peut-
étre aux points d’échantillonnage. Cela implique que Z*(-) est presque partout
indéfiniment différentiable. Si Z(-) est un champ gaussien de variance finie, il
en découle I'indéfinie différentiabilité en moyenne quadratique. Le champ Z*(-)
est continu aux points d’échantillonnage si Cz(h) est continue a l’origine. De
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fagon plus générale, Z*(-) est k-fois différentiable aux points d’échantillonnage
si Cz(h) est 2k-fois différentiable & l'origine. Si Cz(h) possede un effet de
pépite, i.e. si Cz(h) est discontinue en h = 0, alors Z*(-) est discontinu aux
points d’échantillonnage.

Nous verrons dans la section 6 comment ces hypotheses peuvent étre affai-
blies. Remarquons qu’aucune hypothese n’est exigée en h = 0. En particulier
la continuité et la différentiabilité a l’origine ne sont pas requises. En effet,
la discontinuité & ’origine de la fonction de covariance n’entraine la disconti-
nuité du champ interpolé qu’aux points d’échantillonnage, qui constituent un
ensemble de mesure nulle dans D.

3.1. Estimation du gradient

D’apres le théoreme 2, la condition mathématique de différentiabilité d’un
champ aléatoire est la double différentiabilité & 'origine de la fonction de
covariance du champ. Les modeles de covariance les plus utilisés en pratique
(modeles sphérique et exponentiel) ne sont pas différentiables & lorigine. Les
dérivées du champ ne sont par conséquent pas définies. Par contre, nous
pouvons définir un taux de variation. Soit &;, i = 1,2 les vecteurs unitaires
de R2. Par linéarité du systeme de krigeage, le prédicteur optimal du taux de
variation (Z(x + €8;) — Z(x)) /e est (Z*(x + €d;) — Z*(x)) /€. Le passage & la
limite € — 0 est autorisé pour le champ Z*(-). La quantité 0Z*(-)/dz" existe
et nous la considérons comme une estimation de la variation locale du champ
Z(+) (Chiles et Delfiner, 1999).

D’apreés la proposition 3, le gradient W(.) de Z*(-) existe : W(x) =
(Wl(x),Wg(x))/ = (81Z*(X),82Z*(X)>/, avec

c 111'c!

0,7*(x) = 0;,C(x)' | C™ + Z=0,C(x)K'Z,
(x) (x) ( o ) (x)

ou 0; dénote la dérivée partielle le long de la iéme coordonnée, i € {1,2}.
Banerjee et al. (2003) proposent une théorie compléte sur la distribution de
champ de gradient pour des processus gaussiens stationnaires.

3.2. Test local de détection

Nous allons dans un premier temps tester la présence d’une discontinuité en
un point x € D. Pour cela nous définissons un test local entre les hypotheses
Hy(x) : E[Z(y)] = m, pour tout y dans un petit voisinage de x et H;(x) :
x € T', ou I' est la courbe de discontinuité.

Soit E(x) la  matrice de covariance du champ interpolé W(x),
Y(x) = [ (x)W'(x)] = 0C(x)K~19C (x), ot C(x) est la n x 2 matrice
(01C(x),0:C(x)). Comme Z(x) est un champ gaussien, W (x) est un vecteur
gaussien et 3(x)~! est sa matrice de précision. Nous définissons la statistique
de test T'(x) par :

T(x) = W(x)'2(x) "' W(x).

11
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Sous I'’hypothese locale nulle, T(x) a une distribution de x? & deux degrés
de liberté. L’hypothese locale nulle sera rejetée si le gradient local de la
surface estimée est supérieur a une certaine valeur critique, i.e. lorsque
T(x) sera supérieure au quantile d’ordre 1 — o de la distribution x?(2),
que nous noterons t;_,. Nous définissons les ZCAs potentielles comme étant
I’ensemble d’excursion de la statistique de test local au dessus du niveau t1_, :
A, o =1{x:T(x) > ti1_qa}.

Notre prochaine étape consiste a proposer un test global afin de rejeter
Hy contre Hy. Pour cela nous allons suivre une approche similaire a celle
usuellement utilisée en fMRI (fonctional Magnetic Resonance Imaging) et
proposée dans Worsley (2001) et Cao (1999). Cette approche nous permet
d’obtenir la distribution asymptotique de la surface des composantes connexes
des ZCAs afin d’en tester la significativité.

3.3. Test global de significativité

Afin d’agréger les tests locaux pour déterminer si Z est issu d’'un champ
aléatoire stationnaire (hypothese nulle) ou d’un champ présentant des courbes
de discontinuité (hypothése alternative), nous travaillons sur les composantes
connexes des ZCAs potentielles pour lesquelles nous pouvons établir un test.
Le test global consiste a déterminer la significativité de chaque composante
connexe de Ay, _, indépendamment les unes des autres. Cela revient a tester
simultanément Ho(xc;) versus Hi(Xc,) pour tous les x¢, appartenant a la
jeme composante connexe. Notons que, sous I’hypothese nulle, lorsque le seuil
t1_q est élevé il y a, avec une tres forte probabilité, au plus une composante
connexe sur D. Ainsi tester sur chaque composante connexe est équivalent a
tester sur le domaine entier.

Notons C;, _,, une composante connexe de A;, . Afin de tester la significati-
vité de C¢, _, nous prenons comme statistique de test sa surface, S, . Dans
le cadre de la théorie des ensembles d’excursion de champs aléatoires (Adler,
2000; Cao, 1999), nous avons établi le théoréme suivant sur la distribution
asymptotique de Sy, , pour un seuil élevé.

THEOREME 3. — Sous I’hypothése nulle, conditionnellement & I’événement

7

“T'(x0) est un maximum en X de hauteur supérieure a t1_,,”,

t1-aSy,_. Smdet (A(x0)) Y2 E(2), quand t;_, — oo, (5)

ot FE(2) est une variable aléatoire exponentielle d’espérance 2 indépendante
de T(-) et A(xq) est une matrice associée a la courbure du champ T(-) autour
de son maximum dans Cy, .

Eléments de preuve : (Le lecteur peut se référer & Gabriel (2004) et Allard
et al. (2005) pour une démonstration complete de ce théoréme et des résultats
intermédiaires permettant d’y aboutir.) Comme nous nous intéressons & la
structure du champ 7T'(-) autour d’un maximum local, nous utilisons la notion
de champ conditionnel. Dans ce qui suit, nous allons adopter les notations
suivantes :

12
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e Le champ 7T'(+) est un champ de x? & deux degrés de liberté. Il se décompose
en la somme du carré de deux champs gaussiens U;(-) et Us(:), dont les
expressions sont données en annexe : T'(x) = Ui (x) + Ua(x).

e T, (+) est le champ T'(-) conditionnel & ’événement & : “T'(-) possede un
maximum local en xg de hauteur Tj”.

e A;(x) est la variance des dérivées premiéres du champ U;(x). Les expres-
sions des matrices A;(x) ne dépendent que de la fonction de covariance
du champ Z(-) et du schéma d’échantillonnage. Celles-ci sont données de
facon explicite en annexe.

Comme nous considérons le gradient du champ interpolé, les champs Ui (+) et
Us(-) sont non stationnaires et non indépendants. Aussi nous n’avons pas pu
utiliser les résultats existants sur les champs de x? standards (Worsley, 1994 ;
Cao, 1999). La distribution asymptotique de la surface d’une composante
connexe de 4;, _ s’obtient en trois étapes :

1. Dans un premier temps nous avons pu montrer que conditionnellement a
Pévénement &, T'(x) est asymptotiquement approché par un paraboloide
elliptique dans le voisinage de xg :

Tr,(x) = To(1 — x'A(x0)x) + 0p(1) quand Ty — oo,
olt A(xg) = voA1(x0) + (1 — v9)Aa(x0), avec vg = UZ(xq)/To-

La surface S;__, de la composante connexe contenant X, est la section
horizontale du paraboloide elliptique a la distance Ty — t1_, a partir du
maximum.

2. Conditionnellement & &, la surface S;, _ et la distance Ty — t1_, sont
asymptotiquement reliées par :

To—t -« — 1
S = 0T (A (k)2 4o, () . quand ty_u — oo,
TO TO

En effet, S;,__ correspond & la mesure de Lebesgue de la composante connexe
contenant xg :

Sty _., :/1 T (x (x) dx:/ dx,
{ +Tro ( )>t17u} T(](17X/A(X0)X)+Op(1)>t17a

d’apres le point 1

= det (A(xq)) /2 /To_tlia (1> dy.
% 4o, ’

>
TO Yy

3. Enfin, on peut montrer que conditionnellement & & et Ty > t1_, :
To —t1—a = E(2) + 0,(1), quand ¢;_, — o0,

ou E(2) est une variable aléatoire exponentielle d’espérance 2.

13
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Ceci est dli au fait que les maxima du champ T'(-) peuvent étre considérés
comme un processus ponctuel localement fini et qu'un champ de x? &
deux degrés de liberté est un champ exponentiel d’espérance 2. Aussi nous

pouvons écrire P[T(x) >t o] = e t-e/2 = ﬁfgi}z A(2)5t,_, dz, ou

A(z) dz représente l'espérance du nombre de maxima locaux et |D| la surface
du domaine D. Le point 2 permet alors d’en déduire l'expression de A(z) :

Az) = ﬁ|D| det (A(x()))l/2 ze~#/2 et il est possible d’établir la loi des exces
conditionnelle a I'existence d’'un maximum :

/ti(:_u Az)dz
/—s_OO Az)dz

ti—a

P [TO >ti_atu ‘ To > tl—(x] = = exp(fu/Q).

Finalement, lorsque ¢;_, — o0, les points 2 et 3 permettent d’obtenir la
distribution asymptotique de la surface Sy, . (]

Ce théoreme de convergence permet de calculer une p-valeur asymptotique
associée a chaque composante connexe :

1
p = exp <_2t1065t1a det (A(X(]))1/2> . (6)
™

Cette p-valeur est ensuite comparée a un niveau de référence 7, par exemple
5%. Si p est inférieure & 7, la composante connexe est jugée significative.
Nous définissons alors les ZCAs comme étant I'ensemble des ZCAs potentielles
significatives.

3.4. Puissance du test local

Rappelons que la méthode est basée sur I'étude du gradient local. Celui-ci
devant étre bien estimé, il est nécessaire d’avoir un échantillon suffisamment
dense en tout point. En effet la densité locale d’échantillonnage a une
conséquence directe sur la puissance de la méthode : il est difficile de détecter
des changements abrupts lorsque ’échantillon est trop clairsemé. La rareté des
données ne permet pas de tester si le gradient local prédit correspond & une
transition réguliére ou localement forte. Cela meéne a nous poser la question de
la puissance du test. Cependant considérer la puissance globale en fonction de
la densité de points d’échantillonnage n’est pas pleinement satisfaisant car cela
fournit la probabilité qu'une discontinuité soit détectée sachant son existence,
mais cela ne nous indique pas si toutes les zones du domaine sont suffisamment
échantillonnées. Aussi nous calculons la puissance du test de détection en
chaque point du domaine D. Le calcul de cette puissance est complexe d’une
part parce qu’il faut se placer sous I’hypothese alternative d’existence d’une
discontinuité alors que I'on ne connailt pas la forme de cette discontinuité, et
d’autre part parce que les tests locaux ne sont pas indépendants.
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Spécification de I’hypothése alternative

La puissance du test local au point xg est la probabilité de rejeter I'hypothese
nulle Hy(xg), lorsque 'hypothese alternative Hy(xg) : xo € T' est vérifiée.
Nous avons vu que la méthode laisse libre la forme des ZCAs. Afin de calculer
une puissance du test de détection, nous allons nous donner un modele de
discontinuité. Nous supposons que la discontinuité est une perturbation du
champ moyen, notée f(x). Nous supposons également que f(x) est lisse, sauf
le long de la discontinuité, que [z, f(x)dx = 0 et que f(x) tend vers 0
lorsque I'on s’éloigne de la discontinuité. Sous cette hypothese, nous pouvons
approcher une large classe de courbes de discontinuité par leur tangente au
point xg ot la puissance est calculée (Figure 2a). La densité gaussienne signée,
aussi appelée “boutonniere”, est un bon candidat pour une telle perturbation
(Figure 20) :

flx)= a\/jjsign (sin (d)(x) — 0)) g(4||x — x0||/L), (7)

ou L est la “longueur” de la discontinuité, sign est la fonction signe, ¢(x)
représente ’angle entre 1'axe des abscisses et la droite (x,X¢), # donne ’angle
de la tangente en Xy et I'axe des abscisses et g est la densité gaussienne
standard. La perturbation f(x) ainsi définie est telle que de part et d’autre de
la tangente, le champ ait pour moyenne +a/2, i.e. le saut de discontinuité en
Xq est égal a a. L’hypothese alternative locale est alors définie par 1’existence
d’une fonction f(-;%g,a,0,L).

a2

BRI S
" ee o, ]

-a/2

(a) (b)

F1G 2. — (a) Approximation de I" par sa tangente en x¢. (b) Modele de perturbation
permettant de spécifier une hypothése alternative pour calculer la puissance en xg.

Calcul de la puissance locale

Notons 1 —3(x) la puissance du test local en xg. Comme nous ne connaissons
pas lorientation de la discontinuité nous dirons que le taux de détection
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d’une discontinuité passant par xg est I'intégrale sur toutes les orientations 6
possibles de la discontinuité :

1—5&@=iAfﬂ—MmﬁHM, (®)

ou 1 — B(xg;0) représente la puissance sous lalternative H;(xq;6) définie
ci-dessus, & orientation 6 fixée (Figure 2a). Des simulations (Gabriel, 2004)
ont montré que 1 — % ZZ:O B(x0;im/8) fournit une bonne approximation de
I'intégrale (8).

Sous Hj(x0;0) le gradient estimé en x s’écrit :
W (x:0) = Wiy (%) + ka(x:0) = 9C' (x)K'Z + 0C' (x) K~ A(x0:0),  (9)

o A(xp;0) est un vecteur de longeur n, d’éléments f(x;;xo,a,0,L), i =
1,...,n.

Afin de calculer la puissance en xg, nous allons utiliser la forme paramétrique
de Péquation d'un cercle UZ(x;0) + U2(x;6) = tx

Ui (x;0) = V/txcos (wx), Uz(x;0) = V/txsin (wy). (10)

Soit T'(x;0) = W'(x;0)Z "1 (x)W (x;0), ot W(x;6) est donné par I'’équation
(9). La puissance 1 — 3(xg; ) s’écrit :

1 — B(x0;0)

= PHl(X();@)

N
U {Rejet de ’hypothese locale nulle Ho(xp)}]
p=1

—1_]P)H1(x0,0) (x1,0) tl IR T(XN,Q) gtl_a],

t1—a ti—a
—1—/ / PHl(xO :0) T(x1,9)—tl,...,T(xN;G):tN] dtl...dtN

71,7/ / fv, (v)dt dw, (11)
oN wel0,27]N Jte[0,t1 o]V

ou
e N est le nombre de pixels de la grille sur laquelle la méthode et le calcul
de la puissance sont implémentés (voir section 4),
/
o Vy = (Ul(xl; 0),Us(x1;0),...,U1(xn;0), Us(xn; 0)) est un vecteur gaus-
sien, de moyenne my, = (ul(xl;a,ﬁ),ug(xl;a,ﬁ), o pi(xw;a, ),

to(XN; a, 0)), et de matrice de covariance :

1 0 coo c1(x1,xN) c12(x1,XN)
0 1 021<X1,XN) CQQ(Xl,XN)
Yv, = : : : : )
cll(xlny) Clg(Xl,XN) 1 0
Clg(Xl,XN) CQQ(Xl,XN) O 1
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avec cij(xk,x1) = Cov (Ui(xx;0),U;(x1;0)), i,5 € {1,2}, k,j € {1,...,N}
indépendant de 6,

e w=(wp,...,wn) et t=(t,...,tx) proviennent de I’équation (10),

oV = (\/Ecoswl, Visinwy, ..., vincoswy, \/thian)/.

En pratique, l'intégrale multiple (11) est évaluée par une approximation de
type Monte-Carlo : pour une série de ns simulations du vecteur Vy,

1 &
1-— ,B(Xo; 9) ~1—— Z 1{T(x1;9)<t1—a} ce 1{T(xN;9)<t1_a}~

Ts =1

4. Implémentation et illustrations

En pratique la méthode est appliquée sur une grille superposée sur le domaine
d’étude. En chaque pixel x,, nous calculons dans un premier temps le gra-
dient W (x,), sa matrice de covariance X(x,) et le champ T'(x,). Pour ces
calculs nous avons besoin de la matrice de covariance entre les données, C,
et en chaque pixel du vecteur de covariance Cz(x,) et de ses dérivées. Ces
éléments sont obtenus & partir de la fonction de covariance Cz(-) du champ
Z(+) qui doit étre estimée (voir section 4.3). Nous définissons ensuite les ZCAs
potentielles au niveau 1—a comme ’ensemble des pixels pour lesquels la statis-
tique T'(x,) est au-desssus de t1_,. Pour chaque ZCA potentielle de surface
St, .., nous calculons la valeur critique associée au test de significativité :

p = exp (—tl_a det (A)l/2 Stl,a/Qﬂ) . Cette relation est une approximation

numérique du théoreme 3 dans laquelle la surface de la composante connexe
est approchée par la surface des pixels qui la composent.

Nous allons donc maintenant successivement traiter le probleme de la discréti-
sation du domaine par une grille, de la détermination du niveau local « et
de l'estimation de la fonction de covariance, et voir comment nous avons
implémenté le calcul de la puissance du test de détection.

4.1. Discrétisation du plan par une grille

Nous avons montré que dans le plan et sous H, la statistique X =
t1—aSt,_, det (A)1/2 /7 utilisée dans le test global de significativité a pour
distribution une loi exponentielle d’espérance 2 lorsque t;_, — oo. Cependant
en pratique X dépend de la discrétisation. Pour un ensemble de 1000 simula-
tions sous Hy, nous avons calculé la statistique X obtenue pour 1 —a = 0.995
et 0.999 et selon deux tailles de grilles : 30 x 30 et 60 x 60. Ces résultats
ont montré que, si la discrétisation n’est pas assez fine, les petites ZCAs, i.e.
les faibles valeurs de X sont sous-représentées. Cela vient du fait que par
construction les ZCAs dont la surface est inférieure & la maille de la grille ne
sont pas détectées. Ce phénomene ré-apparait lorsque le niveau 1 — o aug-
mente car dans ce cas les ZCAs ont tendance a étre petites et surtout peu
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nombreuses. Ainsi, le niveau 1 — o doit varier avec la taille de la grille, et
nous dirons que la discrétisation est raisonnablement fine dés que 1’ensemble
des valeurs de X peut étre considéré comme une réalisation d’une variable
exponentielle d’espérance 2. En pratique une grille 100 x 100 s’est toujours
révélée largement suffisante.

4.2. Détermination du niveau local «

La méthode nécessite deux niveaux de significativité : un niveau global 7, fixé
par l'utilisateur, et un niveau local «, 1ié a 7, pour la détection de ZCAs.
L’équation (6) est vérifiée dans le plan lorsque t1_, — o0, i.e. lorsque a — 0.
Mais lorsque a — 0, les ZCAs potentielles tendent & devenir trés petites
et potentiellement de surface inférieure a la maille de la grille. Aussi, le
niveau « doit permettre d’établir un certain compromis entre les contraintes
mathématiques et 'aptitude a détecter des ZCAs potentielles. Le niveau «
dépend donc, de par I'équation (6), de n et de la fonction de covariance,
mais aussi de la grille d’interpolation et du schéma d’échantillonnage. Il est
estimé par simulation Monte-Carlo : pour une série de M simulations sous
Hy, correspondant & la configuration d’échantillonnage et & la fonction de
covariance de la variable, le niveau & correspond a la plus grande valeur pour
laquelle nM simulations exactement présentent des ZCAs.

Dans Gabriel (2004), il a pu étre montré que, lorsque la discrétisation est
suffisamment fine, un niveau agq, lié a la portée intégrale de la fonction
de covariance, d’une part fournissait une bonne approximation du niveau o
et d’autre part nécessitait beaucoup moins de calculs. La portée intégrale
(Lantuéjoul, 1991) permet de déterminer une approximation du nombre
d’hypotheses locales indépendantes que I’on peut considérer dans D. La portée
intégrale, A, de Cz(h) est :

B Cz(h)
A= /R o™ (12)

Soit Z(D) la moyenne spatiale de Z(-) sur D. Si A # 0 et [D| >> A, d’apres
Lantuéjoul (1991), Var(Z(D)) ~ ¢%/N, avec N = |D|/A. Aussi nous avons :

n = p[u,@ (T(x) > tl_a}} ~1— (IP’[T(X) < tl_a})N,

ce qui mene & la définition suivante de ag :

1/N

agzl—(l—n) (13)

4.3 Estimation de la fonction de covariance

La méthode suppose que la fonction de covariance de Z(-) est connue, mais
en pratique elle doit étre estimée. Sous I’hypothese de stationnarité, d’apres
Péquation (2), nous estimons la fonction de covariance via l'estimation du
variogramme (Equation 1). Il y a trois parametres & estimer.
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Le premier parametre est la forme paramétrique (modeéle exponentiel, sphéri-
que, ... ). Des simulations (Gabriel et al., 2004) ont montré qu’elle est d’im-
portance secondaire pourvu que les conditions sur la régularité de la fonction
de covariance de Z(-) soient remplies.

Le deuxiéme parametre & estimer est la portée (distance & partir de laquelle
il n’y a plus de corrélation notable entre les données). Des résultats de
simulations montrent que les ZCAs sont mieux détectées pour une sur-
estimation de la portée et sont dans ce cas plus grandes, mais au prix d’un
taux de fausses alarmes plus élevé (détection de ZCAs ne correspondant a
aucune discontinuité réelle). Ce phénomene s’explique par une régularité plus
importante du champ aléatoire lorsque la portée est grande, ce qui a pour
conséquence de rejeter plus souvent 'hypothese de stationnarité en présence
d’une discontinuité. Dans le cas d’une sous-estimation le résultat inverse est
observé.

Enfin le dernier parametre a estimer est la variance. La méthode est ap-
pliquée sous I’hypothese nulle d’absence de ZCAs. Aussi en présence d’une
discontinuité, la variance o2 du champ Z(-) est surestimée. Comme T(x) est
proportionnelle & 0~2, cela entraine de faibles valeurs du champ 7'(-), des pe-
tites ZCAs, de grandes p-valeurs et par conséquent une perte de puissance de
la méthode. Afin de surmonter cette difficulté, nous proposons une procédure
itérative dans laquelle nous estimons & chaque itération alternativement les
parametres du variogramme et les ZCAs. Dans un premier temps nous esti-
mons le variogramme global, i.e. en utilisant tous les couples de points. En
présence de ZCAs, le variogramme est ré-estimé en éliminant tous les couples
de données {Z(xx), Z(x;)} tels que le segment [xj,x;] intersecte une ZCA.
Si la portée change, le niveau « doit étre recalculé. Les ZCAs sont alors ré-
estimées a ’aide des nouveaux parametres. La procédure est ré-itérée jusqu’a
convergence, i.e. jusqu’a ce que l’ensemble de ZCAs détectées soit identique
pour deux itérations successives. Malgré I’absence de preuve de la convergence
de cette procédure, son application aussi bien sur des simulations que sur des
données réelles a montré que la convergence était toujours atteinte en moins
de 5 itérations. Cela s’explique par le fait que la pluplart des couples de points
écartés lors de la ré-estimation du variogramme sont éliminés des la premiere
ré-estimation. Les parametres de la fonction de covariance sont ensuite assez
proches lors des itérations suivantes.

4.4. TIllustration

La méthode a été implémentée avec le logiciel R. Le code est accessible sur
la page web de auteur : www.maths.lancs.ac.uk/~gabriel.

Nous allons illustrer cette procédure sur ’exemple présenté dans l'introduc-
tion. Nous avions simulé 100 points issus d’un champ gaussien centré-réduit,
de fonction de covariance exponentielle de portée b = 0.1. Une discontinuité
avait été introduite en ajoutant aux points situés au-dessus de la courbe en
pointillés (figure la) une constante a = 2.5. Pour cet exemple, une grille 60
x 60 s’est révélée suffisante. Les parametres du modele de covariance estimés

19



DETECTION DE CHANGEMENTS ABRUPTS

a la premiere itération sont : b = 0.137 et 62 = 2.083, loin des valeurs du
modele simulé.
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F1G 3. — (a) Variogrammes empiriques (points) et estimés (courbes) a la premiere

itération (gris) et a la convergence (noir). (b) Détection des ZCAs a la premiére
itération. (c) Détection des ZCAs & la convergence; les ZCAs significatives sont
représentées en noir et les non significatives en gris.

La Figure 3b illustre les tests locaux au niveau 1 — & = 0.9939 correspondant
au niveau global n = 0.05 pour b = 0.137. Les pixels sont colorés en noir
si ils appartiennent & une composante connexe significative et sont colorés
en gris dans le cas contraire. La procédure itérative converge a la quatrieme
itération. Les parametres obtenus & la convergence sont : b = 0.128, 62 = 1.21
et 1—a& = 0.9973. La figure 3a représente les variogrammes empiriques (points)
et estimés (courbes) a la premiere itération (gris) et a la convergence (noir).
Nous pouvons constater que la variance estimée a la convergence a diminué de
42% par rapport a celle de la premicre itération. Les figures 3b et 3¢ montrent
que la discontinuité est beaucoup mieux détectée a la convergence.

4.5. Approximation de la puissance du test local

La puissance 1 — 3(xq,6) du test de détection de ZCAs est calculée en chaque
pixel de la grille d’interpolation. Dans le calcul présenté dans la section 3.4,
la puissance tient compte de toute I'information du domaine et cela rend son
évaluation tres lourde. En effet, pour calculer I'intégrale multiple (11), nous
devons connaitre les éléments de la matrice de covariance Xv,. Cette matrice
étant de dimension 2N? x 2N2, elle est difficile voire impossible & inverser
lorsque N devient grand. Comme f(x) tend vers 0 lorsque l'on s’éloigne de
la discontinuité, les pixels se situant loin de la discontinuité contribuent peu
a lintégrale (11). Nous calculons donc la puissance en un point Xo en nous
limitant & une fenétre Fr, C D centrée en Xy que nous imposerons carrée
et contenant N = (2k 4+ 1) x (2k + 1) pixels. Notons 1 — Sz, (x0,0) cette
puissance restreinte a la fenétre Fj. Puisque Fy C Fp lorsque k < K/,
nous obtenons : 1 — Br, (x0;0) < 1 — Br,(x0;0) < 1 — B(x0;0). Lorsque
Fir — D, nous avons : 1 — Gz, (x0;0) — 1 — B(x0;0), avec 1 — B, (x0,0) =

1
1_2Tk

D’une part k doit étre le plus grand possible afin d’approcher 1 — ((xq;6).

fwe[O 2n]Nk fte[o 118 fve(v) dtdw. Le choix de k est important.
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Mais d’autre part la matrice ¥v,, étant de dimension 2(2k + 1) x 2(2k +1)2,
elle devient difficile & calculer lorsque la taille de Fj augmente (Table 1).
D’apres le modele d’hypothese alternative choisi, les pixels x distants de plus
de L/2 de xq peuvent ne pas étre considérés. En effet pour ces pixels les
éléments de A(xp;0) sont tres faibles dans le voisinage de x et la probabilité
de rejet de Hp(x) sachant que Hi(xo;0) est vraie devient négligeable.

TABLEAU 1. — Dimension de la matrice de covariance Xy, comme fonction de la
taille de Fy,.

k 0 2 4 8 12

Dimension de 7, 1x1 5x5 9x%x9 17 x 17 25 x 25

Dimension de ¥y, 2x2 50 x50 162 x 162 578 x 578 1250 x 1250

Comme nous considérons un sous-ensemble Fj de D, nous ne pouvons
pas utiliser les niveaux & et aq définis ci-desssus. En effet, & dépend de
I’échantillonnage sur I’ensemble du domaine et est essentiellement influencé
par les zones de D pour lesquelles ’échantillon de points est le plus agrégé.
Par conséquent, pour toute fenétre Fy, & tend a sous-estimer la vraie valeur
de a dans cette fenétre. En ce qui concerne ag, il s’agit d’une approximation
de & dans le cas ou la discrétisation de la grille d’interpolation est assez fine,
ce qui n’est plus le cas dans le sous-ensemble Fj,. Afin de calculer la puissance
1 — B, (x0;0), nous évaluons pour chaque fenétre Fj, de centre x¢, un niveau
local o (x0). Le niveau o (xq) est déterminé de la méme maniére que le niveau
a, sauf que dy(xo) est tel que des ZCAs sont détectées pour nM simulations
dans la fenétre Fy,.

4.6. Effet du schéma d’échantillonnage sur la détection de ZCAs

Afin d’illustrer l'effet du schéma d’échantillonnage sur la détection de ZCAs,
nous reprenons ’exemple vu ci-dessus. Nous avons éliminé aléatoirement 20
points de I’échantillon complet et ainsi obtenu un sous-échantillon de n = 80
points. Cette opération a été itérée deux fois afin d’obtenir des sous-échantil-
lons de 60 et 40 points. La premiere ligne de la figure 4 représente la répar-
tition spatiale des différents échantillons. Notons que les sous-échantillons ne
sont pas nécessairement spatialement homogenes, par exemple dans la partie
y < 0.4 de I’échantillon de 40 points.

La deuxiéme ligne de la figure 4 montre les ZCAs détectées (ZCAs significa-
tives en noir et non significatives en gris). Cette figure illustre la détérioration
de la détection de ZCAs lorsque le nombre de points d’échantillonnage dimi-
nue. On constate en particulier que la ZCA détectée en bas a gauche de la
discontinuité s’affine, puis devient non significative et enfin disparait. Seule la
ZCA au centre du carré est détectée pour tous les échantillons. Dans le cas
n = 40, elle ne correspond qu’a un petit fragment de la discontinuité.
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La puissance locale a été calculée en chaque pixel de la grille d’interpolation,
en utilisant une fenétre glissante de taille 9 x 9 pixels pour a = 2.5 et
L = 0.3. La troisieme ligne de la figure 4 donne la cartographie de la puissance
calculée pour chaque échantillon de points. L’implémentation de la puissance
ne permet pas de calculer la puissance a proximité des bords du domaine,
d’ou la présence d'une bande de pixels blancs autour du carré. Ces figures
montrent que la puissance dépend de la densité locale d’échantillonnage : plus
I’échantillon de points est localement dense, plus la puissance est localement
élevée. Au contraire, plus ’échantillon est épars, plus la puissance est faible.
Pour les quatre échantillons de points la cartographie de la puissance montre
des zones de forte puissance situées autour de points non isolés et des zones de
plus faible puissance entre les “clusters” lorsque n diminue. Nous constatons
également que la discontinuité introduite dans notre exemple se situe dans
une zone de forte puissance pour les échantillons de 100, 80 et 60 points. Ce
n’est plus le cas pour I’échantillon de 40 points.

5. Une application aux sciences de ’environnement
5.1. Présentation des données

La méthode présentée dans la section 3 est illustrée sur des données de sol
prélevées pres de La Chaux de Fonds (figure 5a), dans une région de 14.5 km?.
La stratégie d’échantillonnage, spécialement mise en ceuvre pour cartographier
la distribution des polluants sur I’ensemble de la région, est la suivante. Un
premier ensemble de points d’échantillonnage correspond aux 214 nceuds d’une
grille réguliere superposée sur le domaine d’étude. La distance entre nceuds est
de 250 m. Un cinquieme de ces points sont le point de départ d’une progression
géométrique de distances 100 m, 40 m, 15 m et 6 m. La figure 5b illustre les
359 points d’échantillonnage. Ces données ont été analysées par Atteia et al.
(1994) et publiées dans Goovaerts (1997). L’analyse des concentrations de
plusieurs métaux lourds potentiellement toxiques (cadmium, chrome, cobalt,
cuivre, nickel, plomb et zinc) a permis d’étudier les risques de pollution
et de déterminer les sources des polluants. Nous connaissons également la
géologie de la région (figure 5b). Cette région date du Jurassique supérieur
(ére secondaire) et est constituée de marnes noires (argovien, kimmeridgien et
sequanien), de calcaires et de gres (portlandien) et de lehm (zones décalcifiées).

Nous allons indépendamment nous intéresser aux concentrations de cobalt
et de nickel. Le résumé statistique de ces concentrations est donné dans la
table 2.

TABLEAU 2. — Résumé statistique des concentrations de cobalt et de nickel.

Min. ler Qu. Med. Moy. 3éme Qu. Max. o

Cobalt 155  6.66 9.84 9.44 12.10 20.60 3.57

Nickel 1.98 14.60 20.68 20.02 25.38 53.20 8.09
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F1G 5. — (a) Localisation de la région. (b) Carte géologique et schéma d’échantil-
lonnage.

5.2. Détection de ZCAs

Nous avons estimé a chaque étape de la procédure itérative des fonctions
de covariance exponentielle : Cz(h) = 62 exp(—|h||/b), ou 62 et b sont les
estimations des parametres de palier et de portée. D’apres I’équation (12), la
portée intégrale d’une fonction de covariance exponentielle définie dans R? est
A = 27b%. Les niveaux locaux « ont été calculés  partir de 1’équation (13) :
ag =1—(1—n)?m/1Pl ayec n fixé & 5%. La procédure itérative a convergé
a la deuxieme itération pour le cobalt et a la troisieme pour le nickel.

La figure 6 représente les ZCAs détectées sur une grille 100 x 100, superposées
a la carte d’interpolation des variables obtenue par krigeage ordinaire. Nous
pouvons remarquer que les concentrations de nickel et de cobalt ont les mémes
variations spatiales. Les concentrations sont faibles dans le nord, le sud-ouest
et le centre-est de la région. Les ZCAs sont tracées via le méme procédé qu’a la
figure 1c. Elles sont essentiellement détectées le long des transitions entourant
les zones de faible concentration. Nous retrouvons les mémes ZCAs pour le
cobalt et le nickel dans les parties nord, centre-est et sud-ouest de la région.
L’observation de la carte géologique de la région (figure 5b) montre qu’elles se
situent le long des frontieres entre I’argovien et le non-argovien.

Nous retrouvons les résultats de Atteia et al. (1994) : les concentrations de
cobalt et de nickel ont des distributions spatiales similaires a celles de la
géologie, ce qui suggere que ces métaux sont principalement issus de la roche
de fond et non de I'industrie ou de ’agriculture. L’utilisation de la méthode de
détection de ZCAs pourrait donc permettre aux scientifiques d’explorer leur
données afin de détecter les traits structuraux les plus importants.
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Fic 6. — Carte d’interpolation et ZCAs détectées dans les concentrations de : a)
cobalt, b) nickel.

6. Discussion

Nous avons considéré que les variations du sol pouvaient étre modélisées par
la somme d’un champ moyen, pouvant présenter des discontinuités, et d’un
résidu aléatoire spatialement corrélé. Dans ce contexte, nous avons proposé
une méthode permettant de tester I’hypothese nulle de stationnarité de la
variable contre I’hypothese alternative que les données présentent des ZCAs
correspondant a des discontinuités ou des variations fortes de la moyenne. Par
conséquent, si une variable présente des variations liées a la fonction aléatoire
et possede une moyenne constante ou avec de faibles variations, aucune ZCA
ne sera détectée.

Plusieurs hypotheses ont été faites afin d’établir la méthode. Nous avons en
particulier supposé la stationnarité d’ordre 2 et la régularité de la fonction de
covariance. Les deux hypotheses H; et Hy peuvent étre affaiblies. L hypothese
‘H; peut étre remplacée par H) : Z(-) satisfait ’hypothése intrinseque de
stationnarité (section 2.2). Dans ce cas, l'interpolateur de krigeage est le
krigeage ordinaire (Equation 4) dans lequel le variogramme remplace la
fonction de covariance. L’hypotheése Hy porte sur la régularité de la fonction
de covariance en dehors de 0. Nous avons supposé que la fonction de covariance
est indéfiniment différentiable pour tout h tel que ||h|| > 0. En réalité seule
la différentiabilité a ordre trois est nécessaire.

Nous avons également supposé que les données étaient gaussiennes. Cette
hypothese est nécessaire pour établir les résultats théoriques présentés dans
la section 3 qui rendent possible la prise en compte de 'autocorrélation
entre les données afin de détecter des ZCAs a partir d’échantillons de points
de faible densité en présence d’autocorrélation. Si les données ne sont pas
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gaussiennes elles peuvent étre transformées, par exemple en utilisant une
transformation logarithmique ou une transformation de Cox. Cela n’assure
pas la “gaussiannité” du champ aléatoire, mais semble étre suffisant pour que
la méthode puisse raisonnablement bien fonctionner en pratique.

La généralisation a des données multivariées reste un probleme ouvert. Une
telle extension requiert d’une part la démonstration du théoréeme 3 dans
un contexte multivariable, et d’autre part la mise en place d’une procédure
entierement automatique d’estimation du variogramme.

7. Annexe

Dans le théoreme 3, A;(x) est la matrice de covariance du gradient de U;(x),
champ gaussien intervenant dans la décomposition du champ de x?(2) T'(x) :

W1 (X) 1 W2 (X) W1 (X)
Ui(x) = , Us(x) = — p(x ,
P T T { mi " ot }
avec W(x) = (Wl(x),Wg(x))l, oi(x) = /Bpy(x),i = 1,2 et p(x) =

Sg)(x)/01(x)o2(x).
Nous allons donner les expressions de A;(x) = E[0U;(x)0U}(x)]. Pour cela,
notons o; = 0;(x), i = 1,2, p = p(x) et D; = D;(x) = 9;C(x), i = 1,2 olt
Oif =0f/0x".
Pour k,1=1,2:
Ay (x) = {0x D\K™ O, Dy — Op010y01} /0%,
Ay )(x) = {0k DK 'O, D2 /05 — 04020,02/05 + Opdip — Oxpd DK ' Dy /o109
— 9pO, DYK Dy Jo109 + p[(Okoa/02) (0, DK Dy /o109 + D1p)
+ (0109 /02) (O DYK ™ Dy o109 + Op) + (8101 /01) (O DYK ' Dy Jo102)
+ (0po1/01) (O DK Dy Jo109) — O, DYK 10, Dy /o109
— ODYK 10Dy Jo109] + pP[0k DK 10, D1 Jo] — Opo10101 /o)
— 0,010102/0102 — 8020101 /0102]} /(1 = p*) — p*(Dkpdip) /(1 — p*)?.
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