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ESTIMATION DES PARAMETRES
D’UN MODELE DE RASCH MIXTE
PAR LA METHODE GEE :
APPLICATION EN QUALITE DE VIE

Mohand-Larbi FEDDAG !:2, Jon GRAMA 1,
Mounir MESBAH !

RESUME

Dans cet article, nous nous intéressons & ’estimation des parametres de difficulté et
de la variance du trait latent du modéle de Rasch mixte. Ce modéle appartient 3 la
famille des modeéles linéaires généralisés & effets mixtes. Comme alternative au max-
imum de vraisemblance, nous proposons l’application des équations d’estimation
généralisées (GEE). Les estimateurs obtenus sont convergents et asymptotique-
ment normaux. Cette méthode est illustrée par des résultats de simulation et
par l'application & la validation psychométrique de la sous-échelle comportement
émotionnel du SIP (Sikness Impact Profile) dans une étude de qualité de vie.

ABSTRACT

In this paper, the problem of estimating the difficulty parameters and the variance
of latent trait in mixed Rasch model is considered. This model belongs to the family
of generalized linear mixed models. As an alternative to the maximum likelihood
approach, we propose the generalized estimating equations (GEE). The estimators
obtained are consistent and asymptotically normal. We illustrate this method with
simulations and with an analysis of real data in quality of life.

1. Introduction

L’étude de variables latentes en Qualité de Vie prend de plus en plus
d’importance. En médecine, il est en effet devenu courant de comparer des
traitements non plus sur leur efficacité clinique mais sur une amélioration
possible des conditions de vie du patient. Une des facons d’évaluer la notion
subjective de la qualité de vie est sa décomposition en plusieurs domaines
dont chacun peut étre étudié a I'aide d’un questionnaire (échelle de qualité
de vie) & réponses dichotomiques ou polychotomiques. La théorie de réponse
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aux items (IRT) (Fisher et Molenaar, 1995) fut le premier cadre formel
d’analyse de la qualité de vie. Parmi cette large famille de modeles, le
modele de Rasch occupe une place particuliere. Ce modéle, développé en
1960 par Rasch G., appartient a la famille des modeéles linéaires généralisés
(GLM). Quand le but de l'étude est l’aptitude de la population ou la
comparaison de deux traitements, le modele de Rasch se présente comme
un modele linéaire généralisé & effets aléatoires (GLMM). L’estimation des
différents parametres se heurte & des difficultés de calcul. Beaucoup de
travaux ont été réalisé pour ce type de modeles. Dans le cadre des données
binaires, Neuhaus et al. (1991) et Zeger et al. (1988) ont établi une relation
entre les parametres d’'un MLG avec les parametres de leffet fixe d’un
GLMM. Lavergne et Trottier (2000) ont comparé trois méthodes d’estimation
des différents parametres d’un GLMM. Comme alternative, nous proposons
Papproche des équations d’estimation généralisées (GEE) pour l’estimation
des parametres du modele de Rasch mixte. Le plan de ’article est le suivant.
Dans la deuxiéme section, nous présentons le modele de Rasch & effets
aléatoires. Dans la section 3, nous donnons ’approximation des moments
joints des variables jusqu’a l'ordre 4 et nous adaptons ’approche des GEE
pour ce modele. Les propriétés asymptotiques des estimateurs sont données.
Enfin, en section 4, nous illustrons la méthode proposée par des résultats
de simulation et par un exemple de données réelles issues de la sous-échelle
comportement émotionnel du questionnaire SIP (Sikness Impact Profile).

2. Modéle de Rasch

Soit X = (Xw) LK un ensemble de variables binaires, représentant les

réponses de K 1nd1v1dus a4 J items. On suppose une indépendance inter-
individus. Le modele de Rasch se formalise de la facon suivante :

exp ((0; — B;)zij)
1 +€Xp(0i - ﬂj) ’

ol 6; est le trait latent (variable non observée) et 3; le parameétre lié a
Iitem j, appelé parametre de difficulté. Dans notre cas, nous considérons le
modele de Rasch mixte ou les valeurs du trait latent sont supposées étre des
réalisations indépendantes d’une variable aléatoire € suivant une loi normale
N(0,02?). Pour des raisons d’identifiabilité du modele, nous avons imposé la
nullité de la moyenne de 0 (autrement pour une moyenne quelconque, un des
parametres de difficulté doit étre supposé nul ou leur somme égale & 0). Dans
ce cas, le modele de Rasch se présente comme un modele linéaire généralisé
mixte de fonction lien h et de fonction variance v définies respectivement par
h(t) = logit(t) et v(t) = t(1 — t). Dans toute la suite, nous nous intéressons a
I’estimation de (8,02) ot 8 = (B, ..., Bs)".

On distingue deux approches : 'approche du maximum de vraisemblance
marginale (MML) et 'approche conditionnelle (CML) (Fisher et Molenaar,
1995). L’approche conditionnelle estime les parametres de difficulté et les

P(Xij = zij | 0:,8) =

(1)
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traits latents sont considerés comme des parametres de nuisance. Ceci ne
permet pas la comparaison des groupes de traitement, car l’estimation des
parametres des différentes distributions des traits latents est nécessaire. Pour
l’approche GEE, le test de Wald (Wald, 1943) basé sur la quasi-vraisemblance
est le plus utilisé.

La vraisemblance marginale de X est donnée par :

+oo J 2
2 exp((8 — B;) xij) —6°
L(ﬂ? '(l?) (W K]':I / H 1+eXP(9 16.7) = p<20-2>d9
(2)

La maximisation de cette vraisemblance (2) nécessite 'approximation des
intégrales & chacune des étapes de I’algorithme itératif utilisé. La méthode des
GEE basée uniquement sur les moments est adaptée pour ce modeéle comme
approche alternative.

3. Application des GEE pour le modéle de Rasch

Les équations d’estimation généralisées (GEE) sont définies par Liang et Zeger
(1986) comme une extension de la quasi-vraisemblance (Wedderburn, 1974)
aux données répétées (longitudinales, groupées, ...). C’est une approche al-
ternative au maximum de vraisemblance, ne nécessitant que la connaisance
des deux premiers moments des variables et une relation fonctionnelle en-
tre la variance et I'espérance. Cette derniére relation est vérifiée pour les
modeles linéaires généralisés. Asymptotiquement, elle procure des estimateurs
convergents et normaux et ce indépendamment de la bonne spécification de
la matrice de corrélation. Une extension de cette approche a été faite par
Prentice (1988) aux données binaires dépendantes quand la corrélation est
un parameétre d’'intérét. Le parameétre de corrélation est estimé par un se-
cond systéme d’équations d’estimation basé sur les covariances empiriques.
Dans ce cas la méthode est appelée GEE d’ordre 2 (GEE2). Pour les modeles
linéaires généralisés mixtes, les différents moments n’ont généralement pas
d’expressions exactes et leur approximation est nécessaire. Dans ce cadre, Su-
tradhar et Rao (2001) ont proposé des approximations de ces moments pour
I'estimation de maniére séparée des parametres de régression et de la vari-
ance des effets aléatoires. Dans notre cas, nous avons proposé des équations
d’estimation pour la variance du trait latent basées sur les covariances em-
piriques utilisées par Prentice (Prentice, 1988) pour 'estimation du parameétre
de corrélation. Pour le calcul des différents moments, nous avons utilisé les
approximations de Sutradhar et Rao (2001). Les expressions de ces approx-
imations sont données en Section 3.1. En Section 3.2, nous présentons les
équations d’estimation ainsi que les propriétés asymptotiques des estimateurs
obtenus.

Dans toute la suite, considérons X; = (Xi,..., X)), @ = 1,..., K, une
réalisation du vecteur aléatoire du modele de Rasch défini par I'expression (1).
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3.1. Approximations des moments

Par un développement de Taylor & l'ordre 5 de la distribution marginale de
X, par rapport au trait latent 6;, nous obtenons les approximations suivantes
des moments joints de X;,i=1,...,K :

Théoréme 3.1 (Feddag et al., 2002)
Nous avons pour tout i,j,m tels que 1 i< K, 1<j<J, m=2,3,4:
1. E(X.ij) =W+ (0] (0’6) ou

1 0% ePi(efi —1) o ePi(e3 —11e?Pi +11€P ~ 1)
1+6f 2 (14€%)3 8 (14 €Pi)®

Kj

» (3)
2. E(H;ll Xijt) = Grodm + o (UG) ol

e 1 o ot
CJI-~~.7m (l=1 (1 + e'le)) X [ + 2 ( J1..Jm Jl~~~Jm)+ 8 QJlme ( )

avec a; = In(1+exp(—pB;)), 4; = (1 — ag.l)), B; = ag.z), C; = a§3),

4
D; =a{", Aj 4. = S0 Aj Biy i = Yt Bits Civoin = iy Cis
m
Dj, i = 2121 Dity Qjy.jn = Af, . =642 i Bji =444 5mCir.im+

l~-~jm
33121.-..1'". - Dj, . . et ag.t) désigne la dérivée d’ordre t de aj,t =1,...,4.
Soient respectivement p = (g;)j=1,..5 e Vi = (0ji)ji=1,.,s la moyenne
et la variance de X;, ¢ = 1,..., K, données par les expressions (3) et (4).

Nous les avons comparées avec les mémes quantités obtenues par Splus a
travers la fonction integrate. Ces derniéres sont notées respectivement par
us = (ll;;)j:l,.“"] et Vf = (O';l)j,[=1'm,.]. Nous avons représenté uj — p; en
Figure 1, 07; — 0;; en Figure 2 et 0}, — 0;; en Figures 3 et 4 respectivement
pour ¢ = 0.2 et 0 = 2. Ces différentes figures confirment la qualité de ces
approximations pour des valeurs de o inférieures a 1.

3.2. Estimation des parameétres

L’estimation simultanée du parametre de difficulté 3 et de la variance du
trait latent o2, nécessite deux systémes d’équations d’estimation (Prentice,

1988). Le premier est basé sur les variables X;, i = 1,..., K et le deuxiéme
sur le vecteur des covariances empiriques S! = (Siyﬂ)lsj<lsJ ,i=1,...,K,
défini par

Sigt = (Xij — i) (Xa — ) (5)
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F1G. 1. - pj — p; comme fonction FIG. 2. - 0}; — 0 comme fonction

de (B,0) de (8,0)

FIiG. 3. - U;l — 04, comme fonction FIG. 4. - a]’il — 0, comme fonction
de (8, 8;) pour o0 = 0.2 de (Bj,8;) pour o =2

En posant Z; = (X!, S!)%4i = 1,...,K, les deux systémes d’équation
d’estimation s’expriment par un seul systéme défini comme suit

K
U(B,0*) =DV & =0, (6)
=1

«n_ (D1 D1 _ o (Vi1 Vi2 =7 ) =
ouD_<D21 D22), Vv——-Vaﬂ”(Zz)—(V21 sz), &i=127; E(Zt)“

(? _ 77) avec g = E(X;) = (iy)j=1,....0, 1= E(S) = (0)jp=1,...0, Vi1 =
Var(X;), Viz = Cov(X;,S;), Ve = Var(S;), Va1 = Cov(S;, X;), D1 =
1s)

6—“ une matrice diagonale d’ordre JxJ, Djz = 5% un vecteur d’ordre Jx1,
o
J(J -1 7]
Doy = ﬁ un vecteur d’ordre —(——) x1, Dgy = /) une matrice d’ordre
002 2 7]
J J2— 1) o J

Le calcul de toutes ces quantités se fait & partir du Théoréme 3.1.
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3.3. Propriétés asymptotiques

Soit (B, &2) une solution des équations définies par ’expression (6). Comme

conséquence du théoréme de Liang et Zeger (Liang et Zeger (1986), Feddag
et al. (2002)), nous avons les résultats suivants :

1. Pestimateur (B, &2) converge en probabilité vers (8, 0?),

t
2. K'/? ((B - ﬂ)t (6% - 02)) %N (0,V) quand K — oo,

ou la matrice de variance covariance V est estimée de fagon convergente par

7= lim %(A;lfbfi;l), )

K+—o00

avec Ay = D'V-1D et Ay = DV-! (Zfil é,éf) V-1Doué;, D et V sont les
valeurs respectives de &;, D et V au point (,@, 52).

Le calcul de (3, 62) se fait itérativement par I’algorithme des scores de Fisher.

4. Illustrations

4.1. Simulations

Afin d’illustrer la méthode décrite précédemment, nous avons simulé 1000 fois
une matrice de données selon le modele défini par (1), de taille K = 500 de
parametre 3 = (—1,—0.5,0.5, 1) pour différentes valeurs de o2 respectivement
égales 4 0.2, 0.4, 0.6 et 0.9. Nous avons considéré trois structures de variance
covariance V. La premiére est V = Vy, ol V; est la matrice V' complétement
spécifiée. La seconde est V = V3, ol V3 est la matrice définie précédemment
avec Cov(S; ji, Sikm) = 0, pour tout (j,l) # (k,m). Enfin, la derniére est
V = V,, ou V, est la matrice définie ci-dessus avec Voo comme matrice
diagonale et les éléments Cov(X; j, S; km) de la matrice V12 sont nuls pour
tout j # k, m. Le Tableau 4.1 nous indique que le biais pour le parametre de
difficulté est négligeable pour des petites valeurs de o2 et ce indépendamment
de la structure de la matrice de covariance considérée. Ce biais devient un
peu plus large pour certains parametres de difficultés quand o = 0.9. Ce
biais est causé par les mauvaises approximations utilisées pour des valeurs de
02 proches de 1. Cependant, I’estimateur de o2 présente un petit biais, qui
devient un peu plus grand pour des valeurs assez larges (proches de 1). Sa
précision est meilleure sous la matrice V5. Leurs probabilités de recouvrement
apparaissent adéquates.
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TABLEAU 4.1 - Estimation du biais des parameétres 3 et a? (Bé, B&2) de leurs

erreurs standard (SE) ainsi que la proportion de la probabilité de recouvrement &
95% (PR)

o?| v | BBi1(SE)|PR] Bp2(SE)|PR| BB3(SE)[PR] BB4(SE)|PR]|B6*(SE)[PR)

V|- 002 (104)[953] 001 ( 094)[949] - 001 ( 099)[947] 000 ( 106)[959] | 015 ( 130)[967]

02| V3 |- 003 (106)[956] 001 ( 100)[949] 004 ( 096)[954] 000 ( 103)[951] | 014 ( 106)[958]

V(- 003 ( 106)[956] 001 ( 100)[949] 004 ( 096)[954] 000 ( 103)[951] | 013 ( 105)[957]

V| 009 (107)[952] 010 ( 097)[945] 009 ( 098)[950] 011 ( 103)[948] | 043 ( 238)[968]
04| V3 |- 006 ( 109)[955] - 002 ( 101)[951] - 006 ( 106)[955] 000 ( 108)[948] | 013 ( 140)[951]

V2| 006 (110)[955] 005 ( 104)[956] 003 ( 102)[950] 000 ( 109)[950] | 015 ( 143)[947]

V| 017 (114)[942] 026 ( 101)[944] - 008 (101)[952] 006 ( 109)[945] | 082 ( 300)[923]
06| V3 |- 001 (115)[943] 008 ( 099)[940] - 005 ( 103)[949] - 003 ( 113)[948] | 054 ( 212)[964]

Vo |- 001 (115)[941] 007 ( 098)[940] - 005 ( 103)[948] - 003 ( 113)[946] | 047 ( 189)[950]

V| 023 (114)[942] 024 ( 101)[944] - 001 ( 101)[952] 015 ( 109)[945] | 087 ( 300)[923]

09| V3 |- 001 (118)[950] 011 ( 106)[949] - 014 ( 108)[937] - 008 ( 119)[950] | 097 ( 272)[917]

Vo |- 001 (118)[953] 010 ( 104)[948] - 013 ( 109)[939] - 009 ( 118)[952] | 098 ( 250)[927]

4.2. Exemple

Dans cette section, nous avons illustré la méthode décrite dans ce papier pour
la validation psychométrique de la sous-échelle comportement émotionnel du
questionnaire SIP. Le SIP (Sickness Impact Profile) est un questionnaire de
qualité de vie développé par une équipe américaine sur une période de cinq
ans. Il est composé de douze sous-échelles. Nous avons utilisé la sous-échelle
comportement émotionnel composée de 9 items et ayant porté sur 470 patients
atteints de dépression. Les différents items et leurs fréquences sont donnés dans
le Tableau 4.2. La difficulté ou niveau de difficulté d’un item, est définie comme
la probabilité de répondre positivement. Le Tableau 4.2 montre clairement que
l'item 4 est le plus difficile (avec seulement 14% de réponses positives) et que
le plus facile est I'item 7 ( 78% de réponses positives). L’approche GEE sous
les trois matrices de variance covariance considérées dans les simulations est
comparée 3 la méthode du maximum de vraisemblance marginal (MML) et
I’approche du maximum de vraisemblance conditionnelle (CML). Les résultats
de ces deux derniéres approches sont obtenues par le logiciel RSP (Glas et
Ellis, 1993). Les estimations des parameétres de difficulté et de la variance du
trait latent ainsi que leurs erreurs standard sont présentées dans le Tableau 4.3.
Les erreurs standard pour ’approche GEE sont calculées & base de 1’expression
(7). L’algorithme itératif converge en moins d’itérations pour GEE sous V;
relativement & GEE sous V3, V; et & MML.
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TABLEAU 4.2 — Description des Données SIP (K = 470, J =9).

Item Fréquence Proportion
Je dis que je suis mauvais... 306 0.65
Je ris ou je pleure soudainement 263 0.56
Je me plains ou maugrée souvent... 225 0.48
J’ai essayé de me suicider. 66 0.14
Mon comportement est nerveux ou agité. 354 0.75
Je frotte ou touche... 152 0.32
Je suis irritable et impatient avec moi méme... 365 0.78
Je parle de ’avenir ... 362 0.77
J’ai des peurs soudaines. 296 0.63

Les estimations des parameétres de difficulté et de leurs erreurs standard sont
tres proches. Ces estimations confirment le degré de difficulté des items donné
dans le Tableau 4.2 (une plus grande estimation pour I’item 4 et une plus faible
pour litem 7). L’estimation de la variance du trait latent et de son erreur
standard données par GEE sous les trois structures de variances-covariances
et par MML sont similaires (la plus large différence est de I'ordre de 3% pour
la variance et de 0.1% pour 'erreur standard).

TABLEAU 4.3 — Estimations des parametres de difficulté 3, de la variance o2 et de
leurs erreurs standard (SE) pour les données SIP.

Approche | 1 B2 Bz Ba  Bs B Br Bs By | 62

GEE (Vf) -.707 -.270 .096 2.050 -1.269 .838 -1.418 -1.376 -.601 | .703

Esti- GEE (V3) | -.716 -.284 .071 2.028 -1.268 .804 -1.417 -1.375 -.610 | .697
mateurs | GEE (V2) | -.702 -.246 .128 2.028 -1.221 .863 -1.411 -1.371 -.570 | .674
MML -.683 -.273 .099 2.037 -1.270 .846 -1.415 -1.375 -.608 | .678

CML -.708 -.268 .105 1.997 -1.266 .844 -1.411 -1.371 -.603

GEE (Vy) | .11 .105 .104 .153 .124 .112 .125 .125 .109 |.103
GEE (V3) | .10 .105 .104 .153 .123 .112 .125 .124 .109 |.102
SE | GEE (Vo) | .108 .04 .103 .15¢ .120 .113 .123 .122 .107 | .102
MML 099 095 .095 .131 .107 .101 .111  .110 .098 | .103

CML .099 .095 .095 .131 107 101 111 110  .098
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4.3. Conclusion

Pour des petites valeurs de o, la méthode GEE procure des estimateurs
asymptotiquement convergents et normaux des parametres (,8, 02) . Le calcul
de ces estimateurs se fait plus facilement que ceux donnés par le maximum de
vraisemblance marginale (MML) pour lesquels les approximations d’intégrales
sont nécessaires & chaque étape de l'algorithme utilisé. Les résultats de
simulations ont montré que la spécification des moments joints d’ordre 3 et 4
n’améliore pas la précision des estimateurs de o2.

Il reste que ’on ne dispose pas de données réelles pour comparer la qualité de
deux traitements. Ceci ferait appel aux tests a base de la quasi-vraisemblance
(Wald, 1943 ; Sutradhar et Rao, 2001) qui sont asymptotiquement équivalents
aux tests du rapport de vraisemblance.
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