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METHODES DE CAPTURES
SUCCESSIVES : SYNTHESE,
QUELQUES CONTRIBUTIONS,
UNE APPLICATION

Benoit TRUONG-VAN * et Patrick PROUZET **

RESUME

Nous présentons une revue synthétique des méthodes d’estimation de la taille
de la population d’une espéce animale & partir de captures successives. Nous
apportons aussi de nouvelles contributions. En particulier, nous proposons une
analyse statistique des estimateurs des modéles de régression de Leslie et Davis
(1939), de DeLury (1947, 1951) et de leurs extensions. Pour la méthode de captures
successives fondée sur la vraisemblance, nous donnons des conditions d’existence
et d’unicité des estimateurs de maximum de vraisemblance pour des modéles
dont les probabilités de capture non-constantes dépendent de deux parameétres. Ce
résultat généralise celui de Bedrick (1994) établi pour les probabilités de capture
constantes. Ensuite, nous considérons le probléme de ’estimation de la taille de la
population de saumons remontant le fleuve Adour & partir des captures de pécheries
professionnelles situées seulement sur I’Adour, des efforts de péche et des évaluations
de la séparation de la population de saumons entre I’Adour et la Nive. Pour traiter
cette application réelle, nous introduisons et mettons en ceuvre une version adaptée
de la méthode de captures successives fondée sur le maximum de vraisemblance
associée a un modele dont les probabilités de capture dépendent de deux paramétres.

Mots-clés : Captures séquentielles, captures-efforts, moindres carrés, régression,
vraisemblances.

Classification AMS : 62F10, 62F25.

ABSTRACT

A synthesis of successive removal methods for estimating the size of a population
is given as well as some new contributions. For regression methods by Leslie and
Davis (1939) and by DeLury (1947, 1951), we propose a statistical analysis of
the estimators. For successive removal procedures based on the likelihood, we give
conditions for the existence and uniqueness of the maximum likelihood estimators
for models whose capture probabilities depend on two parameters. This extends the
result obtained by Bedrick (1994) for the case of constant capture probabilities.
Then, we consider the problem of estimating the size of the population of salmons
going upstream the Adour river in the South West of France, from captures and
capture efforts by fisheries, situated only in the Adour river, from numbers of
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spawning area and from evaluated proportions of the separation of the salmon
population between the Adour and Nive rivers. To deal with this genuine application,
we introduce and perform some suitable version of the successive removal method
based on the likelihood function associated with a model whose capture probabilities
depend on two parameters.

Keywords : Sequential captures, Catch-effort, Least-squares, Regression, Likelihoods.

AMS classification : 62F10, 62F25.

1. Introduction

Les méthodes que 1’on appelle indifféremment de retraits successifs ou de
captures séquentielles ou captures-efforts consistent & estimer la taille d’une
population animale & partir d’une suite de captures et d’efforts utilisés dans
ces captures. Elles sont appelées par Seber (1973, 1992) méthodes de retrait,
dans le cas particulier ol les probabilités de capture et les efforts sont
constants. Les hypothéses générales pour leur application sont d’une part
que le systéme est fermé (autrement dit, la population est constante) pendant
la période des retraits et d’autre part que, lors d’un retrait, chaque individu
a la méme probabilité d’étre capturé, celle-ci pouvant varier d’un retrait a
Pautre. D’aprés Gerdeaux (1987) citant Ricker (1975), ces méthodes ne sont
applicables que dans des milieux restreints out la péche est facile ou dans
des pécheries, quand le prélévement réduit de fagcon appréciable la taille de
la population présente. Leur origine semble remonter & Helland (1914), qui
donnait une estimation de l'effectif d’'une population d’ours norvégiens &
partir des statistiques de chasse. Ces méthodes fournissent des estimations
statistiquement moins précises que celles obtenues avec les techniques de
capture-marquage-recapture, mais ont le grand avantage du moindre coft.

Une des notions essentielles & prendre en compte dans la problématique ci-
dessus est la capturabilité, c’est-a-dire la probabilité py qu’un individu de
la population soit capturé au kiéme retrait, sous la condition d’effort de
retrait constant. Les hypothéses sur cette notion peuvent étre classées en trois
catégories : modele paramétrique, fonction de variables exogenes et modele
stochastique. Un modele paramétrique consiste simplement & exprimer les pi
par une fonction 7 d’un paramétre 6 qui peut étre multidimensionnel, avec
les deux cas extrémes : les py sont constants ou libres; pour le premier cas,
voir par exemple Leslie & Davis (1939), DeLury (1947), Moran (1951), Zippin
(1956), Crittenden & Thomas (1989), Bedrick (1994), Hirst (1994) et, dans
le cas de py libres, Braaten (1969). Schnute (1983) propose des fonctions 7
simples, quand le parametre 6 est & deux dimensions. Certains auteurs comme
Yamakawa et coll. (1994) et Huggins & Yip (1997) proposent d’exprimer les pi
en termes d’autres variables du phénomeéne étudié. Beaucoup d’auteurs parmi
lesquels Otis et coll. (1978), Carle & Strub (1978), Wang & Loneragan (1996),
Norris & Pollock (1996), Pledger (2000), considérent que la capturabilité est
une variable inobservable (ou cachée) qu’ils modélisent alors par une v.a. &
valeurs dans [0, 1].
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On peut regrouper la plupart des méthodes de retraits successifs en deux
classes : moindres carrés et maximum de vraisemblance.

Les premiers développements ont conduit & des méthodes de régression
linéaire, dont le principe consiste 3 établir des relations entre les captures et les
paramétres d’intérét tels que la taille N de la population et les probabilités de
capture, puis & en déduire les estimations de ces paramétres par une régression
linéaire. Leslie & Davis (1939) furent les premiers & proposer une estimation de
N et de la probabilité p de capture supposée constante pour tous les retraits,
a partir d’une régression linéaire entre les captures et leurs cumuls. Ricker
(1975) et Crittenden (1983) ont étudié certaines propriétés des estimateurs
fondés sur la régression linéaire. Crittenden & Thomas (1989) étendent la
régression linéaire de Leslie & Davis (1939) au cas ou les efforts de péche ne

sont pas constants, et proposent d’estimer les parametres par les moindres
carrés pondérés.

La méthode de Leslie et Davis pose un probléme majeur : elle fournit parfois
une estimation de NV inférieure au total des captures; Schnute (1983) I’explique
par le fait que, les erreurs étant supposées centrées, le modeéle permet des
valeurs de captures négatives ou supérieures a N. Pour remédier a cette lacune,
DeLury (1947, 1951) a proposé d’estimer (p, N) & partir d’une régression
linéaire entre le logarithme des captures et les efforts de péche; il a ensuite
étendu cette méthode au cas de deux probabilités de capture et de deux efforts
de péche. Les estimateurs proposés par DeLury (1947, 1951) restent biaisés,
d’apres Paloheimo (1961) et Chapman (1961), qui proposent alors un modéle
3 effort corrigé. Beverton & Holt (1956, 1957) ont établi un modéle général
de relation entre les captures et les efforts de péche. Utilisant ce modéle de
Beverton & Holt (1956, 1957), Braaten (1969) propose les estimateurs dits de
DeLury généralisés et généralisés pondérés.

Moran (1951) fut le premier & proposer le modele multinomial pour les cap-
tures et & considérer 1'estimation de (p, N) par la méthode du maximum de
vraisemblance (MV). Zippin (1956, 1958) donne plusieurs formules pour cal-,
culer I’estimation MV N de N , une technique graphique pour évaluer les
estimations MV de (IV,p) et une expression de la variance asymptotique de
N. Higgins (1985) présente un algorithme pour obtenir les estimations MV de
(N,p) avec un programme en BASIC. Une expression de la variance asymp-
totique de N est obtenue par Seber & Le Cren (1967) et par Robson & Regier
(1968) dans le cas particulier de deux captures, et par Junge & Libosvarsky
(1965) puis par Seber & Whale (1970) pour trois captures successives. Schnute
(1983) étend les travaux de Zippin (1956, 1958) en introduisant un modéle
de probabilités de capture dépendant de deux parameétres et en donnant les
équations de vraisemblance.

Hirst (1994) construit des intervalles de confiance pour N, en employant le
ratio de log-vraisemblances de Kalbfleisch & Sprott (1970) mais sous la forme
proposée par Harding et coll. (1984). A partir d’une étude en simulation pour
différentes valeurs de N entre 20 & 300, pour 10 000 repliques, et pour deux
et trois captures, cet auteur conclut que le ratio de log-vraisemblances donne
des intervalles de confiance pour N bien meilleurs en termes de probabilité
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de couverture que ceux déduits de la normalité asymptotique de 'estimateur
MV de N.

Carle & Strub (1978), Otis et coll. (1978), Norris & Pollock (1996), Pledger
(2000) considérant que la capturabilité est une variable aléatoire, proposent
d’estimer N et les parametres ou la densité de probabilité de la captura-
bilité par le maximum de la vraisemblance marginale. En fait, la fonction-
critére utilisée dans Otis et coll. (1978) n’est pas & proprement parler une
vraisemblance marginale. Notons que ’approche fondée sur des modeles de
variables cachées et sur des vraisemblances marginales est bien connue dans
d’autres domaines, tels que l'estimation de processus ou de champs de Markov
cachés (voir Chalmond 2000). D’ailleurs, nous avons adopté la terminologie de
vraisemblance marginale, utilisée dans ce domaine plutot que celle de vraisem-
blance pondérée de Carle & Strub (1978).

Mentionnons aussi une autre classe de méthodes de retraits successifs : certains
auteurs tels que Schnute (1985, 1994) et Reed & Simons (1996), ont utilisé
le filtre de Kalman pour estimer les parameétres des modeéles de captures
successives.

Gerdeaux (1987) donne des résultats comparatifs intéressants entre les
méthodes fondées sur les régressions, le maximum de vraisemblance et le max-
imum de vraisemblance marginale de Carle & Strub (1978) pour des données
de captures successives de truites.

Nous présentons dans ce travail, une syntheése critique des méthodes de
captures successives & partir des revues antérieures sur la question (voir Ricker
1975, Otis et coll. 1978, Soms 1985, Seber 1986, Gerdeaux 1987, Cox 1983,
Crittenden 1983, Crittenden & Thomas 1989, Pollock 1991, Prouzet et coll.
1996, Seber 1992, Schwarz & Seber 1999), et une analyse des modéles d’erreurs
et des estimateurs de ces méthodes. En particulier, pour les méthodes de
retraits successifs fondées sur les moindres carrés, nous montrons que les
erreurs du modele de régression linéaire de Leslie & Davis (1939) forment
une suite non-stationnaire de différences de martingale et que les erreurs du
modele de DeLury (1947) sont biaisées. Nous donnons aussi des résultats
nouveaux sur ’existence de solutions du maximum de certaines fonctions de
vraisemblance ainsi qu’une application concréte. En effet, bien que la méthode
du maximum de vraisemblance ait été couramment utilisée de longue date, soit
pour estimer la taille N d’une population et les probabilités de capture, soit
pour construire des intervalles de confiance pour N (voir Harding et coll. 1984
ou Cormack 1992), les premiers résultats théoriques concernant l’existence
et I'unicité de ces estimateurs ne furent établis qu’en 1994 par Bedrick, et
seulement pour le cas de probabilité de capture constante. Nous donnons
d’abord une description des résultats de Bedrick (1994) ; puis, en vue de
I’application que nous considérons, nous les étendons au cas de probabilités de
capture dépendant de deux parameétres. La démarche de Bedrick (1994) pour
établir ’existence et I'unicité des estimateurs de maximum de vraisemblance
pour le cas de probabilité de capture constante ne peut pas s’étendre a la
situation des probabilités de capture non-constantes ; nous avons adopté de
ce fait une approche totalement différente.
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Nous considérons ensuite le probleme de Dlestimation de la taille de la
population de saumons remontant le fleuve Adour & partir des captures de
pécheries professionnelles situées seulement sur ’estuaire Adour, des efforts
de péche développés dans ces pécheries, des décomptes des frayeres et des
évaluations de la séparation de la population des saumons entre I’Adour et
son affluent, la Nive. Les méthodes de retraits successifs décrites ci-dessus
ne s’appliquent pas directement & ce probléme réel. Pour le traiter, nous
proposons alors des adaptations de la méthode de captures successives fondée
sur la vraisemblance associée & un modele dont les probabilités de capture
dépendent de deux parameétres.

2. Probléeme — Notations — Hypothéses

Le probléme que nous considérons ici, consiste & estimer le nombre total des
individus, c’est-a-dire la taille de la population d’une espéce animale, 3 partir
d’une suite de retraits successifs et de données sur les efforts de ces retraits
ou plus généralement sur les conditions de ces captures.

Pour la commodité du lecteur, nous énumérons d’abord ci-dessous les nota-
tions ainsi que les hypothéses qui seront utilisées dans toute la suite.

2.1. Notations

Nous désignons par N ’effectif total d’une population et par K le nombre total
des retraits successifs. Nous utiliserons indifféremment le terme de retrait ou
le terme plus spécifique de péche, vu l'application que nous considérons dans
ce travail.

Nous notons :

yx le nombre des individus capturés & la kiéme péche (retrait), Y} la variable
aléatoire (v.a.) associée, uy = E(Yy) pour k = 1,..., K, ol E(-) est.
Pespérance mathématique.

s =0, s, = E}=1yg =8_1+%,%=1,...,K; s = sk (le nombre total
de captures pour les K retraits); les S,, i = 0,..., K sont les variables
aléatoires associées.

No =N, N, =N-s5,_1,i=1,...,K,

px la probabilité pour un individu d’étre capturé au kiéme retrait, et p =
(p1,---, px)’, ou V' désigne le transposé d’un vecteur V.

X la variable aléatoire (v.a.) associée & la capturabilité des individus de
la population; plus précisément, elle représente les événements qu’un
individu pris au hasard de la population soit capturé ou non & I'un des
K retraits; X est donc & valeurs dans {1,..., K 41} avec la probabilité
d’étre capturé au kieme retrait P(X = k) =pg, pourk=1,..., If{ et la
probabilité de ne pas étre capturé P(X = K+1) =pxy1 =1-3 ,_; Pk

Z, = Ef;s,_ﬁl I(X,=3),3=1,...,K+1, avec une numérotation adéquate
des individus, ot pour i = 1,..., N, X, est la v.a. distribuée comme X
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et correspondante & ’individu %, et ol I(A) est I'indicatrice d’un événe-
ment A.

fr Deffort (évalué) de la kitme péche, Fj la v.a. associée, ¢y = E(F)) pour
k=1,...,K, o, daprés Poinsard & Le Guen (1975), l'effort de péche
est défini comme la mesure de ’ensemble des moyens de capture mis
en ceuvre par les pécheurs pendant un intervalle de temps déterminé
(les pécheries ont en général des efforts de péche différents) ; les Fj; sont
donc des variables explicatives du probléme considéré. L’effort d’une
pécherie peut étre appréhendé soit & partir de quantités ‘nominatives”
(nombre et type de bateaux, nombre de pécheurs, ...) soit & partir de
quantités effectives (temps de péche, taille des filets, nombre de sorties
par jour de péche, nombre de coups de filets, . ..). Pour ’application que
nous considérons, les efforts de péche sont évalués a partir de quantités
effectives.

yi/ fr le nombre de captures par unité d’effort (CPUE) de la kieme péche.

Fi la o-algébre engendrée par les v.a. Z,, j = 1,...,k; en pratique, Fi
représente I'information contenue dans k premiers Z,.

Eo(-|F) (respectivement Eg(-|F, Fr+1)) 'espérance conditionnelle relative a
Fi, (respectivement relative & Fj, et & Fy4;) par rapport & une loi de
probabilité Py dépendant des parameétres 0, autrement dit la moyenne
théorique sachant I'information disponible jusqu’au kiéme retrait.

La convention suivante est adoptée dans toute la suite : pour toute suite (a,),

22 _ .. .
ZJ=11 a;, =0siip <.

2.2. Hypothéses

On considére d’abord pour toutes les méthodes de retraits successifs le cadre

général suivant :

(HO-1) La population est constante sur la période des retraits successifs
étudiés (ni natalité, ni mortalité, ni émigration, ni immigration);
autrement dit, le parameétre N est supposé fixe pendant tous les
retraits.

Une premiére notion-clé dans le phénomeéne étudié est la capturabilité, c’est-
a-dire la probabilité qu’un individu de la population soit capturé sous la
condition d’effort de retrait constant. Pour cette notion, I’hypothése générale
suivante est souvent considérée :

(HO-2) Tous les individus ont la méme probabilité d’étre capturés dans un
retrait donné (en particulier pas de différence selon la taille). Cette
probabilité de capture peut cependant différer d’un retrait a 1’autre.
Plus précisément, la probabilité pour qu’un individu de la population
soit capturé au kiéme retrait est P(X = k) = pg, pour k =1,..., K,
et la probabilité pour qu’il ne soit capturé a aucun de ces retraits est
PX=K+1)=1-YK p.

Pour certaines méthodes, on suppose de plus que :
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(HO-3) Les individus de la population ont un comportement tel que les v.a.
associées X, sont indépendantes en probabilité.

Seules les hypotheses (HO-1) et (HO-2) sont utilisées dans les méthodes des
moindres carrés. L’hypothése supplémentaire (HO-3) est requise pour les
méthodes de maximum de vraisemblance. La conjugaison des trois hypothéses
(HO-1), (HO-2) et (HO-3) signifie que les v.a. X,,i = 1,..., N forment un
échantillon de taille N, issu de la v.a. X. Ceci implique que les v.a. Zj,
k=1,..., K+1 suivent une loi multinomiale de parameétres (N, p1,...,PK+1)-
Donnons maintenant les hypothéses plus spécifiques sur les probabilités de
captures. Elles peuvent étre classées en trois catégories : modele paramétrique,
fonction de variables exogénes et modele stochastique.

Parmi les modeles paramétriques pour les pi, nous retenons 1'une des hy-
potheses suivantes, qui sont adoptées dans les applications réelles et dans la
quasi-totalité de la littérature (voir Seber 1973). Puisque dans la plupart des
cas d’application réelle, le nombre des observations (& savoir des captures)
est de six au maximum, il est statistiquement judicieux de restreindre les
probabilités de capture & dépendre seulement d’un ou de deux paramétres.

(H1-1) Les probabilités de capture sont constantes pour les retraits
pr=p, k=1,...,K;
(H1-2) Les probabilités de capture sont telles que

p.= W(i;p’ a)
ol 7 est une fonction donnée de i (généralement décroissante) dépendant de
deux parameétres p = p; et a.
Schnute (1983) propose la fonction 7 suivante (appelée modele 3)
(H1-2-1)
p=p+@-p) (-7 (1)

o1 0 < a < 1, avec les cas extrémes :

(i) @ =1 : modele de Zippin (H1-1), les probabilités de captures sont

identiques pour tous les retraits.

(ii) @ =0: modeéle 2 de Schnute.
On peut aussi considérer (H1-2) sous 1'une des formes
(H1-2-2) p, = pa*~1), 0 < a < 1, (décroissance exponentielle) ;
(H1-2-3) p, = (2 — 1)a + p (décroissance linéaire);
(H1-2-4) p(t~—Va+! 0 < o < 1 (décroissance polynomiale).
Certains auteurs (voir Yamakawa et coll. 1994 ou Huggins & Yip 1997)
proposent d’exprimer les py en termes de d’efforts de retrait ou/et des variables

auxiliaires T, telles que les durées d’échantillonnage, la taille, I'age, le sexe ou
’espece des individus, autrement dit

(H1-3)
pr = 7ok, Tk), k=1,...,K
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ol T est une fonction donnée. D’aprés Otis et coll. (1978, p. 44), le cas
particulier de (H1-3) le plus couramment considéré est simplement py =
1—e?* k=1,...,K, ou X est le coefficient de Poisson de la capturabilité.

Nous discuterons des hypothéses (H1-1), (H1-2) et (H1-3) dans les paragraphes
3.3 et 4.1.

Beaucoup d’auteurs, tels Otis et coll. (1978), Carle & Strub (1978), Wang &
Loneragan (1996), Norris & Pollock (1996), Pledger (2000), considérent que
la. capturabilité est une variable inobservable (ou cachée) et retiennent alors
au lieu de (HO-2), ’hypothése suivante :

(HO-4) La probabilité de capture est une v.a. & valeurs dans [0, 1].

Nous considérons aussi I’hypothése naturelle ci-dessous de 1’indépendance
en probabilité entre les v.a. des efforts de péche et celles associées a la
capturabilité :

(H2) Les erreurs de mesure ou d’évaluation des efforts de péche Fy — ¢, k =
1,..., K sont des v.a. indépendantes en probabilité des v.a. Z, — E(Z,),
i=1,...,K + 1 qui représentent les erreurs de modele de capturabilité
des individus de la population.

Dans les méthodes fondées sur la vraisemblance, les aléas du phénomeéne sont

modélisés en supposant une loi multinomiale pour les v.a. Y; et I'une des

deux hypothéses (HO0-2) et (HO0-4). Les premiers travaux sur les méthodes de

retrait basées sur les moindres carrés retiennent les hypotheses suivantes sur
les erreurs de modeéle :

(H3) Les erreurs de modele de régression sont indépendantes et de méme loi
€53
(H3-1) P. est normale N(0,02);
(H3-2) P. est lognormale de parametres (0, o2).
La plupart des auteurs soulignent I’inadéquation de I’hypothése (H3), mais il
n’existe quasiment aucune étude proposant un modele de corrélation pour ces

erreurs de modele de régression. Nous discuterons de ces hypothéses dans le
paragraphe 3.3.

3. Méthodes des moindres carrés

3.1. Un modéle général de régression

Le principe fondamental de toutes les méthodes de captures séquentielles
fondées sur les moindres carrés est treés simple. Il stipule I’égalité entre le nom-
bre de captures ramené & 1'unité d’effort (CPUE) et la proportion d’individus
capturés. Jusqu’a maintenant, cette égalité est exprimée en moyenne, c’est-a~
dire :

lald

k—1
=pe |N=-> u |, k=1,...,K )
¢k 1=1
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Nous proposons de I’exprimer en termes de v.a. comme suit :
Yk=Fka, k=1,...,K; (3)

autrement dit, la v.a. nombre de captures du kieéme retrait est le produit
de la v.a. effort de ce retrait et de celle représentant le nombre d’individus
de la population susceptibles d’étre pris & ce retrait, par le seul fait de leur
capturabilité. La relation (3) décompose clairement les aléas ou erreurs de
modele sur les Yy en deux contributions de nature différente : erreurs de
modele ou de mesure des efforts de péche, et variabilité aléatoire due & la
capturabilité. De plus et surtout, on peut déduire aisément et rigoureusement
de (3) un modele général de régression. En effet, sous les hypotheses (HO-1),
(HO-2) et (H2), la meilleure prévision de Y (au sens de la variance) & partir
du passé et pour un effort F}, de la kieme péche, considéré comme une variable
aléatoire exogene, s’écrit

E(N,p) (Y| Fr-1, Fi) = pFi(N — Sk—1). (4)

En désignant par e, Perreur de prédiction de Y; & partir de Fi_; et de Fy,
c’est-a-dire en posant

ek = Y — E(n,p)(Yi| Fr—1, Fi), (5)
la relation (4) prend la forme suivante d’un modele général de régression
Yy = Fipe(N — Sg—1) + ek (6)

dans lequel les Fy sont les variables exogénes et les py des paramétres.

On déduit de (6) le modele général suivant pour les moyennes théoriques py
de capture.

PropPosITION 1. — Sous les hypothéses (HO-1), (H0-2) et (H2), on a pour tout °
k=1,...,K
k-1

pe=Np [[(1-p0), (7

=1

Oi‘tpk =¢kpk; k=1,...,K.

La proposition se démontre en déduisant I’égalité (2), de la relation-clé (4) et
de ’hypothése (H2) en établissant par récurrence la relation suivante

k—1 k-1
> =N{1— H(l—pz)}-
7=1 =1

Remarque 1

(i) La relation (7) montre que les efforts de péche ne sont appréciés que
de facon relative les uns par rapport aux autres; on peut donc choisir
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P'un d’entre eux pour unité. Ces efforts jouent un réle multiplicatif par
rapport aux probabilités de capture.

(ii) Si on suppose I'hypothése (HO-3) en plus de (HO-1) et (HO-2), et si
or =1, k=1,...,K, alors la relation (7) est bien connue puisque les
v.a. Y, k=1,...,K + 1 sont alors de loi multinomiale de parameétres
(Naph o ,PK+1)-

3.2. Une revue des méthodes dites de régression

Les méthodes actuelles de captures séquentielles fondées sur les moindres
carrés, reposent sur une relation de la forme

k—1
—¢§)m2@wk
J=

liant les CPUE théoriques ux/¢r aux captures moyennes cumulées E 1 u]
ou aux efforts de péche ¢,, j = 1,...,k, oll ¥ est une fonction lmea.lre ou
exponentielle. Elles se rangent donc en deux classes : régressions linéaires
simples (Leslie & Davis 1939) ou pondérées (Crittenden & Thomas 1989)
et régressions log-linéaires (DeLury 1947, 1951, Paloheimo 1961, Chapman
1961). Toutes ces méthodes peuvent étre dérivées du modele général (7) des
moyennes théoriques des captures. C’est 1'objet des premiers paragraphes ci-
dessous.

3.2.1. Régression hinéaire de Leslie et Daws

Considérons la situation ot les p; sont tous égaux & une constante p €]0, 1] et
que ¢ =1,k =1,...,K. D’aprés (7) et (6), il est immédiat que :

k-1

Bk =-PY  Hy+pN
=1
et
Yy = —pSk—1 + PN + €. (8)

L’équation (8) est communément appelée modele de régression de Leslie &
Davis (1939). Schnute (1983) l'avait établie & partir E(np)(Yk|Sk—1) =

p(N —Sk—1).Sipet B désignent les estimations des moindres carrés ordinaires
respectivement (resp.) de p et 3 = pN, I'estimation de N est

N = B/p. (9)

Cet estimateur de N défini & partir d’un ratio est en général biaisé. Ce
biais peut étre corrigé ou plut6t réduit en utilisant des techniques usuelles
(jackknife, méthode Delta,. . .).

Mentionnons que, pour estimer p et N & partir de (8), Hayne (1949) a proposé
une simple inspection visuelle et que les méthodes des moindres carrés (MC)
ne sont utilisées qu’a partir de DeLury (1947) et Zippin (1956, 1958).
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Sous les hypothéses supplémentaires (H3) et (H3-1) que les erreurs de modgle
€x sont des v.a. indépendantes et de loi N(0,02), DeLury (1951), repris
par Ricker (1975), montre que les extrémités d’un intervalle de confiance

asymptotique au niveau de confiance 1 —o pour N sont solutions de I’équation
du second degré :

N*(¢* — t*RyzCas) — 2N(¢*No — t*R2,C12) + (¢*NZ — *R2,C11) = 0,

N

ou
K sty)
C = =1
TTEY S -5
=1 =1
K S-1)

= =1
KOst -5y
=1 =1

Ci2

Con = K
D DY I SN
=1 =1

O viS_1)?

(lf (Zy2_ =1 )
l
Rfm = K _l=21 ’

et ¢ est le quantile d’ordre a/2 d’une v.a. de Student & K — 2 degré de liberté.

Nous discutons de la validité des hypotheéses ci-dessus dans le paragraphe
3.3.1.

8.2.2. Régression linéaire pondérée de Crittenden et Thomas

Crittenden & Thomas (1989) étendent le modele de régression de Leslie &
Davis (1939) au cas ou les efforts de péche ne sont pas constants, mais
toujours avec des probabilités de capture constantes. Leur modele, qui est
un cas particulier de (6), s’écrit sous la forme

Y; ~ ~
& —~pSk—1 + PN + &, (10)
Fy

ot Si_; est le cumul corrigé des captures juqu'au (k — 1)iéme retrait et i le
terme d’erreur.

Les parametres p et 8 = pN sont estimés par régression linéaire pondérée,
oll la matrice de poids est l'inverse d'une estimation d’'une matrice non-
diagonale T' des variances-covariances. Les composantes de I' correspondant
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aux variances des CPUE Y}, / F}, sont estimées & partir des régressions suivantes

Y;
7J
—= = apFy; + e,

k!]

oll oy, est un paramétre, Y, (resp. Fy ;) est la capture (resp. la v.a. effort)
de la jiéme unité dans le k iéme retrait, une unité étant par exemple un coup
de filet. La plupart des autres composantes de la matrice I' sont estimées par
des techniques de bootstrap.

Pour obtenir I’estimation finale de N, Crittenden & Thomas (1989) appliquent
une correction de biais basée sur la méthode Delta (voir Seber 1973), sur

P’estimation 3 /D de N, déduite de la régression.
3.2.8. Modéles de DeLury

D’aprés Schnute (1983), un des problémes majeurs de la méthode de Leslie &
Davis (1939) est qu’elle peut fournir une estimation de N inférieure au total
des captures & cause de I’hypothése que les erreurs sont supposées centrées.
Pour remédier & cette lacune, DeLury (1947) a proposé un estimateur de (p, N)
3 partir d’un modele linéaire entre le logarithme des CPUE théoriques et les
efforts de péche. Ce modele ainsi que ses extensions s’appuient sur I’hypothése
suivante que la fraction de stock prélevée par chaque unité d’effort est petite,
plus précisément que

l-pme?, i=1,....,K. (11)

Le modele approché de (7) s’écrit alors

k-1
Bk = prPxNexp | — Z Py - (12)
=1

Dans le cas particulier oli pr = p constant, on obtient aprés transformation
logarithmique de (12), le modéle suivant de DeLury (1947) :

Bk =
In (¢—) = —p]}:‘lqs, +In(pN). (13)

k

Si p et a désignent les estimateurs MC ordinaires respectivement de p et de

a = In(pN), associés au modele (13), alors ’estimateur dit de DeLury N de
N est:

N=222 (14)

~

p

Comme nous 1’avons remarqué pour la méthode de Leslie & Davis (1939), cet
estimateur de DeLury est en général biaisé.

De (12), on peut aussi déduire le modele de DeLury (1951) dit & deux
capturabilités et & deux efforts, c’est-a-dire pour pr = p, ¢ = ¢, 1 < k < K;
etpk=p,1¢k =¢I’ K;+1 <k<K.
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3.2.4. Modéle de DeLury d efforts corrigés

Paloheimo (1961) et Chapman (1961) argumentent que estimateur déduit
du modele de DeLury (1947) est biaisé et proposent alors la relation suivante,
appelée modele de DeLury a efforts corrigés :

k—1
In (”") =—p|) ¢+ % +In(pN). (15)
Ok 2

=1

Pour 1établir, ces auteurs utilisent la méme approximation (11) mais écrivent
le modeéle approché de (7) plutét sous la forme

He _ i exe(opge) _p'§¢ ,
o Pox )

puis, pour des ¢ petits, en approchant une nouvelle fois, (pgr)~1{1 —
exp(—pdx)} par exp(—pox/2), ils obtiennent

k=1
Be _ pN exp —pz ¢, | exp ( p¢k) )
Pk 2

=1
donc (15), en passant au logarithme.

8.2.5. Modéles de DeLury généralisés

En supposant que

k-1 -1 5
Zm ~1—exp (sz) et [[(1-p)mexp (—sz) :

=1 =1 =1

on peut écrire le modele approché de (7) sous la forme

i pon@) (£}

=1

L’équation ci-dessus est dite de Beverton & Holt (1956, 1957), lesquels',en
donnent I'interprétation suivante : chaque retrait px est le produit de la
fraction Pk

k—1
pr+ )P
=1
des captures prises lors du kiéme retrait, du taux du retrait
k
1—exp (Z p,)
=1
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et du stock
k—1
N exp (— > pz)
=1
restant encore disponible avant le kieme retrait.

S’appuyant sur I’équation (16) ci-dessus de Beverton & Holt, Braaten (1969)
propose les estimateurs suivants de la taille N de la population apres k
retraits.

(i) Estimateur de DeLury généralisé :
ﬁ(g) _ Fy exp a
k - .
1- exp(—F kﬁ)

On retrouve I’estimateur de DeLury & partir de la relation ci-dessus pour
k = 0 et de I’approximation F; ' {1 — exp(—Fxp)} ~ P.

(ii) Estimateur de DeLury généralisé pondéré (par les efforts de péche) :
L
k > F
ﬁép) - E N(g) J =1

S>>

=1 =1

amn

Mentionnons au passage une procédure & deux étapes, proposée par Cor-
mack (1993), pour estimer les parameétres de modeles log-linéaires pour des
marquages-recaptures. Le modele de Cormack (1993) analogue & (13) est
In(px) = —p(k — 1) + Inp + lnN c’est le cas particulier de (13) ou ¢, =1,
j=1,...,KetoulesYy, k= ., K sont des v.a. indépendantes et de loi de
P01sson Cormack (1993) propose d’estlmer par maximum de vraisemblance
les parametres définissant les u, puis d’en déduire I’estimation de (p, N) par
la méthode des moments.

3.3. Discussion des méthodes de régression

3.8.1. Une analyse des modéles de régression linéasre

Notons tout d’abord que les erreurs ¢ de modéle telles que nous les avons
définies dans (5) sont différentes des écarts Yy — E(Yj). Cette différence
pourrait expliquer ’appelation de «régression linéaire conditionnelle» que
Crittenden & Thomas (1989) ont donnée & leur méthode.

La proposition suivante donne quelques résultats sur les erreurs € du modéle
de Leslie & Davis (1939).

PROPOSITION 2. — Sous les hypothéses (HO0-1) et (HO-2), on a pour k =
1,...,.K

(t) E(ek) =0 )
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(i) Var(ex) = Var(Yz) = E(Y2) — 2, ot py est défin par (7)
(m) et pour h=1,...,K tel que k + h < K, Cov(ex,exsn) = 0.

Preuve de la proposition : La relation (i) est triviale, et pour 1’assertion
(ii), on a V(I/I"(Yklfk_l) = E((Yk — E(Yk|fk_1))2|fk-1) = E(&%l]'-k_l) =
Var(ex|Fr-1) et Var(Y) = E(Var(Yi|Fx—1)), donc, Var(Yi) = Var(es).

L’assertion (iii) est immédiate puisque pour I = 1,..., K, les ¢; étant en fait
les innovations des Y] relatives & F;_, ie. ;=Y — E(np)(Y1|Fi-1), 0on a
E(ei|Fi-1)) = 0. (18)

Par conséquent, pour h=1,...,K tel que k+ h < K,
E(exer+n) = E(exE(ek+nlFrtn-1)) = 0.

Remarque 2

On a en fait une propriété plus forte que 1'énoncé (iii) de la proposition :
les ¢, = 1,...,K forment une suite non-stationnaire de différences de
martingale relatives & F;, dont les variances sont celles des Y.

Commentaires

(i) L’hypothese retenue par DeLury (1951) et Ricker (1975), que les erreurs
de modele ¢; sont des v.a. indépendantes et de loi N(0,02), pour
établir un intervalle de confiance asymptotique pour N (voir paragraphe
3.2.1) n’est pas judicieuse, car les €; ont la propriété énoncée dans la
remarque 2 : ils ne sont pas nécessairement indépendants mais vérifient la
condition (18) et leurs variances ne sont pas constantes. Schnute (1983),
Crittenden (1983), Crittenden & Thomas (1989) ont déja remarqué
qu’il n’est pas réaliste de supposer que les erreurs de modele sont
indépendantes et identiquement distribuées, en argumentant que les
CPUE sont hétéroscédastiques et que les variables cumulées ne sont pas
indépendantes.

(ii) L’estimateur de N obtenu par la méthode de régression de Leslie & Davis
(1939) est en général biaisé, car il est défini par le ratio (9).

(iii) Dans le cas ou les efforts de péche sont constants, la proposition ci-dessus
indique clairement que si on peut disposer d’'un modele pour les E(Y;2),
une régression pondérée de poids 1/Var(Y:) est bien plus judicieuse
qu’une régression simple. On pourrait penser & prendre pour Var(Yy),
les variances d’une loi multinomiale ou hypernomiale associée mais dans
ce cas compte tenu du point (ii) ci-dessus, ne serait-il pas préférable
d’estimer N par la méthode de maximum de vraisemblance ?

(iv) Pour les situations plus générales ou les efforts de péche ne sont pas
constants, la méthode de Crittenden & Thomas (1989) constitue une
approche adéquate (méme si sa mise en ceuvre est lourde) quand les
données disponibles sont suffisamment représentatives pour que les
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estimations obtenues par les techniques de boostrap soient convergentes.
Une analyse statistique de leur méthode demande des développements
qui dépassent le cadre de ce travail.

3.8.2. Une analyse des estimateurs de DeLury

Reprenons le modele (13) de DeLury (1947) et analysons les erreurs du modale
de régression associé.

Posons €}, = Yi/Fy — pk/dx et €4 = Fx — ¢k, k = 1,..., K. Le modgle de
régression déduit de (13) est donc

k—1 k-1

Y: '
— = Npexp | —-p _S_ F,lexp|p E e | +ex
Fy =1 1=1

que 'on peut encore écrire sous la forme

E: _pza-l ‘e k=1,...,.K
F; k !
ou en passant au logarithme, pourvu que presque siirement (p.s.) les €k> 0,

k-1

Y,
= =—pY F, +In(Np) +In(ex), k=1,...,K, (19}
Fk =1
oll
k-1
ec=Eexp(pY ) |, (20)
=1
et .
€
G=1+ : k-1
Npexp | =pY_ ¢,
J=1

D’aprés (20), les v.a. In(ex), k¥ = 1,...,K sont clairement corrélées et
I’hypotheése (H3-2) que ces v.a. sont lognormales de paramétres (0 o?) est

inappropriée, car elle revient & supposer que les v.a. ex, k = 1,..., K sont
normales N(0,0?), alors qu’elles ne sont pas centrées.
1l s’ensuit de (3) que les aléas &, = Zp — E(Z;) ne concernent que la

capturabilité des individus et sont donc indépendants en probabilité des €.
Il est plus judicieux de supposer que les 6;’ sont indépendants. Alors la
structure de corrélation des In(ex) est la suivante : chaque In(ex) est la somme
d’une martingale pzk ! g et d’une v.a. non-centrée In(&x) indépendante de
la martingale ; ici, la martmga.le est simplement une somme de k — 1 v.a.
indépendantes. Ce résultat montre en particulier que les erreurs du modele de
DeLury sont biaisés car les Eln(ex) = Eln(&x) ne sont pas nuls. Pour corriger
ces biais, une solution simple consisterait & ajouter & chaque In(Yz/Fi) un
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terme de recentrage adéquat. Ce type de biais se retrouve aussi dans les
modeles log-linéaires d’Evans et coll. (1994) pour des recaptures multiples.
Pour réduire ces biais, Evans & Bonett (1994) proposent d’ajouter, pour
k=1,...,M, (1/2)k! 4 la kiéme composante du vecteur de dimension M
des observations du modele d’Evans et coll. (1994). Pour le modéle de DeLury
(19), le choix des valeurs judicieuses de réduction de biais est bien plus délicat
car ces biais dépendent des efforts et des lois de probabilité des €. En effet,
prenons & = max(W,0), oit Wy, est une v.a. normale N(1,0%). Alors Elné,
a pour valeur 0.3, 0.1 ou 0.05 selon que o prend la valeur 1, 0.5 ou 0.1.

Le modele log-linéaire associé au modele de DeLury corrigé (voir Paloheimo
1961 et Chapman 1961) a des biais similaires & ceux de (19). Ceci peut
expliquer en partie le constat fait par Moran (1971), Seber (1977), Hodges &
Moore (1972), Davies & Hutton (1975) et autres, que les estimateurs obtenus
par la régression log-linéaire associée au modele de DeLury corrigé, restent
biaisés.

4. Modeéle multinomial et vraisemblances

Nous avons vu que les estimateurs obtenus par les méthodes de retraits
successifs fondées sur les moindres carrés, & I’exception de celle de Crittenden
& Thomas (1989), n’ont pas de bonnes propriétés statistiques. Certains
auteurs, comme Gould & Pollock (1997a), Gould & Pollock (1997b) et
Gould et coll. (1997), & partir de leurs études en simulation, affirment méme
que les estimateurs de maximum de vraisemblance (MV) associée aux lois
multinomiales sont moins biaisés, plus précis que ceux fournis par les moindres
carrés ordinaires, et sont aussi plus robustes aux erreurs de mesure.

4.1. Maximum de vraisemblance

Dans ce paragraphe, nous supposons d’abord que ¢, = 1, k=1,...,K
et nous considérons les hypothéses (HO-1)-(HO0-3). Sous ces conditions,
le vecteur aléatoire Y =(Y1,....,Yx+1) est multinomial de parameétres
(N,p1,.--,Pr+1), ou de fagon équivalente et sous une forme séquentielle, la
loi de Y (resp. la loi de Yy, conditionnelle & Fx_1, pour k > 1) est binomi-
ale de parameétres (N — sx—1,pk), ol avec Fo réduit a 'ensemble contenant
’événement impossible et I’événement certain.

Pour une observationy =(v1 - - -, ¥k )’ donnée, il est alors commode de mettre
la vraisemblance I(N, p) sous la forme générale suivante
Pinp)(Y =) = u(N; 8)l2(N, p; 8)ls, (21)
ous =(si1,...,8x),p=(p1.--,PK) €t
N K K
W(N;s) = ——; L(N,p;s) = [[p(-p)V"; ls=]]D™
(N - 5)' 1=1 =1
(22)
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Le logarithme de la vraisemblance L(N; p) s’écrit

L(Na P) ='L0(N’ P; S) + L3a (23)
ol
Lo(N;p) = L1(N;s) + Lz(N, p; s), (24)
et
K
=Y Iy,
=1
s—1
Ly(N;s) = ) In(N - j),
=0
K K
Lo(N,p;s) = Y _wlnp, + Y (N — 8,)In(1 - py).
=1 =1
Remarque 3

Considérons la situation ot les efforts de péche ne sont pas constants. Nous
avons vu dans la remarque 1, que les efforts de péche ¢x ne jouent qu’un
réle multiplicatif par rapport aux probablhtes de capture pi- On est ramené
3 la modélisation des ¢ipk, k = 1,..., K. Dans le cas o1 la capturabilité est
constante, soit p = p constant, une modélisation des ¢xpk, k = 1,. LK
revient 3 choisir un modéle approprié des pg, k =1,...,K, en analysant les
données sur les efforts de péche. C’est cette approche que nous avons retenue
dans I'application que nous présentons dans le dernier paragraphe.

4.1.1. Cas des probabilités de capture constantes

Ce cas a été étudié d’abord par Moran (1951) puis par Zippin (1956, 1958).
Sous la condition (H1-1), la fonction Lo s’écrit

K
Lo(N,p) = Inl;(N; s) + slnp + In(1 — p) (NK - Zs,) .

=1

Sous ’hypothese (H1), et en supposant que N prenne des valeurs réelles plutdt

qu’entiéres, les estimateurs MV (N p) satisfont aux équations suivantes des
extrema du logarithme de la vraisemblance, & savoir

8L(N,p) X 1
= + Kln(1 —p) =0, 25
oN ,§=1 N (1-p) (25)

OL(N,p) _ 1<
o = > u- P (NK Zs,)—. (26)

D= =1
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On en déduit que

~ S s
p(N) = TTTTRoT (27
Nk - Z S,
=1
et
R K
1 NEK-Ys,
Z"]V—_-_-FKIH —+_11 =0. (28)
=1 J 3
NK — Z S,
1=1
Moran (1951) écrit plutdt la relation (27) sous la forme
- s
P(N) = =
do+s+ K(N —s)
en posant
K
do=) (i-1)y (29)
=1
En approchant Zf_’__’ll (N —4)~! par In( ]; %), il propose d’estimer N & partir
de N
N - ~
In ( = 3) = KIn{1 - (W)} (30)
d’olt 5o s

1-{1- BN}

Zippin (1956), utilisant la méme approximation de 3%~} (N —4)~1, déduit de
(27)—(28), la relation

K K
~ Nk - s
N-s ;1
= = ~ K—1
NKE-Ys,
=1

pour calculer N par des approximation successives. 1l a proposé une méthode
graphique pour évaluer les estimations p et N, Higgins (1985) a donné un
algorithme et un programme en BASIC pour les calculer.

Bien que le modéle binomial avec ’'une des hypothéses (H1-1) ou (H1-2) ait
été couramment utilisé depuis longtemps, les premiers résultats théoriques
concernant ’existence et 'unicité des estimateurs fondés sur le maximum de
vraisemblance n’ont été établis qu’en 1994 par Bedrick, et seulement pour le
cas (H1-1).
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D’aprés Bedrick (1994), la maximation de L(N,p) peut se réduire & un
probléme & un parameétre car L(N,p) est maximisé pour chaque N fixé en
p(N) défini par ’équation (26), c’est-a-dire p(N) = s/(NK — Ef___ll 8,) -
Autrement dit, Bedrick (1994) a décomposé le probléme de maximisation
(PB1)

(ﬁa@ = argmaxN;s,O(p<1L(N’p)’
selon le schéma

. <1L(N,p) = max mex L(N,p). (31)

A notre avis, cette approche de Bedrick (1994) peut se justifier de la facon
suivante : pour tout N fixé, la fonction Ly : p — L(N,p) est convexe sur |0, 1]

et admet admet un maximum unique en p(N), sa dérivée seconde étant égale
a

K
PRLE
k=1

(1-p)?

S
Lilp)=-q5+
p

Ainsi, L(N,p(N)) = maxpejo,1{ L(N, p) et le probleme (PB1-1) se raméne &

N;i%aéza L(N,p) = max L(N,p(N)), (32)

puisque N > s implique que 0 < p(N) < 1. En effet,

K
0<p(N)<1¢>0<——iK—:1——<1@N>K‘IZs,.
NK - s, =1
=1

Comme s > s,,donc N >s= N> K1 Zf;l ;.

Nous donnons dans la proposition suivante les résultats essentiels de Bedrick
(1994).

PropPOSITION 3. — (1) Pour N > s, L(N,p(N)) est crowssante pour dop >
s(K —1)/2 + K/2 et décroissante pour dp < cp ot dp = Ef‘;l(z - 1)y, et
co = s/{(1+2s)/K —1}.

(i) L(N,p(N)) est maximum en une valeur finte de N s et seulement s
do < s(K—1)/2+ K/2.

(111) Le profil du logarithme de vraisemblance L(N,p(N)) est unimodal.
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Pour obtenir ce résultat & partir du probleéme (PB1), Bedrick écrit la dérivée
g(N) de L(N,p(N)) sous la forme

_u _ o) k15
9(N) = I'(N,p(N)) = $(N +1) - $(N) - K1 {1+ K(N_s)+d0}

s—1
_ __Kln{H;},
= N-7 K(N —s)+do

ou Y(z) est la dérivée de In['(z), appelée fonction digamma; on aurait
d’ailleurs pu déduire ce résultat directement de la relation (25). En utilisant
Papproximation de I'(z) par la formule de Stirling, Bedrick (1194) approche

T(N +1)

Inly(N;s) =In—— "~/ _
I'(N-s+1)

~ (N+a)ln(N+a)—(N+a—s)n(N+a—s)—s

avec a = 1/2 (correspondant & la meilleure approximation) et en déduit que
les propriétés-clés de la fonction s’appuient sur celles de la famille de fonctions
approximantes

s s
N)=In 1+*)—Kln 1+ —— 3.
%a(N) ( N+a-s { K(N—s)+do}

Puis, en employant la technique de la transformée de Laplace pour étudier les
zéros de g(N), Bedrick (1994) prouve la proposition ci-dessus.

De ce résultat, Bedrick (1994) déduit que les estimateurs de MV (p, N )) sont
donnés par

ﬁ = a.rgma.xstL(N, p(N))

et s

K-1
NK — Z S,
=1

4.1.2. Cas des probabilités de capture non-constantes

P=H(N)=

Nous nous plagons ici dans le cadre de I'hypothese (H1-2), puisqu’elle cor-
respond au cas d’application que nous considérons ici et qu’elle est adoptée
dans la plupart des applications réelles et dans la quasi-totalité des travaux
dans ce domaine (voir Seber (1973). Pour plus de commodité, écrivons
I’hypothése (H1-2) sous la forme plus générale

p==(0),

ol § = (61,62)" est un vecteur appartenant & un sous-ensemble © de R2, par
exemple 6; = p; et 6 = a.

Nous donnons dans ce paragraphe quelques résultats sur ’existence et I"unicité
des estimations (]V , 5) de maximum de vraisemblance de (N, 8) définis par le
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probléme d’optimisation (PB-2)

(N,0) = arg NE Lo(N,=(0)).

La démarche de Bedrick (1994) décrite dans le paragraphe précédent ne peut
pas permettre de résoudre ce probléme. Aussi avons-nous adopté dans Truong-
van (1998) et Truong-van et coll. (1998) une approche totalement différente
que nous décrivons maintenant.

Nous exprimons d’abord Lo(N, x(0)) sous la forme

Lo(N,x(6)) = L1(N) + Nh1(6) + h2(6), (33)
ol
K K
h(6) = In(1-p) =) Inf{l-m(O)} (34)
=1 =1
K
ha(8) = _{wlnp, — S.In(1 — p.)} (85)
=1
K
= Z{%lnﬂ't(e) - Szln(l - 7"‘&(0))}’ (36)
=1

ot on a simplement noté Li(N) = L1(N;s).
Avec le changement de variables

a, = h,(0), i=12,
la relation (33) s’écrit plus simplement

Lo(N,x(6)) = L1(N) + a1 N + 02 37

Sous la forme (37), pour tout @ fixé tel que a2 = ha(@) est fini (notons
que ay peut prendre les valeurs +o0), la fonction N — Lo(N,x(@)) est la
somme d’une fonction L;(N) strictement concave et d’une fonction affine.
Plus précisément, comme

s—1
YNy ==Y (N-35)72

7=0.

L1(N) est une fonction strictement concave sur [s, oo[, dont la dérivée est
strictement positive et décroissante vers 0. Ainsi, pour tout 0 fixé tel que a3
est fini, la fonction N — Lo(NN,#(@)) est aussi strictement concave. De plus,
ona

OLo(N,x(0))

= L) +au. (38)
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Comme L] est strictement positif et strictement décroissant pour N 2 s, et
que a; = k(@) < 0, il s’ensuit que pour tout @ tel que —Li(s) € a; <0,il
existe un unique N, (a;(6)) € [s, oo, solution de ’équation

1(N) + a1 =0. (39)

Autrement dit, pour tout 6 tel que a2() est fini et que —L} (s) <a1(0) <0,
N.(a1(8)) € [s, 0o est solution du probléme maxys, Lo(N, x(@)). Ceci nous
conduit a résoudre le probléme (PB-2) sous la forme

ymax Lo(N,x(6)) = max max Lo(N, #(6)).

La proposition suivante donne les conditions d’existence et d’unicité des
estimations de maximum de vraisemblance pour (N, 6).

PROPOSITION 4. — (1) Pour tout 6 tel que az(8) soit fine et que —L(s) <
01(6) <0, avec Li(s) =1+271+...+ 571, 1l emste un unique N, (a1 (0)) €
[s,00[ tel que

OLo(N+(01(6)),(0)) _

ON

0.

(1) S %E;;ém > (1-—exp(a1/K))?/exp(a1/K) alors la

fonction H(oy) = : Li(Ni(e1)) + a1{Nu(0o1) + K~! Zf__l 8.} admet un
mazTimum unique. i

De cette proposition, on déduit la condition suffisante suivante : soit A =
[—L1(8), ant] X [bm, bar] Ol ans, by, bas sont des réels tels que —Li(s) < apr <
0,-00 < by, < by < 00. Si k() = (h1(6),h2(0)) est un difféomorphisme
(c’est-3~dire une application bijective de classe C' telle que sa fonction
réciproque est aussi de classe C!, ce qui est réalisé pour toutes les fonctions
7 usuelles) entre © et A, alors les estimations de maximum de vraisemblance -

(N, 8) existent et sont uniques.
Notons que notre approche permet aussi de résoudre le probléme de maximum
de vraisemblance dans le cas de probabilités de capture constantes. Nous illus-

trons la proposition ci-dessus en considérant ce cas. En effet, sous I’hypothése
(H1-1), on a

Lo(N,m(6)) = L1(N) + Nha(q) + ha(q) (40)
ou
h1(q) = Kln(q), (41)
K K
ha(q) =In(1—q) Y 3. —In(g) ) _s.. (42)
=1 =1

Ici, le parameétre 6 est égal & ¢ = 1 — p. L’équation (38) devient
1(N) + Kln(g) = 0.
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D’aprés la proposition, pour tout g tel que
—Lj(s) < Kln(g) < 0 & exp(—Ly(s)/K) < g <1,

cette équation admet une solution unique N, (h1(q)).

En remplacant N par N,.(q) dans Lo(N,n(f)), on est alors conduit au
probléme

max{L1(N.(h1(q))) + N.(h1(9)h1(q) + h2(9)}-

On montre que ce probléme admet une solution unique si exp{—L}(s)/K} <
g<letsi

K
2 N*(hl(Q)) - 231

5 =1 S 'l
( ; ) - b > N @)

On retrouve les résultats de Bedrick (1994) en faisant des approximations
pour N grand.

4.1.8. Remarques sur les propriétés des estimateurs

1. Cas de probabilité de capture constante

Zippin (1956) établit la variance asymptotique de N sous la forme
suivante :

Ng*(1-4¥)
1-q¥)? - szqu—1’

varl@(N) = (43)

oilg=1-p.

Dans le cas particulier oli on ne dispose que de deux captures, var(? (ﬁ )
2

étant égal a Nq pl+ g , Seber & Le Cren (1967) proposent alors, pour

la variance asymptotique de N , I’expression ci-dessous qui, d’aprés ces
auteurs, est plus précise que var,(lz)(N ) :

N¢(1+q) L 20 -p*—¢%)

P’ p°

varSL(N) = - b?, (44)
ot b=g(1+q)/p%.

Junge & Libosvarsky (1965) puis Seber & Whale (1970) donnent une
formule analogue & (44) pour trois captures successives.

Sous la condition que N et Sk tendent vers l'infini (Sx — oo p.s.), Seber
& Le Cren (1967) énoncent que (N -N)/ \V var,(N) converge en loi vers
la normale N (0, 1) et en déduisent des intervalles de confiance pour N.

Hirst (1994) construit des intervalles de confiance pour N, en employant
le ratio de log-vraisemblances de Kalbfleisch & Sprott (1970) mais sous
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la forme suivante proposée par Harding et coll. (1984) :

TL(N’p; Nvﬁ) = w,
In(N, p)

quantité dont le double a la distribution asymptotique d’une loi du khi-
deux avec le nombre de degrés de liberté égal au nombre de parameétres
estimés. A partir d’une étude en simulation pour différentes valeurs de N
entre 20 & 300, pour 10 000 répliques, et pour deux et trois captures,
cet auteur calcule les fréquences d’appartenance de N aux différents
intervalles de confiance, obtenus avec sa technique et avec celles de Seber
& Le Cren (1967) et de Seber & Whale (1970). Il en conclut que le ratio
de log-vraisemblances donne des intervalles de confiance bien meilleurs en
termes de probabilité de couverture que les autres méthodes.

. Cas des probabilités de capture définies par ’hypothese (H1-2)

Pourvu que les conditions d’application de la théorie asymptotique des
estimateurs MV soient remplies, on obtient les expressions des variances
asymptotiques des estimateurs MV de (N,6) & partir de la matrice

hessienne de Lo(N,#(6)), laquelle se déduit facilement de (33) puisque
Yona:

8%Lo(N,=x(9)) _ i 1

ON? — (N -r)?
2 2 2
O Lo(N,x(6)) _  9°m(6)) 49 hz(e))’ 1<ij<?
86,00, 86,00, 96,00,
ONBO, 06, '’ o

. On a tendance & admettre que les estimateurs de maximum de vraisem-
blance (JV ,5) ont les mémes propriétés que celles données par la théorie
classique. Cependant les résultats asymptotiques généraux de cette
théorie ne sont établis que pour des parameétres autres que la taille de
I’échantillon. Le probléme ici est que le parameétre N, taille de la popula-
tion est en méme temps la taille de I’échantillon. Considérons par exemple
le cas ou la vraie taille N de la population est égale & 100. QLlelle est
alors la validité des résultats asymptotiques sur son estimateur N quand
on fait tendre N vers linfini alors que N est fini? L’approche de Hirst
(1994) fournit des éléments de réponse 3 cette question.

5. Maximum de vraisemblance marginale

Nous supposons ici que ¢ =1, k =1, ..., K et nous considérons I’hypothése
(HO-4), c’est-a-dire la situation ot la capturabilité est une v.a. U (dite cachée)
& valeurs dans [0, 1], dont la loi de probabilité est définie par la densité de
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probabilité gy relative & une mesure de référence v (mesure de Lebesgue
ou de dénombrement). Soit Uj,...,Ux un échantillon de taille K issu de
U. Nous supposons aussi que la loi de Y = (¥3,...,Yk41)’ conditionnelle
a Uy = p1,..., Uk = pk est multinomiale de parameétres (N,p1,...,PKk+1)-
La densité de la loi conjointe de (Y,Us,...,Uk) relative & une mesure de
référence adéquate est donc :

K
Iy, Uy, Ux)(Ysu1,...,uk) = {H gU(uk)} gy (ylui,...,uk),
k=1

ot gy (y|ui,...,uk) est la densité de probabilité relative & la mesure de dé-
nombrement (c’est-a-dire la distribution de probabilité) de Y conditionnelle
é,U]_ =’U,1,...,UK = UK.

Comme les seules observations que 1’on peut disposer sont les K captures
Y1, .-, YK, il est naturel de considérer la vraisemblance marginale en Y :

1 1
v (¥) = /0 /0 0¥.0sn 1) ¥t oy g ) () - dv(ugc).

Cette vraisemblance marginale en Y n’est donc autre que I’espérance mathé-
matique de gy (y|ui, ..., ux) relative a la loi de (Uy,...,Uk).

Carle & Strub (1978) ont considéré le cas particulier ol la v.a. U est de loi béta
a deux parametres a, 5. D’aprés ces auteurs, pour une observation donnée y
du vecteur aléatoire Y, la vraisemblance marginale

Lw(N, e, 8) = g¥(y) =Pna,0(Y =Y)
s’écrit sous la forme
L,(N,qa,pB)
o N! (a+B-1)! (s+a—1)!(KN—d0—s+ﬁ—-1)!;
[w!(V =) (@ - 1)}(B - 1)! (KN —do+a+p—1)!

IIs en déduisent I'estimation de (N, a, ) par
(ﬁw, a, B) = a‘rgma‘xst,a,ﬁLw(Ns a, :6)'

D’aprés Carle & Strub (1978), Nv est alors le plus petit entier n tel que

_n+1ﬁ Kn—do—s+p+(K-k) _,

n x 4L
s+1; 5 Kn—do+a+p+(K—k)

et N donne une estimation bien meilleure que celle fondée sur la vraisem-
blance. Sur les résultats d’une simulation réalisée pour différentes valeurs
de N inférieures & 500, ces auteurs obtiennent avec N¥ une réduction de
biais de 60% et une réduction de 1’écart-type empirique de 70% par rapport &
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l’estlmateur de maximum de vraisemblance N. 1is ajoutent que les résultats
pour Nv et pour N sont similaires quand N et K croissent.

Le modgle appelé My, (pour « heteroscedastic behavior ») d’Otis et coll. (1978)
est une extension du modele de Carle & Strub (1978). Il correspond en fait
au cas oll la loi de U dépend de paramétres 6.

Otis et coll. (1978) (p. 45 et Annexe H), en se référant & une thése inédite de
K. H. Pollock, affirment que

Pivo)(Y =) = L(N; s)la(N, 0; 5)ls, (45)
oit I1(N; s) et I3 sont définis dans (22) et ol

K N-sk
B(N,0;5) = [ [{Es(U(1 - U)~)}* x [I—Z{E(Uu— )'"1)}]

=1
ol Fjy est 'espérance relative 4 la loi de U.

Notons que la quantité (45) ne correspond 3 aucune notion de vraisemblance
classique. De toute évidence, elle n’est pas une vraisemblance conditionnelle ou
non conditionnelle. Mais elle n’est pas non plus une vraisemblance marginale
puisque

- K K N—-sg
(N, 0;5) # B | [T{(W.(1 = Uy} {1 - (w0~ UH)‘-‘)K}

=1 =1

Norris & Pollock (1996) étendent les résultats de Carle & Strub (1978) au cas
ol la densité de probabilité de U n’est pas paramétrée. Ils utilisent ’algorithme
EM (voir Chalmond 2000) pour une estimation non-paramétrique de gy (pour
différentes valeurs fixées de N) et appliquent leur méthode aux modéles M,
et Mpy, d’Otis et coll. (1978). Pledger (2000) généralise le travail de Norris &
Pollock (1996) aux huit modeles d’Otis et coll. (1978) en utilisant les mémes
techniques.

Notons que ’approche utilisant la vraisemblance marginale (voir Carle &
Strub 1978, Norris & Pollock 1996, Pledger 2000) est bien connue dans le
domaine de ’estimation de processus ou de champs de Markov cachés (voir
Chalmond 2000).

6. Application au cas des saumons de 1I’Adour-Nive

Nous considérons ici un probléme d’estimation de la taille N de la population
de saumons de I’Atlantique remontant le fleuve Adour situé dans le sud-ouest
de la France, & partir des données des trois saisons de péches de 1988 & 1990
(Prouzet et coll. 1996). Pour chaque campagne de péche, on dispose du nombre
K de pécheries (professionnelles) (K = 5 pour '’année 1988 et K = 6 pour les
deux années 1989 et 1990), des captures par pécherie (y,, i = 1,...,K), du
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nombre de pécheurs par pécherie, du nombre de coups de filet, des captures
des péches (amateurs) & la ligne y = y, + yg, oll y,, sont celles sur la Nive et
Yy dans les Gaves apres la Kiéme pécherie, du nombre de frayéres de grands
salmonidés x = x» + Xg, OU Xn concerne la Nive et x, les Gaves de 1’Adour,
des proportions w; des castillons (S1) et oz des grands saumons (S2), et
des proportions p; et pp des femelles des deux catégories de saumons (S1)
et (S2). Les pécheries professionnelles successives, 1 = 1,..., K, sont situées
uniquement sur ’Adour. La séparation entre I’Adour et son affluent, la Nive,
se trouve entre la deuxiéme et la troisitme pécherie (voir graphiques).

Les données de retraits séquentiels que nous considérons sont les captures des
pécheries professionnelles, toutes situées sur I’Adour. 1l est clair que pour le
probléme considéré, nous ne sommes pas dans les conditions d’application
directe des méthodes de retraits séquentiels. Pour satisfaire au mieux la
condition de population fermée, nous prenons en compte la séparation entre
I’Adour et la Nive de la fagon suivante :

Nous supposons que le taux r de la séparation de la population de saumons
entre I’Adour et la Nive est connu (sa valeur estimée par les experts du Conseil
Supérieur de la Péche & partir de leurs expériences de terrain et de plusieurs
années de données de péches & la ligne sur ’Adour et la Nive, étant de 3/4 de
la population partant vers I’Adour) et ne considérons que les données des K
pécheries.

Nous admettons les hypotheses (HO-1)—(HO0-3), autrement dit que la loi de
Yy (resp. la loi de Yy, conditionnelle & Fi_;, pour & > 1 ) est binomiale
B(cigN — sk—1,px) de parameétres N — sg_1 — ¢k, px Ol1, pour tenir compte de
la séparation entre ’Adour et la Nive, c; = 1 pour k = 1,2 et ¢ = 3/4 pour
k=3,...,K.

Comme le nombre des observations est de six au maximum, il est statistique-
ment judicieux de se restreindre a un ou deux parameétres. Pour prendre en
compte les efforts de péche, nous choisissons ’approche décrite dans la remar-

que 3. L’étude des données sur les efforts de péche nous a conduits & envisager
chacune des deux d’hypothéses (H1-1) et (H1-2-4).

Les captures y, des différentes pécheries : = 1,..., K sont présentées dans le
Tableau 1 ci-dessous. Ce sont des données agrégées sur 100 & 120 jours pour
les grands saumons et de 30 & 60 jours pour les castillons.

TABLEAU 1. — La quatrieéme pécherie ne s’est installée qu’a partir de 1989.

Pécherie captures en 1988 captures en 1989 captures en 1990

S1 S2 S1 S2 S1 S2

1 445 810 112 93 807 119

2 87 204 40 52 32 28

3 123 220 56 44 139 47

4 5 1 42 10

5 39 29 42 4 75 29

6 17 19 26 16 39 25
Capture totale 711 1282 281 210 1134 258
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Les données sur les efforts de péche, sur les frayéres et sur les différentes
proportions de la population sont résumées dans les Tableaux 2, 3 et 4
suivants. Un effort de péche corrigé (efc) est le nombre de filets par jour

susceptibles d’étre mis & I’eau au méme instant. Dans le Tableau 2, S1 (resp.

52) correspond A la période de remontée de castillons (resp. de saumons) et
T est la saison totale de péche.

TABLEAU 2. — Données sur les moyennes des efforts corrigés (efc). Les quantités
entre parenthéses sont les écart-types estimés.

Pécherie efc 1988  efc 1989 efc 1990
S1 S2 S1 52 S1 52

1 31 32 19 24 29 25
(12) (1.2) (1 3) (1.2) (1 4) (1.3)
30 3.6 2.9 1.1

us) (1m uO) (1n mS) (0.8)
2.7 2.6 5.9
(1.9) @3) 02) 07) @3) (2.8)

(o 2) (o 1) (1 0) (1.1)

5 1.7 15 12 17 17
(1 7) (1 5) (0 9) (0 8) (0 6) (0.7)
2.9 29 33 31

(13) (1.3) (15) (16) (L4) (L5)

TABLEAU 3. — Données sur les péches & la ligne sur ’Adour (CLA) et sur la Nive
(CLN), sur le ratio de femelles pour les castillons (RfC) et pour les saumons (RfS),
sur le ratio de castillons (RC) et de saumons (RS) dans la population.

Année 1988 1989 1990

CLA 210 103 166
CLN 100 32 23
RfC 047 042 048
RfS 0.85 0.83 0.65
RC 0.25 0.52 0.65
RS 0.75 048 0.35

TABLEAU 4. — Données sur les frayeres pour I'’Adour (FA) et pour la Nive (FN).

Période 88 89 90
FA 1100 648 246
FN 500 197 206
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TABLEAU 5. — Résultats dans le cas (H1-1) de probabilités de capture constantes.

1988 1989 1990
S1 S2 S1 S2 S1 S2

0.50 0.54 0.22 0.38 0.48 0.25

784 1403 397 239 1237 353
Taux d’exploitation 90.7% 91.4% 708% 87.9% 91.7% 73.0%

2))

TABLEAU 6. — Résultats dans le cas (H1-2-4) de probabilités de capture a
décroissance polynomiale.

1988 1989 1990
S1 S2 S1 S2 S1 S2

0.39 0.43 0.18 0.38 0.48 0.20
0.40 0.47 0.06 0.07 0.47 0.08
1050 1836 516 250 1447 474
Taux d’exploitation 67.7% 69.8% 54.4% 84.0% 78.4% 54.5%

2)R)3)

Nous présentons dans les deux tableaux 5 et 6 les estimations de maximum de
vraisemblance obtenues pour un coefficient de séparation Adour-Nive r = 3/4
et sous les deux conditions de probabilités de capture (H1-1) et (H1-2-4). Les
taux d’exploitation que sont les ratios sk / N sont exprimés en pourcentage.

Pour les estimations dans les deux tableaux 5 et 6, les écart-types empiriques
que nous avons déduits des formules asymptotiques du maximum de vraisem-
blance conduisent & des coefficients de variation estimés inférieurs & 10%.

Le probléme majeur soulevé par les résultats obtenus dans les tableaux 5 et 6
ci-dessus est que les taux d’exploitation obtenus, surtout ceux du tableau 5,
sont trop élevés par rapport aux évaluations des experts de la péche fondées sur
le comptage des frayeres et des captures de péche (amateur) & la ligne qui sont
en amont dans les Gaves. Ceci est di a 'inadéquation du modéle multinomial.
En effet, les résultats numériques obtenus dans la littérature (voir par exemple
Gerdeaux 1987) et les études en simulation que nous avons menées par ailleurs,
montrent que pour les modeles multinomiaux, les estimations de maximum de
vraisemblance du parameétre N sont toujours voisines des valeurs du total s
des captures. Ainsi, pour I’application considérée ici, en supposant que les v.a.
Y. sont binomiales de parameétres N — sx_1,pk, on sous-entend que chaque
pécherie k effectue N — si_; tirages (avec remise), ce qui est irréaliste.

Nous utilisons alors une approche proposée par Prouzet et coll. (1996) pour
adapter le modele multinomial au probleéme considéré. Cette approche consiste
a prendre en compte la variation de la taille N de la population dans des
intervalles [Nmn, Nmax] dont les extrémités sont déterminées comme suit : &
partir de données des Tableaux 2, 3 et 4, pour chacune des deux catégories
«castillon» et «saumon», on évalue d’abord les extrémités de l’intervalle

[Ng,{ ),N,(nq;,f()] contenant la population totale N(Tf) (par catégorie) qui a

réussi a frayer, ou N,(,.q;,fc) est le quotient du nombre de frayéres par le nombre

de femelles (de la catégorie) et N,(n’I;I{ ) = N max(TH /1.4, car on trouve en
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moyenne 1.4 femelles par frayére (le minimum étant 1). Puis toujours pour
chaque catégorie, on ajoute & la population N(Tf) qui a réussi & frayer, le
nombre de captures par les pécheries et par les péches  la ligne, donc

Nuin = N,‘,f,{ )+ peTor + sk

Npax = NED + peTer + sk,

ol pc est le proportion de la catégorie dans la population et Ty, le nombre
total (pour les 2 catégories) de captures par les péches 2 la ligne. Par exemple,
pour I'année 1988 et pour la catégorie des castillons, la seconde formule donne

o = O E50000.95 1 (910 + 100) x 0.25 + 711.

Les résultats que nous avons obtenus avec cette approche, en considérant le
modele multinomial avec I’hypothése (H1-2-4) et avec une prise en compte des
contraintes d’inégalités sur la taille N de la population, sont résumés dans le
Tableau 7 ci-dessous.

TABLEAU 7. - Résultats obtenus avec le modéle multinomial sous contraintes
d’inégalités sur N et avec I’hypothése (H1-2-4).

1988 1989 1990
S1 S2 S1 S2 S1 S2

~

N 1396 2539 1105 627 1693 407
Taux d’exploitation 51% 50% 25% 33% 66% 63%

Les résultats obtenus dans le Tableau 7 sont similaires aux évaluations
des experts. Cependant, les maxima obtenus avec cette approche sont trés
dépendants des bornes choisies des contraintes et sont proches de la borne
inférieure des contraintes. Ces deux lacunes de la procédure utilisée, en plus
du fait qu’elles ne permettent pas d’obtenir une estimation des variances des
estimateurs par les formules asymptotiques associées & la vraisemblance, les
maxima étant au voisinage des bornes des contraintes, nous amenent a ré-
examiner les conditions d’application de la méthode. Parmi les sept violations
des hypotheses d’application de méthodes de captures séquentielles, énumérées
"par Seber (1973, p. 305-308), les deux qui nous paraissent majeures dans notre
méthode sont :

(i) impossibilité pour P’application considérée de respecter de fagon stricte
Ihypothése de population fermée,

(ii) une modélisation encore inadéquate des probabilités py pour prendre en
compte la variabilité dans la capturabilité et dans les efforts de péche.
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Aussi, nous proposons dans nos travaux en cours les axes de développement
suivants fondés essentiellement sur une approche de variables cachées (c’est-a-
dire non observables directement) de loi paramétrique (I’estimation non para-
métrique d’une densité de probabilité requérant beaucoup plus de données
que celles dont nous pouvons disposer pour ’application considérée) :

(i) Une modification du modele multinomial pour prendre en compte des

contraintes sur la taille de la population & partir des données en amont
de I’Adour et de la Nive :

Soit R est une v.a. de proportion dont la loi a priori gp pouvant dépendre
d’un vecteur de parametres [, est judicieusement choisie 4 partir de
données de frayéres et des péches & la lignes en amont dans les Gaves.
On peut choisir une loi béta pour g, comme dans Carle & Strub (1978).
Alors, sous I’hypothese (HO-3) et conditionnellement & Fi_; et &4 R =r,
les v.a.

Vi
Ye= Y Xyk=1,..,K, (46)
i=Sk_1+1
sont binomiales de parameétres vy, g, ol v = [RN —Sk-1]+Sk_1 est une
v.a. correspondant plus judicieusement au nombre de tirages effectués
par la kieme pécherie et ol [a] désigne la partie entiére d’un nombre a.

Comme Carle & Strub (1978), Norris & Pollock (1996) et Pledger
(2000), la vraisemblance que nous choisissons est associée & la probabilité
marginale de Y.

Nous étendons également cette approche a la prise en compte de la
séparation Adour-Nive, en supposant que le taux r est une v.a. de loi
béta d’espérance 3/4.

(ii) Une meilleure modélisation des probabilités de capture :

En effet, on peut constater & partir d’un examen des Tableaux 1 et 2, que
les CPUE se comportent en moyenne comme une fonction décroissante
entre la premieére et la deuxiéme pécherie, puis croissante ou discontinue
entre la deuxiéme et la troisiéme, et décroissante rapidement ensuite.
Nous choisirons pour la capturabilité une v.a. dont la loi de probabilité
représentera le mieux le comportement ci-dessus des CPUE.
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